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Model obiegu i wymiany banknotéw*

0. Wstep. Celem niniejszej pracy jest przedstawienie pewnego teoretycznego modelu
obicgu banknotéw i wymiany banknotéw zuzytych na nowe. Model ten stanowi projekt
rozwigzania problemu postawionego przez Narodowy Bank Polski, mianowicie problemu
wyboru optymalnej politvki wymiany zuzytych banknotéw.

Sformulowanie zatozert modelu poprzedzone zostanie przedstawieniem problemu empi-
rycznego w terminach intuicyjnych oraz dyskusja wynikéw zawartych w pracach [1], [2]

i [8], dotyczacych podstaw teoretycznych konstrukcji po;qcm stopnia zuzycia banknotu,
bedacego centralnym pojeciem tej pracy. :

1. Problem praktyczny

1.1. Obecny stan rzeczy. Narodowy Bank Polski prowadzi systematyczng wymiang
banknotéw zbytnio zuzytych na nowe. Wymianie podlegaja te banknoty, ktére trafiaja do
jednego z oddzialéw banku prowadzacych wymiang, i zostaja uznane za zuzyte w stopniu
przekraczajacym dopuszczalng normg {w terminologii NBP, banknoty takie nazywaja si¢
»,destruktami’’).

Normy zuzycia banknotéw nie s3 okres§lone w sposéb dostatecznie precyzyjny: w mysl

jnstrukcji, wymianie padlegaja banknoty podarte, wvraznie poplamione, itp., a ponadto
banknoty ,,zbyt zuzyte”. O ile te pierwszc kategorie sa okre§lone wystarczajaco jednoznacz-
nie dla celéw praktycznych, o tyle gidwna trudno$é tkwi w braku precyzyjnej definicji
wstopnia zuzycia, powyzej ktérego banknot powinien byé wymieniony”.

W praktyce, wymiany dokonujg pracowniczki banku, ktérvch gtéwnym zadaniem jest
formowanie banknotéw w paczki liczace 100 sztuk kazda (tzw. liczarki). Jezeli w procesie
liczenia natrafia one na banknot, ktéry w ich mniemaniu powinien zostaé wymieniony, za-
stepuja go innym, zaczerpnig¢tym ze specjalnej puli.

. Liczarki s materialnie odpowiedzialne za poprawnos¢ liczenia banknotdéw i eliminacja

“destruktéw jest jedynie ich zadaniem ubocznym. Jako$¢ wykonania tego zadania jest prak-
tycznie niekontrolowana i nie ma wobec tego motywacji aby wykonywad je dobrze (brak
kontrali bierze si¢ gtdwnie stad, Ze nie jest jasne co oznacza ,,poprawna”, czy ,,wlasciwa”
climinacja destruktéw). Dla sprawdzenia stopnia dowolnoéci decyzji dotyczacej tego, czy da:
ny banknot nalézy uznaé za destrukt czy nie, przeprowadzono nastgpujacy eksperyment:
zbiér 1000 banknotdéw (dwudziestoztotéwek) zostal poddany normalnej procedurze liczenia

; z climinacja destruktéw w dwdch oddziatach NBP; tem sam zbidr banknotéw liczony byt
dwukrotnie przez t¢ samg nsobg w odstgpach pigciu dni (osoby hadane nic wiedzialy oczywi-
dcie, ¢ poddawane sg cksperymentawi).

Na podstawic tych hadart mozna bylp si¢ zarientowad w zmiennosci wynikdw, zaréwno

*Niniejsza praca jest przekiadem (z gilewielkimi zmianamj § rozszerzeniami) pracy [5].
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dla réznych oséb badanych, jak i dla tej samej osoby w réznych dniach. W skrajnych przy-
padkach, jedna osoba usungla ze zbioru 1000 banknotéw 280 i 470 jako destrukty, podczas
gdy analogiczne liczby dla innej pracowniczki (dla tego samego zbioru) wyniosty 118 i 82.

1.2. Problem postawiony przez NBP. Ogdlnie, bank chcialby wprowadzié ,,optymalng”
politvke wymiany banknotdw. Dla sformulowania kryterium optymalnoéci i wyboru polity-
ki optymalnej wzgledem tego kryterium konieczne jest spelnienie nastgpujacych warunkdw:

(a) precyzyjne okreslenie stopnia zuzycia banknotu oraz konstrukcji metod oceny roz-
kladu stopnia zuzycia w populacji wszystkich banknotéw w danym momencie czasu;

(b) konstrukcja metod praktycznego stosowania réznych polityk wymiany, opartych
na réznych ,,poziomach krytycznych”, tj. poziomach stopnia zuzycia, powyzej ktorych
banknoty podlegajg wymianie; .

(c) wyznaczenie, dla kazdego z mozliwych poziomdéw krytvcznych, oczekiwanej liczby
banknotdéw, ktdre trzeba bedzie wymieni¢ w poszczegSlnych okresach czasu oraz rozkladu
granicznego stopnia zuzycia banknotéw w populacji, wynikajacego z przyjgcia polityki
opartej na danym poziomie krytycznym.

Rozwiazanie (a), (b) i (c) jest oczywistym warunkiem wstgpnym dla

(d) sformutowania kryterium optymalnosci lub réwnowainie: funkcji straty, zaleznej
co najmniej od kosztéw wymiany i rozkladu stopnia zuzycia banknotéw w populacji oraz

(e) wyboru optymalnej polityki wymiany, tj. polityki (poziomu krytycznego) prowadza-
cej do minimalizacji funkcji straty opisanej w (d).

Ze wzgleddw technicznych NBP nie moze opieraé si¢ na zadnych innych definicjach
stopnia zuzycia banknotu, z wyjatkiem definicji uzywajacych subiektywnych ocen liczarek.
Tak wigc, szereg oczywistych definicji opartych na odpowiednich wskaznikach (np.
stopnia pochlaniania §wiatta, liczby zgi¢¢ przecinajacych dana linig itp.) naleiy od razu wy-

eliminowad z rozwazan. Dokladniej, NBP zada aby

(f) wprowadzone w praktyce rozwiazanie zagadnien (a) — (c) nie prowadzito do zadnej
istotnej zmiany w obecnej procedurze, przy ktdrej decyzja dotyczaca wymiany kazdego
banknotu zalezy wylacznie od subiektywnej oceny liczarki.

2. Definicja stopnia zuiycia banknotu

2.1. Uwagi wstepne. Podstawowe idee lezace u podtoza definicji stopnia zuzycia bank-
notu zawarte sa w pracach [1], [2] i [3]. Dwie pierwsze z tych prac dotycza metod kon-
strukcji i oceny subiektywnych klasyfikacji, podczas gdy trzecia dotyczy problemu istnienia
skali (stopnia zuzycia). Stopien zuzycia banknotu zostanie mianowicie okreslony w termi-
nach odpowiednio zdefiniowanej ich klasyfikacji.

Ponizsze krdtkie uwagi maja na celu przedstawienie istotnej réznicy miedzy podejsciem
sugerowanym w tej pracy i podejsciami tradycyjnymi.

Zazwyczaj klasyfikacja jest pojeciem wtérnym w stosunku do cechy, wzgledem ktorej
si¢ klasyfikuje. Dla zbudowania taksonomii (tj. zasady klasyfikacji) danego zbioru obiektéw,
wybiera si¢ interesujaca nas ceche elementéw tego zbioru (cecha ta moze przyjmowad war-
tosci wektorowe; moze réwniez by¢ cechg jakosciows), nastepnie dzieli si¢ zbidr wszystkich
wartoéci tej cechy na zbiory rozlaczne i wreszcie, okresla sie relacjg binarna w rozwazanym
zbiorze obiektéw w sposéb nastgpujacy: dwa obiekty znajduja sig ze sobg w tej relacji, jeze-
li wartosci ich cech nalezg do tego samego zbioru opisanego wyzej podziahu. Tak okreflona
relacja jest zwrotna, symetryczna i przechodnia, a wigc jest pewng réwnowaznos$cia. Klasy
abstrakcji tej relacji nazywaja sig kategoriami taksonomicznymi.

W ten sposSb kazdemu obiektowi rozwazanego zbioru odpowiada dokfadnie jedna kate-
goria taksonomiczna (,,prawdziwa’ kategoria tego obiektu) i mozna rozwazaé problem ble-
déw klasyfikacji, analizujac prawdopodobienstwo, Ze obiekt okre§lonej kategorii zostanie
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zaliczony w procesie klasyfikowania do innej kategorii. Takie podejécie do problemu btedéw
klasyfikacji rozwazane jest na przyktad w pracach [4]i[7].

W analizowanym przypadku klasyfikacji banknotéw z punktu widzenia stopnia ich zu-
zycia, podejscie takie nie daje si¢ zastosowad, ze wzgledu na brak definicji cechy, ktéra ma
shuzy¢ za podstaw¢ budowy taksonomii, tj. cechy zwanej stopniem zuzycia banknotu. Wo-
bec tego nasze postgpowanie bgdzie szto niejako w przeciwnym kierunku: okreélimy pewng,
procedurg klasyfikowania banknotéw, ktéra nie bedzie oparta na definicji cechy wzgledem
ktérej chcemy klasyfikowaé, a nastgpnie okreslimy kategorie taksonomiczne stopnia zuzy-
cia (,,prawdziwe’’ kategorie banknotéw) poshugujac si¢ wlasciwosciami probabilistycznymi
rozwatzanej procedury klasyfikacji.

Ze wzgledu na to ,,odwrécenie’ hierarchii pojeé, rozpoczniemy rozwazanie od przed-
stawienia wynikéw zawartvch w pracach [1] i [2], dotyczacych klasyfikacji subiektywnych,
metod ich oceny oraz metod ich konstrukcji.

2.2. Klasyfikacje subiektywne i metody ich oceny. Jak to juz zaznaczono, przy rozwa-
zaniu problemu klasyfikacji nie bedziemy zakladac explicite, ze kazdemu obiektowi odpo-
wiada jego ,,prawdziwa’ kategoria taksonomiczna. Zbudujemy model procedury klasyfiko-
wania obiektéw przez dana osobg; kryterium, wzgledem ktdrego odbywa sig¢ ta klasyfikacja
nie odgrywa w tej chwili Zadnej roli.

Niech C={C,, C,, .4 oznacza niepusty skoriczony lub przeliczalny zbidr, ktérego ele-
menty beda nazywane kategoriami taksonomicznymi lub kategoriami klasyfikacji. Niech B
oznacza zbiér klasyfikowanych obiektéw i wreszcie, niech § oznacza zbiér 0séb dokonuja-
cych klasyfikacji.

Przez klasyfikacjg (zbioru B, przez osoby ze zbioru S, wzgledem kategorii ze zbioru C)
bedziemy rozumieli rodzing

(1) {xWp),sesbeBi=12..1}

zmiennych losowych (okreslonych na odpowiednio dobranej przestrzeni probabilistycznej)
przyjmujacych wartodci ze zbioru €. Bgdziemy interpretowali X(i)(b) = C]. jako zdarzenie

»PrZy i-tej prébie, osoba s zaklasyfikowata obiekt b do kategorii C ”
Oznaczmy I = {1, 2, ..} izaldzmy, ze

1°Jezeli U, Vc Bx Sx 1i UN V =@, to rodziny zmiennych losowych
{xD@), 6,5, e U} ora D), .50 e v}
83 niezalezne.

22 P{x"p) = CA = b, ;(b) nic zalezy od i.

Z zalozenia 1° wynika w szczegdlnosci, ze jezeli (by, s, ;) % (b2, 52,12), to zmienne
losowe X.S’;l )(bl) oraz ng)(bz) s3 niezalezne.

Poniewaz nie zakladamy istnienia prawdziwej kategorii dla danego obiektu, ocena jako-
sci klasyfikacji (1) nie moze opieraé si¢ na prawdopodobieristwach biednych zaklasyfikowan.
Wprowadzimy wobec tego pewng miarg jakosci klasyfikacji, prowadzacg jedynie do warun-
kdw koniecznych dobroci klasyfikacji. Miara ta bedzie oparta na intuicji, w mysl ktérej przy
jakiejkolwiek zasadzie klasyfikowania, klasyfikacja nie moze by¢ dobra jezeli z duzym praw-

dopodobienstwem pojawig si¢ roznice w zaklasyfikowaniach tego samego obiektu, bagdz dla
réznych oséb klasyfikujacych, badz tez dla tej samej osoby przy rdznych okazjach.
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Dokladniej, jako§é¢ klasyfikacji (1) wzglgdem obiektu b bedzie wyrazaé si¢ jako prawdo-
podobieristwo

(2) | p{x{0@) = xDh=u, @),

S1 2

gdzie (sq, i) # (52, #2). Namocy 1° i 2° warto$¢ po lewej stronie (2) nie zalezy od iy oraz

i, i mamy
Sl,sg Zpsl] 52] )

Warunkiem koniecznym dobroci klasyfikacji jest to, aby wartosci » e (&) byly bliskie

1dlab € Bisy,s; € S. Oszacowanie u (b) dla ustalonego b € B wymaga oczywiscie do-

51,82
statecznie wielkiej liczby obserwacji obiektu b przez osoby sy i 53, co zazwyczaj jest prakty-
cznie nieosiagalne. Mozna jednak zbudowaé ,catosciowa’ miarg jakosci klasyfikacji, okresla-
jac, dla zbioru B' ={b,, ..., b,} C B parametry

oraz

n12
a - .
51:52 Z [un 82 J 31,52 <B )]

W pracy [2] podana jest konstrukcja metody estymacji parametréw u (B') oraz

$1,52

Usl 5 (B opartej na dwoch niezaleznych obserwacjach zaklasvkaowan kazdego obiektu

zbioru B’ przez kazda z osdb s; isy (jezelisy = s, estymatory te wymagaja obserwacji czte-
rech niezaleznych zaklasyfikowan kazdego z elementéw zbioru B’ przez osobg s;). Estyma-
tory te s3 nieobciaZone i ich wariancje ograniczone sa z géry odpowiednio przez 1/8n i 3/4n.

* Uzycie tych estymatoréw pozwala zatem na oceng jako$ci klasyfikacji wyrazong przez

. 2 . : . . s s (i .
wielkosci u 51,52 (b), drogg oszacowania, dla dostatecznie licznych zbioréw B, wartosci
’

$rednich funkcji L (-) na B’ oraz pewnej miary rozproszenia wartoséci tej funkcji wokét
jej $redniej na zbiorze B'.

2.3. Konstrukcja subiektywnych klasyfikacji. W tym paragrafie przedstawiona zostanie
metoda, zasugerowana w pracy [2], dla konstrukcji klasyfikacji banknotéw wzgledem stop-
nia ich zuzycia. Klasyfikacja ta nie bedzie oparta na zZadnej bezpoéredniej definicji cechy na-
zywanej ,,stopniem zuzycia’’; bedzie ona oparta jedynie na zalozeniu, Ze istnieje dostatecznie
duza zgodno$¢ intuicji ludzi co do tej cechy. Dokladniej, zatozymy Ze kazda osoba ze zbioru
S moze wskazaé w kazdej parze {a, b ) obiektéw ze zbioru B (banknotéw) ten element, ktd-
ry uwaza za wczesniejszy (mniej zuzyty). Nie bedziemy zakladali, Ze wybory te sg zgodne
(niesprzeczne), ani tez, ze sg takie same dla réznych oséb; mogg, one si¢ réwniez zmieniaé
dla tej samej osoby od okazji do okazji. Zatozymy, Zze dana jest rodzina zmiennych losowych
(okreslonych na odpowiedniej przestrzeni probabilistycznej)

(3) {70, b),<a,b)e Bx B, s€ 5, i=1,2, .},
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gdzie Ts(i) (a, b) przyjmuje jedna z wartosci a, b. Bedziemy interpretowad Ts(’.) (a, b) =a jako
zdarzenie ,,w i-tej prébie, dotyczacej pary {a, b ), osoba s wskazala element a jako ,,wczesniej-
szy” w parze {a, b)”.

Przyjmiemy, Ze zmienne losowe (3) spelniaja nastgpujace warunki:

1°Jezeli U, VCBX BX Sx I i UN V=@, to rodziny zmiennych losowych

{Tﬁi)(a, b), ((a, b, s, t\)\E v} | oraz {Ty)(a, b), {a, b), s, i) € V}

~

sa niezalezne.
2° Prawdopodobiefistwo P{ T(’)(a, b) = a} pla, b) nie zalezy od s oraz i.

Z grubsza biorgc, bedziemy probowali znalezé warunki d]a prawdopodobienistw p(a, b),
umozliwiajace wybdr ciagu ..., by, bo, b1, ... elementéw B, ktdre moglyby stuzy¢é jako
granice migdzy kolejnymi kategoriami klasyfikacji. Innymi stowy, bedziemy prébowali skon-
struowad ciqg{bj} taki, ze regula ,,umiesc¢ (w i-tej probie) obiekt x w kategorii C]. , jezeli uwa-
zasz, ze jest on ,,wczesniejszy’’ niz b]. i,,péiniejszy” niz bj— 1 > prowadzi (z prawdopodobien-

stwem 1) do zaklasyfikowania obiektu x, tj. do przyporzadkowania mu (w danej prébie §
dla danej osoby) doktadnie jednej kategorii C].. Bedziemy przy tym prébowali znaleZé naj-
dhuzszy taki ciag, tj. ciag prowadzacy do klasvfikacji na najwigksza liczbe kategorii. (Ciag
jedno-elementowy daje klasyfikacj¢ dychotomiczna).

Zalozymy, ze prawdopodobieristwa p(a, b) okreslone sa dla wszystkich{a, b)€ B X B
i spelniaja nastepujace warunki:

(i) pla, b)+p(b, a)=1dla wszvstklch a, b€ B. .

(ii) Dla wszystkicha, b, ¢ € B, jezeli! p(a, b) > ip, )= 2 , to

" pla, ¢) =max [p(a, b), p(b, c)].

(iii) Istnieje ¢ ( < g <1), takie ze dla Wsﬁthch a, b, ¢ € B, jezeli p(a b) >q i
p(b, ¢)>q,topla, c)=1.
Dla dowolnegoa € Bih ( 7 <h< 1) okreslmy

Ah(a) ={x € B: pla, x) =h} oraz Ay (a) ={x € B: p(x, a) ?h}.

(iv.1) Jezeli zbiér AZ(a) jest niepusty, to istnieje u € A;(a), takie ze p(u, x) > % dla
~ wszystkich x € A;(a);
iv.2) Jezeli zbidr 4, (a) jest niepusty, to istnieje u € 4, (a), takie Ze p(x, u >1da
r\4)) h P 3
wszystkich x € 4, (a).
(v} Dladowolnegoa € B oraz h (% <h<1):

(v.1) Jezeli istnicje nieskonczony ciagg by, by, .. elementow B, taki ze p(b b. +l) Zh
dla wszystkich j, to istnieje m = m(a), takic ze p(a, b, ) >

(v.2) Jezeli istnieje nieskoniczony ciag by, bq, ... tak1 ie p(b 410 ) h dla wszystkich
J» to istnicje m = m(a), takic ze p(b, , a) = % . _

Obecnic przedstawiona zostanie konstrukcja klasyfikacji oparta na powyzszym ukladzie
postulatéw; dowody przytoczonych twierdzert mozna znaleZ¢ w [2].

Przede wszystkim zauwazmy, 2zc¢ zbiér Q wartosci a. 1la ktérych spelniony jest postulat
(iif), jest przedziatem lewostronnic domknigtym.

! Warunek ten nazywé si¢ w literaturze mocng stochastyczng przechodnioscia (por. np. [8]).
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-

Oznaczmy
g*=inf{g: q € Q}.

Nastepnie, okre§lmy a ~ b jezeli p(a, b) = % oraz a 3 b jezeli p(a, b) > % Z (i) oraz (ii)
wynika, Ze relacja ~ jest zwrotna, symetryczna i przechodnia w B, podczas gdy relacja =3 jest
przeciwzwrotna, antysymetryczna i przechodnia. Ponadto, dla wszystkich a, b mamy a =3 b,
a ~ b lub b =3 a, wobec czego zbiér B (a dokladnicj, zbiér B/~ klas réwnowaznosci wzgl¢gdem
~) jest liniowo uporzadkowany przez relacje =3. Zauwazmy, ze warunek (iv) gwarantuje ist-
nienie ,,pierwszych’’ i ,,ostatnich’ elementéw w zbiorach okreslonej postaci, podczas gdy (v)
odpowiada aksjomatowi Archimedesa w arytmetyce.

Dla ustalonych a € B oraz A (% < h < 1) bedziemy rozwazali ciagi ..., b-y, b, by, ...
(skoriczone lub nieskoriczone) elementéw zbioru B, o tej wlasnosci, Ze by ~ a oraz
p(bj, b].+1) 2 h dla wszystkich j. Oznaczmy klas¢ wszystkich takich ciaggéw przez L(a, k).

Niech {b].} € L(a, h) przy pewnym h > g*. Konstrukcja klasyfikacji oparta jest na

twierdzeniu orzekajacym, ze dla dowolnego x € B, jezeli 0 <p(x, bm) <1 dla pewnego m,
top(x, b, ,,)=p(b, _,, x)=1dlawszystkich k > 4.

Innymi stowy, jezeli dla pewnego m zmienne losowe Ts(’)(x, b m) sa niezdegenerowane
(tj. moga przyjmowac obie wartosci b, i x z dodatnim prawdopodobiefistwem, czyli moga
istnie¢ réZnice zdanh w ocenach czy x czy b, jest ,wczesniejsze”), to nie ma Zadnych watpli-

wosci, gdy x poréwnywane jest z elementaml ciagu {b }od]eg}vmx od b o cztery lub wigcej
miejsc.

Tak wigc, jezeli {b le L(a, R)dlah >q 1{b }Jcst podciagiem {b } takim, ze n; el

_ n] = 4 dla wszystkich j, to {b }moze shuzyé Jako ciag ,,standartéw”’ k]aavflkacp mozna

okreslié zmienng losowa Xs(' (b) o wartosciach w zbiorze ..., C4, Cqo, Cyq, ... kategorii tak-
sonomicznych, przyjmujac x) (b) = C. jezeli T (b, b, ) =b oraz T(i)(b ,b)=b
s 7 s n]. s n].__ 1 n].__l
(dla kategorii skrajnych definicja ta wymaga oczywistego uzupelnienia). Z postulatu (v) wy-
nika, ze kazdy element zbioru B zostanie zaklasyfikowany do kategorii o skoniczonym nu-
merze; ponadto, mozna pokazad, ze dla kazdego x € B prawdopodobienstwo p (x) =

=P{X (’)(x) C. } nie zalezy od s oraz i, i moze by¢ rézne od zera jedynie dla pewnvch

dwdch saLsxedmch kategoriij ij + 1. Innymi stowy, dla kazdego obiektu x z prawdopodobien-
stwem 1 wszystkie jego zaklasyfikowania (dla wszystkich oséb s oraz okazji f) znajda, si¢
badZ w jednej kategorii, badZ tez w dwéch sasiednich kategoriach.

Wynika stad, Ze g 2 (x), okreélone w poprzednim paragrafie bedzie speliaé¢ wa-

runek Py ag (x) =2
Tak wigc dowolny ciqg{b A € L(a, h) przy h > g* moze stuzy¢, w opisanym wyzej sen-

sie, jako podstawa klasyflkacjl o opisanych wtasnosciach. Wygodnie bgdzie nazwad ciagi {b }
z klasy L(a, h) przy h > g* ciggami pierwotnymi, a 1ch podqugx{b } dla ktérych

n]. T 4, ciggami klasyfikacyjnymi.

Przedstawimy obecnie zasad¢ wyboru prowadzaca do najlepszych ciaggédw w klasie
L(a, h), tj. ciagéw dajacvch klasyfikacj¢ na maksymalng liczbe¢ kategorii.
Optymalny ciag pierwotny {b}'.}w klasie L(a, h), h > q* mozna otrzymaé w sposéb na-

stgpujacy. Wybieramy bg ~ a, a nastepnie tworzymy ciqg{b]'.} wedlug nastgpujace)j regutv
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indukcyjnej: dla & 2> 0, jezeli okreslilismy juz element b > Yozwazamy zbidr AT (b k) Jezeli
zbidr ten jest pusty, to bk jest ostatnim wyrazem o wskaZzniku dodatnim. W przeciwnym przy-
padku przyjmujemy jako b;a +1 Dajwczesniejszy z elementéw w zbiorze A;(b;); istnienie ta-
kiego elementu zagwarantowane jest przez postulat (iv). W podobny sposéb konstruujemy
ciag dla wskaznikéw ujemnych.

Mozna udowodnié, ze tak skonstruowany ciag jest wyznaczony jednoznacznie z doktad-
noscia do réwnowaznosci ~, i ze jest on najdtuzszym ciagiem w klasie L(a, k) w nastgpuja-
cvm sensie: dla kazdego ciqgu{bj} € L(a, k), jezelib, (k 2 0) jest okreflone, to okreslone
jest réwniez b;z ; ip(b;, b,) = % Podobny warunek spelniony jest tez dla wskaznikéw ujem-
nych.

Tak wigc, klasyfikacja oparta na podciagu klasyfikacyjnym ciggu pierwotnego {b]'} ma
maksymalng liczb¢ kategorii sposrdd wszystkich klasyfikacji opartych na ciggach pierwot-
nych z L(a, h).

2.4. Definicja kategorii stopnia zuzycia banknotu. Zalézmy, ze spelnione s3 postulaty
sformutowane w poprzednim paragrafie, i niech {b } oznacza dowolny ustalony ciag pierwot-

ny, tj. ciagg z klasv L(a, h) przy h > q* Przvporzqdku]mv elementowi x € B kategori¢ K

jezelip(x, b ) > oraz p( x) >3 3 (dla ciagdw skoniczonych definicja ta wymaga oczv-

_1
wistych modyflkacp dla kategom skrajnych). W terminach relacji =3, element x nalezy do ka-
tegorii K]., jezeli bj— 183 %3 b].. Takie przyporzadkowanie kategorii elementom zbioru B wy-
znacza funkcjg B >{..., Ky, Ko, K, ...}, zalezna od ciagu pierwomcgo{bj}. W odniesieniu
do banknotéw, nazwiemy Kj »prawdziwg’’ kategorig zuzycia banknotu (mierzona za pomoca
ciagu {b].}). Doktadniej, dla banknotéw wprowadzimy jeszcze dodatkowa kategorie¢ bankno-
téw zuzytych w sposéb ,,nietypowy”, tj. podartych, poplamionych itp. Zalozymy w dalszym
ciagu, ze banknoty mozna podzieli¢ na takie, ktdre naleza do tej ostatniej kategorii oraz po-
zostale (zuzyte w ,,normalny” sposéb). Chwilowo zajmiemy si¢ jedynie ta ostatnia grupa.

W zwiazku z powyzsza definicjq ,,prawdziwej” kategorii stopnia zuzycia banknotu, po-
wstaje problem okreélenia zwigzku migdzy obserwowang klasyfikacja banknotéw wzgledem
podciagu klasyfikacyjnego wybranego z ciaggu pierwotnego{b i}’ oraz prawdziwymi kategoria-
mi stopnia zuzycia, zdefiniowanymi za pomoca ciggu {b } Z rozwazan poprzedniego paragra-
fu wynika, ze schemat klasyfikacji oparty na podciagu klasyfikacyjnym, powiedzmy {b 4 }
ciaggu pierwotnego {b -, daje klasyfikacj¢ (obarczona btedami losowymi) na kategorie takso-
nomiczne, z ktérych kazda obejmuje cztery kolejne klasy K]. Innymi sfowy, obserwujemy

klasyfikacj¢ na kategorie

seey Co ={Ko, Kl: Kz, K3}, Cl ={K4, KS: KG’ K7}, seey
gdzie, ,,bledy” klasyfikacji sa takie, ze wszystkie zaklasyfikowania danego banknotu znajduja
si¢ w dwdch sasiednich kategoriach Cj i C] +1

W przypadku ogélnym, problem oceny stanu danego zbioru banknotéw B’ C B mozna
sformutowaé nastgpujaco: niech B' bedzie zbiorem skoriczonym, i niech N oznacza liczbe

obiektéw ze zbieru B’ nalezacych do kategorii K Wobec tego z punktu mdzema interesuja-
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cej nas charakterystyki, wektor {..., Ny, No, Ny, } opisuje ,,stan’’ zbioru B'. Chcielibysmy
wnioskowaé o tym stanie na podstawxe obserwacji wartoéci pewnej zmiennej losowej o warto-
$ciach wektorowych {, s 2o, 2y, . } gdzie Z] jest taczng liczba obiektéw zbioru B' za-

klasvfikowanych (przy danej okazji, przez dang osobg¢) do kategorii CJ ={K 4 K 4417 K 4j+2°
K4j+3}' Jasne jest ze konstrukcja estymatora §..., N_;, No, Nj, ..} napodstawie zmiennej

losowej{..., Z3, Zo, Zy, } jest niemozliwa z dwéch powoddéw: po pierwsze, parametr
o ktérym chcemy wnioskowaé ma, z grubsza biorac, cztery razy wigcej skladowych niz zmien-
na losowa, shuzaca za podstaw¢ wnioskowania. Po drugie, prawdopodobieristwa g ; (x),2e

obiekt x zostanie zaklasyfikowany do kategorii C’. nie s3 stale dla obicktéw z danej klasy.
Przyjmiemy wobec tego upraszczajace zalozenie o prawdopodobienstwach ¢ ; {x) i zbu~.

dujemy model, w ktérym naklada si¢ pewne ograniczenie na wektory { , N.y, No, Ny, }
Doktadniej, zbudujemy teoretyczny model obiegu i wymiany banknotéw, ktérego analiza
teoretyczna doprowadzi do okreélenia granicznego rozktadu dla poszczegdlnych kategorii X
w populacji banknotéw.Znajac ten rozklad i przyjmujac pewne zalozenie o prawdopodobien-
stwach 9; (x), mozna bgdzie wyznaczy¢ teoretyczny rozklad prawdopodobiefistwa wektora

{.,.., Z.y, Zy, Z;, ..} obrazujacego rozklad zaklasyfikowan zaobserwowany dla duzej liczby
losowo wybranych banknotéw; obserwacje rzeczywistych zaklasyfikowan beda wowczas
mogly stuzyé za test dla weryfikacji modelu.

Jezeli chodzi o zatozenie o prawdopodobienstwach 9; (x), przvjmujemy, ze 9 (x) jest sta-
fe dla wszystkich x z klasy K.

Wybdr konkretnej wartosci liczbowej qj(x) dla x z klasy K oparty bedzie na nastepuja-
cych latwych do udowodnienia nieréwnosciach.

Niech C]. = {K4]., K4j+l’ K4].+2, K4j+3}' Wéwczas dla x z klas K4j i K4j+l

g:_ (%) + q.(x) =1, gdzie w pierwszym przypadku jest g, _, (x) < 1 a w drugim przypadku
j—1 i =1 2

mamy

%1 (x) <1 — h. Analogiczne nieréwnosci spetnione s dla x z klas K4].+2 i K4_].+3; mamy
wdwczas q].(x) + 441 (x) = 1 i nieréwnoéci dotycza %41 (x). W przypadkxtt rozwazanej klasyfi-
kacji banknotéw, zatozymy ze 9; .(x) réwna si¢ odpowiednio okreslonej ,,sredniej”” wartosci
funkcji q; :(x) na danej klasie K. Do tego problemu powrdcimy jeszcze w dalszej czgsci pracy.

Wreszc1c ostatni problem, ktorv wymaga dyskusji dotyczy btedéw klasyfikacji obicktéw
zbioru B przy klasyfikacji dychotomicznej, opartej na jednym clemencie ciggu plerwotnego
{b }. Dla uproszczenia terminologii, nazwijmy destruktami banknoty z klas K; - K; ., -

i oznaczmy przez &(x) prawdopodobienistwo, ze banknot x zostanie zaklasyflkowany jako
destrukt, tj.

() =P{TO(x b, _1)=b; _}
graniczny element b, uznany jest za ,,mniej zuzyty” niz x). Na podstawie postulatow
) o1 J Y

(i) — (v) mozna latwo udowodnic, ze

0 dla x z klas K, przy m 2 3,
Jo—m
&(x)

1 dla x z klas Kj0+m przy m 2> 2.

Jezeli chodzi o wartosci ¢(x) dla x z klas K 9 K]. 1
0~
pewne upraszczajgce zalozenie numeryczne przy rozwaianiu modelu obicgu i wymiany bank-

K]. oraz K +1 Przyjmiemy

notéw.
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2.5. Istnienie skali stopnia zuzycia banknotéw. Opisana wyzej konstrukcja pozwala na
przyporzadkowanie kazdemu banknotowi x kategorii stopnia jego zuzycia K, mierzonej za

pomoca wybranego ciagu pierwotnego {b]} Przy tej konstrukcji, wszystkim banknotom x
spetniajacym warunek b -1 = x=3b ;i przyporzagdkowana jest ta sama kategoria. ,,Szerokosci”
klas nie musza by¢ przy tym jednakowe, poniewaz od ciagu pierwotnego wymaga si¢ jedynie
aby p(b. b.+1) 2 h, a wiec liczby p(b. b~+1) nie muszg by¢é réwne (postulaty (i) — (v) nie
gwarantuja bynajmniej istnienia, dla danego b ih, takiego b, i+ 10 Ze p( +1) = h, w wyni-

ku czego moze nie istnieé ciag pierwotny o ,,réwnvch” odstepach). Powstaje pvtanie w jaki
sposéb mozna by wzmocnié postulaty (i) — (v) tak, aby dalo sig kazdemu banknotowi x
przyporzadkowaé liczbg f(x) wyrazajaca stopieri jego zuZycia w taki sposéb aby f(x) <f(y),
wtedy i tylko wtedy, gdy p(x, y) >% oraz aby warunek 0 < p(x, y) = p(u, v) <1 pociggal
za sobg f(y) — f(x) = f(v) — f(u).

Taki uklad postulatéw zostat podany w pracy [3]. Podobnie jak w poprzednim paragra-
fie, zaklada sig, Ze prawdopodobieristwa p(a, b) okreélone sz dla wszystkich a, b € B i spel-
niaja nast¢gpujace postulaty:

1) Symetria (postulat (i))
pla, b)Y +p(b, a) = 1.
2) Mocna stochastyczna przechodniosc (postulat (ii))'
pla, b) 21, p(b, ¢) =1 =p(a, c) >max [p(a, b), p(b, c)].

3) Istnienie elementu pierwszego: istnieje a* takie, ze

pla*, a) >1—, dla wszystkich a € B.
4) Réwnoscd elementdw jednakowo odlegtych:

0<p(a, b)=p(a, c)<1=p(p, c)=1.

5) Wtasnos¢ Darboux: Niech h > 3 1 Jezeli{b : p(a, b) =h}+# @, to istnieje ¢ = c(h) spet-
niajace warunek p(e, ¢) = h,i podobme jezeli{b : p(b, a) = h}# @, to istnieje d = d(h), ta-
kie ze p(d, a) = h.

6) Skrdcenie ,,polowy” odcinka: istnieje r < 1 takie, ze

1<t b)<1, pla, ) =p(c, b)=pla, )<} +r[ple, b) -}
7) Sztywnosc:
7<pla b)=p(c, d)<1, 1<pla, &)<pla, b),
pla, ) =p(c, f)=ple, b) =p(f, d).

8) Wlasno$é Archimedesa (postulat v.1)). Dla kazdego A > % , jezeli istnieje cigg nieskon-
czonv{b Y taki, ze p( ]+1) Zh (j=1,2, ..), to dla kazdego a istnieje m takie, ze
pla, b ) >1. -

Mozna pokazaé (por. [3]), Ze postulaty te 1mphku_,ab migdzy innymi kluczowy dla kon-
strukcji klasyfikacji postulat (iii) z poprzedniego paragrafu.

Z postulatéw tych wynika istnienie funkcji f,okreélonej na zbiorze B, takiej ze:

(I) f(a*) = 0, gdzie a* opisane jest w postulacie 3).

(1) f(a) <f(b) wtedy i tylko wtedy, gdy p(a, b) >4%-

(1) 0 <p(a, b) =p(c, d) <1=f(b) —fla) =f(d\ —flc).
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Ponadto, funkcja f jest wyznaczona jednoznacznie, w tym sensie, Ze jezeli funkcja g spet-
nia warunki (I) — (1II), to g = & f dla pewnego a > 0.

W zastosowaniu do banknotdéw, twierdzenie to orzeka, iz jezeli oceny banknotéw rzadzo-
ne s3 przez prawdopodobieristwa p(a, b) spelniajace 1) — 8), to istnieje z doktadnoscia do
zmiany jednostki tylko jedna skala f stopnia zuzycia banknotéw.

2.6. Zastosowanie praktyczne dla klasyfikacji banknotéw. Zanim przedstawimy model
obiegu banknotdéw, opiszemy w skrdcie wyniki eksperyvmentdw dotyczacych klasyfikacji bank-
notdéw, opartych na teorii zarysowanej w paragrafach 2.3 i 2.4. Szczeg6towa dyskusja procedu-
ry eksperymentalnej podana jest w [2]; tutaj ograniczymy si¢ jedynie do przedstawienia wy-
nikéw. .

Eksperymenty dotyczyly banknotéw dwudziestozlotowych i przeprowadzone byly w In-
stytucie Matematycznym PAN w Warszawie. Przyjeto, ze zmienne losowe T:(i) (a, b) opisujace

wybdr banknotu mniej zuzytego w parze { a, b ) spelniaja postulaty (i) — (v) sformutowane
w paragrafie 2.3. Prawdopodobieristwa p(a, b) = P {Ts(i) (a, b) = a} byly oceniane na podstawie

obserwacji wyboréw z pary (a, b ) dokonywanych przez réznych badanych; kazdy z nich
dokonywal co najmniej dwéch wyboréw z danej pary (a4, b). Przyjeto, ze postulat (iii)
spetniony jest dla g = 0.75 i prébowano wybrad cigg pierwotny{b].} banknotdw, dla ktérego

p(b]., b].+1) = 0.75. Dla danego banknotu bj,jako bj+1 wybrany byl taki banknot, ktéry w 24
obserwacjach uznany byl 18 razy za , bardziej zuzyty” niz bj‘ a 6 razy za ,,mniej zuzyty”’ niz

b.. W podobny sposéb ciag rozszerzony byt w kierunku banknotéw coraz mniej zuzytych.

Procedura eksperymentalna polegala, z grubsza biorac na tym, Ze dla danego banknotu
bj wybrato sig odpowiedni zbidr Z(b].) banknotéw, ktdry zostawal nast¢gpnie poddawany
24 razy dychotomicznej klasyfikacji na banknoty mniej i bardziej zuzyte od b]. . Jako bj+1
lub bj—l wybierano banknot, ktéry uzyskiwat okreélong liczbe zaklasyfikowan (odpowiednio
18 ,,bardziej” i 6 ,,mniej”’ lub odwrotnie). Zbiory Z(bj) byty wybierane przez eksperymenta-
toréw z prébki 400 banknotéw wypozyczonych z NBP w celach przeprowadzenia ekspery-
mentéw. .

Okazato sig mozliwe otrzymanie ciagu pierwotnego ztozonego z 17 banknotéw. Wybiera-
jac co czwarty z nich, uzyskano ciag klasyfikacyjny 5 banknotéw, dajacy taksonomig na 6
kategorii.

W celu zorientowania si¢ w jakosci uzyskanego schematu klasyfikacji, poddano 13 razy
klasyfikacji na 6 kategorii zbiér 100 banknotéw. W myél zalozen, zaklasyfikowania kazdego
z tych banknotéw powinny znalezé si¢ w jednej lub dwéch sasiednich kategoriach. Wydaje
si¢, ze wyniki eksperymentéw pokrywajg si¢ w dostatecznym stopniu z oczekiwaniami: dla
55 banknotéw wszystkie 13 zaklasyfikowan nalezaty do jednej lub dwoch sgsiednich katego-
rii. Dla 37 banknotdéw, 12 zaklasyfikowan znalazlo si¢ w dwdch sasiednich kategoriach, a tyl-
ko raz banknot zostawatl zaliczany do innej kategorii (sasiadujacej z tymi dwoma). Dla 6 bank-
notéw zaklasyfikowania znalazty si¢ w trzech sasiednich kategoriach, z ktérych kazda pojawi-
1a si¢ co najmniej dwukrotnie. Wreszcie, dla 2 banknotéw, ich zaklasyfikowania znalazly sig
w 4 kolejnych kategoriach.

Wyniki te wydaja si¢ byé obiecujace: zgodnoéd klasyfikacji dla danej osoby klasyfikujacej
przy dwdch réznych okazjach byla znacznie wyzsza niz przy rzeczywistej klasyfikacji w NBP,
pomimo tego, Ze eksperymenty przeprowadzone w Instytucie Matematycznym dotyczyly
znacznie trudniejszego zadania klasyfikacji na szes$¢, a nie na dwie kategorie.

Wartoéci (por. [2]) estymatoréw U sy (B') dla rozwazanego zbioru B’ ztozonego ze 100
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banknotéw wahaty si¢ od 0.47 do 0.86. Sa to oszacowania przecigtnego (w zbiorze B') praw-
dopodobieristwa, ze dwa niezalezne zaklasyfikowania tego samego obiektu, wzgledem 6 ka-

tegorii, dadza ten sam wynik. Oszacowanie 0?1 4 (B") wahaty si¢ od —0.01 do 0.06 (parametr
2

C s (B"), mierzacy rozrzut prawdopodobieristw ug
152

jest oczywiscie nieujemny. Dla oszacowania tego parametru uzywany byl estymator nieobcia-
zony; wobec tego dla wartosci parametrdw bliskich 0 wartosci ujemne estymatora moga, po-
jawic si¢ z dodatnim prawdopodobieristwem, co thumaczy pojawienie sig wartoéci —0.01).

- (b].) wokét ich $redniej usl‘s2 (B),

3. Model obiegu i wymiany banknotdw

3.1. Zalozenia modelu. Zalézmy, ze populacja banknotdw jest skonczona i sktada sig
z N elementéw (rozwazamy banknoty okrelonej wartosci). Nastepnie, zalézmy ze istnieje
r + 1 kategorii stopnia zuzycia banknotdéw, z ktérych pierwsze r oparte jest na pewnym ciagu
pierwotnym{b}.}, a ostatnia kategoria K, ,, obejmuje banknoty zuzyte w sposéb nietypowy.

W dalszym ciagu wygodnie bedzie przyja¢ numeracjg klas od 1, tak ze klasa K; odpowiada
nowym (najmniej zuzytym) banknotom. Dla banknotéw o wartoséci 20 z}. mozna np. rozwa-
zac¢ 19 klas, z ktérych 18 oparte jest na 17-elementowym ciagu pierwotnym opisanym w po-
przednim paragrafie, a ostatnia klasa obejmuje banknoty ,,nietypowe”.

Przyjmijmy, Zze w kazdym momencie czasu, kazdy banknot znajduje si¢ w jednej z klas

K, K, ..., Kr+1 stopnia zuzycia; ponadto, kazdy banknot moze byé w jednym z trzech

nastgpujacvch stanéw: w obiegu, w banku lub w skarbcu. Ponadto, zalozymy istnienie men-
nicy, majacej nieograniczong ilo$¢ banknotéw, ktére moga by¢ wymienione na zuzyte. Bank-
noty w mennicy s3 klasy K; i nie sa wliczane do rozwazanej populacji N banknotdéw.

Przyjmiemy, ze w ciggu kazdego dnia w obiegu znajduje si¢ Ny + Ny banknotow, a N,
banknotéw znajduje si¢ w skarbcu, gdzie N = Ny + N; + N;. Ponadto, zalozymy 2e N, = N;.
Kazdego wieczoru N banknotdw znajdujgcych sig w obiegu trafia do banku, gdzie poddane
zostajg procedurze klasyfikacji na destrukty i nie-destrukty. Te banknoty, ktére zostajg za-
klasyfikowane jako destrukty ulegajg zamianie na nowe banknoty z mennicy. Nastgpnego ran-
ka, Ny banknotéw zostaje wyjete ze skarbca i puszczone w obieg, podczas gdy Ny bankno-
téw, ktdre trafity do banku poprzedniego wieczorui zostaly poddane klasyfikacji i wymianie,
zostaja zloZone w skarbcu.

Jezeli chodzi o banknoty w obiegu, przyjmiemy nastgpujgce zatozenia: banknot x, ktéry
danego dnia znajduje si¢ w klasie K g i nie trafia do banku, przechodzi do klasy K,, z prawdo-

podobieristwem ’n’m(x) = Wiy niezaleznie od loséw innych banknotdw i niezaleznie od po-

przednich zdarzen dotyczacych tego banknotu.
Nastepnie zalozymy, ze prawdopodobieristwo, iz banknot x z klasy K]. zostanie uznany

za destrukt wynosi &(x) = & niezaleznie od decyzji dotyczacych zaklasyfikowan innych bank-
notéw.

Ponadto, zalozymy Ze liczby Ny + N; oraz N, sg duze w poréwnaniu z Ny, jak réwniez
ze liczba N jest dostatecznie duza, tak Zze mozna adekwatnie opisac rozwazane zjawisko
w terminach wartosci oczekiwanych rozwazanych zmiennych losowych: zmiennymi tymi
beda liczby banknotéw poszczegdlnych klas w obiegu i w skarbcu. Wreszcie, zalozymy, ze
wybor banknotéw trafiajacych z obiegu do banku oraz wybdér banknotdw ze skarbca, ktére
zostajg puszczone w obieg, dokonywane s3 niezaleznie od stopnia zuzycia banknotéw.

3.2. Analiza modelu. Oznaczmy
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Tak wigc, « jest frakcjg banknotéw (spoéréd banknotéw znajdujacych si¢ danego dnia
w obiegu), ktére kazdego wieczora trafiajg do banku, podczas gdy § jest frakcja banknotéw
ze skarbca, ktdre kazdego ranka puszczane sg w obieg.

Niech (Uy (t), Ua(t), ..., U @), Va(2), .o, Vrﬂ(t)) bgdzie wektorem opisujacym

stan populacji banknotéw w dniu ¢, gdzie U](t) jest liczbg banknotéw klasy K ; znajdujacych
si¢ w obiegu, a V].(t) jest liczba banknotdw tej klasy znajdujacych si¢ w skarbcu. Na mocy
opisanych wyzej zalozet mamy

22U =No+ Ny, 3V =N,
J 7 -

dla kaidego t.
Wobec tego, oczekiwana liczba banknotéw klasy K i ktdre trafiaja do banku, wynosi

an(t). Spoérdd nich, & ozU].(t) zostanie zaklasyfikowanych jako destrukty i zamienionych

przez banknoty nowe (z klasy Ky). Oczekiwane liczby banknotdéw z poszczegélnych klas,
ktdre zostang wiaczone do obiegu nastgpnego dnia wynosza f§ V}(t) Mamy zatem

Z U](t +1)=(1 _Q)Zﬂij Ui(t) + ﬂV](t),

V(e 1= (1 - ) V() + all - 5) U(0) + 8} @ STe, U0,
gdziej=1,2, ..., 7+ 1,a 6; jest symbolem Kroneckera.
Mosina latwo sprawdzié, e jezeli ZU](O) = No + Ny oraz VJ(O) =N,, toZUj(t) =
=Ng + Nq oraz ZVJ(t) = N, dla wszystkich . Dzielagc obie strony przez N = Ny + Ny + N3

.

i oznaczajac pj(t) = U].(t)/N, q].(t) = Vj(t)/N, otrzymujemy rekurencyjne zwigzki

Pyl 1)= (1 ~a) Tmap,6) + 64,00
(4) ' .
q].(t +1)=(1-p) ‘Ij(t) +a(l— 8]') P,'(‘) * 8]‘ aZE;P,-(t),

gdzie Z\p‘.(t) + Zq,.(t) =1 dla kazdego ¢.

Znajdziemy najpierw warunki, przy ktérych granice

lim pj.(t) =p; oraz lim q].(t) =9q;

t—> oo t—>oo

istnieja i sa niezaleZne od stanu poczatkowego dla ¢t = Q.
Dla znalezienia tych warunkéw, przepiszmy uktad (4) w postaci

T(t+1) = T()A,

gdzie T'(s) = (p1 (s}, ..., Pre1 () 108)s s q,44 (s)), natomiast A4 jest macierza stochastyczng

postaci
| [ )
' Ay Al

W tej macierzy 4, jest macierzg {1 —a) ["ij]‘ A, jest macierza postaci
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ag; (1-¢)a. 0 0
agr 0 l-&)a .. 0
&rs1 0 0 ~{ 61._,,1)0:

A3 jest macierzg I oraz A4 jest macierza (1 — ) 1. Dla istnienia rozk}tadu graniczncgo

- limp(t) = P lim qj(t) = g; wystarcza aby A bylo macierza ergodycznego taricucha Markowa,
zawierajacego by¢ moze réwniez stany chwilowe. Warunek ten jest spetniony jezeli dla co
najmniej jednego wskaznika i mamy 7, > 0, w macierzy stochastycznej [ﬂ‘]] ze stanu 1 moz-

na przej$¢ do kaidego innego stanu oraz 0 <a <1, 0 <f < 1. Wowczas kazdy ze standw od-
powiadajacych pierwszym r+1 wierszom jest rekurencyjny i laricuch jest nieokresowv; w tym
przypadku mamy ponadto pj >0dlaj=1,2, ..., r+ 1, co zwigzane jest z tym, zc¢ w granicy

wszystkie kategorie stopnia zuzycia banknotéw beda reprezentowane wsréd banknotdw znaj-
dujacych si¢ w obiegu (w skrabcu pewne kategorie moga, nie by¢ reprezentowane w przypad-
ku doskonatej eliminacji destruktéw, tak ze pewne q; moga, byé réwne zero).

Jezeli powyzsze warunki istnienia rozktadu granicznego sa, spelnlone to mozna rozklad
ten wyznaczy¢ z uktadu réwnan

P]- = {1 —&) Zﬂijp,"*' Bq]"
i
(5) 9; = (1-p8 q]'+a(1 _8]') pj+3]~10428,-pi.

Pt .. +pr+1 +q1 + ... +q1‘+1 =1
Zauwazmy, Zze sumujac wzgledem j mamy
62‘11' =a) (11— 5]-)1’]' + O‘ZEij = O‘Z\Pj-
co daje, z uwagi na ostatnie réwnanie ukfadu (5),
2 p] = 1 +01/B

Znajdziemy obecnje rozwiazanie uktadu (5) przy pewnych upraszczajacych zalozeniach
0 macierzy lﬂi].]. Przyjmicmy mianowicie, ze mozliwe sg jedynie trzy nastgpujace rodzaje

przejsé: pozostanic w tvm samym stanie, przejécie do stanu o numerze wyzszym o 1, oraz
przejscie do stanu o numerze r + 1; ponadto, zatoZymy ze drugic z wymienionych przejéé¢ ma

dodatnic prawdopodobieiistwo Innymi stowy, przyjmujemy zedlai= 1,2, ..., r spelnione
53, warunki
(6) Mt M ¥ My =L 70y >0 oraz Tyl g1 = L

Warunki istnicnia rozkladu ergodycznego sa spetnione. Z drugiego z rownah (5) oirzy-
mujemy

T 18
9;= B {1 8]')Pj + 6, 6281'pi’
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wobec czego wystarcza wyznaczy<¢ niewiadome p.. Podstawiajac do pierwszego z réwnan (5),
otrzvmujemy po prostych przeksztalceniach

a
—2 . — 12/‘
P~ 2 Tibi* T oo O &GPy
1

gdzie
1—a(l - 8]-)
W ———i 2>,
(7) C] l—a 21
Na mocy zalozenia (6) mamy zatem

a
Cip1 = Tapyr + 1—_7!23,-?,-,

Capaz = Miapy + Ma2p2,

B)

P+ tp = 7o

(opuszczono tu réwnanie dla przedostatniej kolumny).
Przyjmujac :
7j—1=cj_7'jj’ j=1, ..,
mamy 7, > 0 na mocy (6) oraz (7). Mozemy zatem przepisaé réwnania (8) (z wyjatkiem

pierwszego i ostatniego) w postaci

Y1P2 = M12P1s V283 = M3P2s s Vo 10, = Ty P,
czvli - -
=1 = MaMas I o T4
Al N A Vg br-

Podstawiajac do pierwszego i ostatniego z réwnafi (8) otrzymujemy ukfad dwéch réwnan

o dwdch niewiadomych p, orazp_,,:

a £ + & 7’12+ 5 M2 re "r—l,r _ o«
PMYo—T |0 et ST oS P

r—1

(1+1’12+ +f”_”f':_u>+p __1
31 m T 1= T3ap

Eliminujac p,4q otrzymujemy

i s N,
o n 12 —1,r
P1{70 + i———a lgg"” - 6]) + (£r+l —62)—71:13 Tt (cr+l _67) _———’)’r—.]}
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Ktadac

T1-—a 1+g/f &rt1
i przyjmujac dla uproszczenia zapisu To1 = Yo, Mozemy napisad
To1 M12

r
o T 1’]
P [70 1 —aj=21 (€41 = &) YoT1 % M.

Jezeli zatozymy, co wydaje si¢ rozsadne, ze €,41 > 0, to bedzie M > 0, a poniewaz p; > 0
wigc

Moy My ... M. .
J—1,j
Yo+ Z( e~ YT s > 0.

Wreszcie, dla rozkladu granicznego otrzymujemy, w przypadku rozwazanej postaci ma-
cierzy [ s IE

M
pl Dr
Mo M
P2 == —,
71 D
_M2Mm3 M
2 Y172 D’
9)
M2 My o M
pr ) 71 '7,.__1 D,
p _ 1 M r Moy T2 ...17].__1’].’
+1 " T +a/B8 D
7 1+a/8 Dj=1 Yo7Yi ... 7]'—1

_2 1 & s
9 =50 ~&)p;+ 8] ﬁZe,.p,., i=1,2, .., 7+1,

gdzie
a1
1—al+a/prr
1 —a(l —sj)
7f—1= 1-a _"jjr To1 = Yo
oraz

o T Tor Mg ..’ T

j_l’j
+ £ - &;)-
1 -« Yo71 - ’)’j_l ( r+1 J)
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4. Dyskusja. Niniejsza dyskusja bedzie dotyczy¢ problemdéw mozliwosci numerycznego
oszacowania parametréw proponowanego modelu w sytuacjach praktycznych, empirycznej
wervfikacji modelu oraz jego praktycznej uzytecznosci:

4.1. Problem numeryczny: szacowanie parametréw. Nie wdajac si¢ chwilowo w dyskusje¢
probleméw adekwatnosci proponowanego modelu i jego praktycznej uzytecznosci i zaklada-
jac, ze odpowied? jest w obu przypadkach pozytywna, pojawia si¢ zagadnienie estymacji
liczbowych warto$ci parametréw, tak aby mozna bylo zastosowaé wzory (9) dla rozkladu
granicznego stopnia zuzycia banknotéw w populacji. Naszkicujemy ponizej mozliwosci ta-
kiego oszacowania, bez wdawania si¢ w szczegdly techniczne zwiazanych z nim procedur
ekspervmentalnych. ’

Parametrami modelu s3 @, 3, wektor &, ..., oraz macierz przejscia [ﬂij].

r+1
Wvdaje sig, e nie powinno by¢ specjalnych klopotéw z oceng & i §, wielkosci tych para-
metréw sg znane dyrekcji banku.

Jezeli chodzi o wektor &, ..., £, reprezentujacy polityke wymiany banknotdw, wy-
daje sie, Ze mozna przyjaé nast¢pujace zalozenie: dla polityki, w myél ktérej destruktami sg
banknoty z klas Kj przy j 2jo, mamy & = & = -+ = 8]0 3=0,¢ ro+2 = o483 T T 1, jak
réwniez &41 =1, jak to juz zaznaczono w poprzednim paragrafie. Dla wartosci 6]0__2, 4
-1’ 81 oraz & .4 mozna przyjaé ,,érednie” wartoéci funkeji

€(x) = P{banknot x zostanie uznany za destrukt},
mianowicie
. = . = , = . =7/8.
€0—2 1/8, €01 3/8, &, 5/8 oraz 8]0 +1=7/8

Istotnie, dla rozwazanego ciagu pierwotnego {b } spelniajacego warunek p (b, b]. +1=0.75
mamy

1 1 1 .
0<g(x) <3 dla xf:K 0—2" 7 <egx) <5 da xeKjo__l, itd.
Tak wigc, rozwazany wektor &, &, ... €41 bgdzxe postaci
1 3 5 7
0, 0, .., 3 88 8 1, 1 w5 1; 1

podczas, gdy dla najbardziej ,,liberalnych” polityk, w mys] ktérych za destrukty uznaje sig

je’dynie banknoty z klasy K +1’ lub jedynie banknoty z klas K " i Kr 417 wektor ten begdzie

odpowiednio postaci
1 375
0,0, ..,01 ) oraz 0,0, ..,0, 38 8 1

( poniewaz klasa K, | jest wyrézniona jako kategoria banknotéw zuzytych w nietypowy
sposdb).
Jezeli chodzi wreszcie o estymacjg macierzy przejscia [7!2.].] (dla klas stopnia zuzycia zde-

finiowanych za pomoca danego ciagu pierwotnego {bj}) problem jest nieco zfoZony, nawet

przy upraszczajacych zatozeniach (6). Wydaje sig, ze zaloZenia te nalezy jeszcze uproscié,
tak aby zredukowa¢ liczbg nieznanych parametréw.
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Jezeli ciag pierwotny{bj} wybrany jest tak, ze p(bj, bj+1) = const, to ,,szerokosci” klas
odpowiadajacych kolejnym kategoriom sa réwne i réwnaja sig¢ jednostkom okreslonym w pe-
wien sposéb poprzez prég dostrzegalnosci réznic stopnia zuzycia.

W rozwazanym modelu, §redni czas pobytu w danej kategorii stopnia zuzycia K
(7=1, ..., r) dla banknotu znajdujacego si¢ ciagle w obiegu wynosi

1
i 1-7

(o0 dla 71".,. =1).

i1

Wydaje sig, iz mozna zalozy¢, Ze prawdopodobienistwo, ze banknot zostanie zniszczony w spo-
s6b nietypowy (przejdzie do klasy K, +1) jest stale w czasie i nie zalezy od klasy stopnia zuzy-
=bdlai=1, ..., r. Wartos¢ b oraz srednie s; wvznaczajq oczywi-
=1 Problem

cia K Mamy zatem ‘n’ 1

$cie i-ty wiersz macierzy [‘n’ ], poniewaz w my$l (6) mamy Mo * Tiie1 T Mipan

sprowadza si¢ zatem do przyjgcia rozsadnych zatozen o hczbach Spr tak aby jeszcze bardziej
zredukowad liczbg¢ nieznanych parametrdw.

Wydaje si¢, ze w gr¢ wchodzié¢ moga tylko trzy rodzaje zatozeri, naktadajace pewng regu-
larno$é na ciqg{si}: powinien on by¢ rosnacy, staly lub malejacy. Z tych trzech rodzajéw za-

tozen, pierwsze wydaje si¢ najrozsadniejsze. Ponadto, jezeli zgodzié si¢ na pewien uproszczo-
ny model, mozna wyznaczy¢ ogélng postac{s;},i=1, ..., r.

Zatézmy mianowicie, ze percepcja stopnia zuzycia banknotu zalezy od cech takich, jak
ilos¢ brudu na banknocie, czy ggstosd zgieé. Jezeli cechy te wzrastaja liniowo w czasie (kaz-
dego dnia odk}ada sig na banknocie ta sama ilo$¢ brudu lub powstaje ta sama liczba nowych
zgi¢c), to zgodnie z prawem Webera—Fechnera powinno si¢ obserwowaé nastepujaca regular-
nosc: z dwdch banknotéw, z ktérych jeden ma ilosé brudu x, a drugi x + Ax, ten drugi jest

+
spostrzegany jako bardziej zuzyty przez dang frakcje¢ osdb, jezeli # 2 a, gdzie a jest

pewng stata. Zakladajac, Ze x = x(t) jest liniowa funkcjg czasu, otrzymujemy wyktadnicza po-
stac dla s;- Istotnie, czas potrzebny na to aby banknot przybrudzil sig o tyle, aby przejs¢

z klasy K, do klasy Ky jest proporcjonalny do ilosci brudu charakterystycznego dla klasy
K,. Tak wigc, jezeli znamy sy = 1/(1 — myy), to dla wyznaczenia s, mozemy uzy¢ nastgpuja-

cych przyblizonych obliczeri: niech d oznacza predkosé przyrostu brudu osadzajacego si¢ na
banknocie; wéwczas banknot przechodzi do klasy K, w chwili, gdy jego ilo¢ brudu osiggnie
syd. Pozostanie on w klasie K, az do momentu, gdy

s1d +s,d
e =a’
Sld

a wigc 53 =54 (a — 1). W podobny sposéb otrzymamy s3 = sya(a — 1), i ogélnie
sj=s1(aj_1 —aj_z),

skad wynika, ze

1
M=l
<t sla]_2(a —1)
dlaj=2, ..., r — 1, i oczywiscie m,.=1-b.

Tak wigc, problem zostal zredukowany do trzech parametréw, mianowicie sy ,a i b.
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Powyzszy model mozna weryfikowaé badajac wlasnosci fizyczne ciggéw pierwotnych,
w szczeg6lnosci ciaggu pierwotnego otrzymanego w wyniku eksperymentéw przeprowadzo-
nych w Instytucie Matematyvcznym PAN. Nalezy zbadaé wlasnoici takie, jak np. liczba zgi¢é
etc. i sprawdzié, czy wlasnosci te wzrastajg liniowo wraz z kolejnym numerem banknotu
z ciagu.

Gdyby wyniki tej weryfikacji byly pomyélne, mozna byloby zasugerowaé dalsze ekspe-
rvmenty prowadzace do oceny wartosci liczbowych parametréw sy, a i bd.

Estymator b mozna otrzymaé w sposSb nastgpujacy: z grubsza biorac, jeZeli osiagnicty
juz zostal rozklad stacjonarny, to oczekiwana liczba banknotéw, ktére przechodza kazdego
dnia do klasy Kr +1 Téwna si¢ oczekiwanej liczbie banknotéw, ktére zostaja zastapione przez

nowe z powodu uznania ich za zuzyte w sposéb nietypowy (przedarte, poplamione etc.). Tak
wiec, jezeli srednio na dzieri banknotéw takich wymienia si¢ H, i w obiegu znajduje si¢

Np + N; banknotdw, to liczbg H; banknotéw w klasie K_, , mozna oszacowac na podstawie
proporcji

+N
s H czvli H, Not Ny H:L_I_
No +N1 Nl - Nl a

Wobec tego, spoéréd No + N; — H; = Ny + Ny — H/o banknotéw w obiegu, ktére nie sa

w klasie Kr+l , kazdego dnia H banknotéw przechodzi do klasy K. .1 Daje to przyblizone

oszacowanie b, mianowicie

H
No + Ny — H/a

b=

Wreszcie, dla oszacowania s, ia, konieczne jest przeprowadzenie pewnych eksperymentdw,
polegajacych na mozliwie dokladnej ocenie stopnia zuzycia banknotéw, ktérych laczny czas
przebywania w obiegu jest znany. Wartoéci s; i @ mozna wéwczas oceni¢ na przyklad meto-
da najmniejszych kwadratdw.

4.2. Empiryczna weryfikacja modelu. W tym paragrafie omdéwiony zostanie pokrdtce
problem empirycznej weryfikacji zatozen proponowanego modelu.

Metody testowania zalozen dotyczacych podstaw teoretycznych konstrukcji klasyfika-
cji banknotéw ze wzgledu na ich stopiert zuzycia bylty juz oméwione w [2], i zostang tu po-
minigte. Warto jedynie zauwazy¢, ze wyniki klasyfikacji prébnych opartych na wyodrg¢bnio-
nym z otrzymanego ciggu pierwotnego ciagu klasyfikacyjnym wydaja si¢ wskazywad, Ze za-
tozenia te spelmione s3 w wystarczajaco doktadnym stopniu.

Dla weryfikacji zatozeri modelu obiegu i wymiany banknotéw mozna poréwnacd rozktad
graniczny stopnia zuzycia banknotéw w populacji z teoretycznym rozkladem granicznym
otrzymanym na podstawic modelu. Jak juz wspomniano w paragrafic 2, obserwacje nie moga
dotyczyd czestosci wystepowania banknotéw poszczegdlnych klas, lecz klas potaczonych po
cztery. .

Z grubsza, metoda weryfikacji moglaby wyglada¢ nast¢pujaco: jezeli spetnione sg zaloze-
nia modelu, to granicznym rozkladem stopnia zuzycia banknotéw w obicgu jest p¥, ..., p:+1 ,
gdzie p].* = Pj/EPk = p].(l +a/f). Wobec tego w dostatecznie duzej probie liczacej M bank-

notéw, powinno znalez¢ si¢ w przybliZzeniu M]. =M pj(l + a/f}) banknotéw z klasy stopnia zu-
zycia K iz
Dla klasy K _, ; problem jest stosunkowo prosty, ponicwaz mozliwa jest obserwacja licz-

by mo banknotdéw z klasy Kr+1 w prébee.
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Dla pozostalych banknotéw mozna postapi¢ w sposob nastepujacy: M — m bankno-

r+1
téw nalezy poklasyfikowaé¢ wedlug kategorii zdefiniowanych przez ciag klasyfikacyjny wy-
brany z przyj¢tego ciggu pierwotnego.

Niech g,(x) oznacza prawdopodobienstwo, Ze banknot x zostanie zaklasyfikowany do
kategorii C]. = {K4j , K‘}]._'_1 , K4].+2, K4].+3§, Wydaje si¢ rozsagdne przyjaé, ze dla x € K4]. be-
dziemy mieé w przyblizeniu %1 (x) = 3/8, qj(x) =5/8. Dlax € K4-j+1 bedzie 91 (x)=1/8,
q].(x) = 7/8 i podobnie dla x € K4].+2 oraz x € K4].+3. Zalozenia te oparte sg na nieréwno-
$ciach podobnych do tych, ktére zostaty uzyte dla sformutowania zaloZen o ciggu £]..

Tak wigc, jezeli spelnione s zalozenia modelu, to oczekiwana liczba banknot6éw zakla-
syfikowanych do kategorii C]. wyniesie

5 7 7 5
M(Q +a/ﬂ)[§p4j+§p4],+l +—8-p4].+2+§p4].+3 +

FEDUS D DU
gPaj—1 " gPaj—2 " gP4jra T g P4jus |
Obserwujac liczby banknotéw zaklasyfikowane do poszczegélnych kategorii C]. ido klasy

K, ., mozna bedzie ocenié, w jakim stopniu adekwatne s3 przewidywania oparte na analizie

modelu.

4.3. Praktyczna uzytecznoéé wynikéw uzyskanych z analizy modelu. Zakladajac, ze
rozstrzygnigte zostaly pozytywnie praktyczne problemy zwiazane z wprowadzeniem propo-
nowanego sposobu wymiany banknotéw na nowe, Ze oszacowane juz zostaly parametry mo-
delu oraz ze wyniki empirycznej weryfikacji zalozen modelu nie doprowadzity do ich odrzu-
cenia, mozna pokusic si¢ o rozwigzanie zadania postawionego przez bank, mianowicie zada-
nia wyboru optymalnej polityki wymiany.

" Po pierwsze, zauwazmy ze (przy rozkladzie granicznym odpowiadajacym danej politvee,
wyrazoncj przez wektor &, ..., €r+1)' oczekiwana liczba banknotéw wymicnianych kazde-

go dnia wynosi (Ngy + N; )aZeipi, Liczbe t¢ mozna zatem wyznaczyé na podstawie rozwa-

zafi teoretycznych dla kazdej z polityk wymiany. Tak wigc, zagadnienie sprowadza si¢ do
okreslenia funkcji straty, zaleznej od kosztéw wymiany, oraz od rozktadu graniczirego
D1y s Priys 915 s Gpyy (a scislej biorac, jedynie od sktadowych py, ..., P, ponicwaz

pozostate skladowe g4, ..., 4,41 reprezentujace graniczne czgstosci banknotéw poszczegol-
nych klas w skarbcu, s funkcjami prawdopodobienstw pq, ..., er).

Dla okreélenia funkcji straty, konieczne jest okre$lenie uporzadkowania w zbiorze wek-
toréw (py, ..., pr+l); innymi stowy, nalezy przyjaé pewne kryterium, ktére pozwoli roz-

strzygaé, ktdry z wektoréw p = (py, ..., p,41) ip' = (py, ..., p;+1) jest ,,bardzicj poZzadany”

(zauwazmy, Zc wszystkic te wektory maja t¢ samg sumg sktadowych, réwny (1 + a/f)?).
Przy dosé ogélnych zatozeniach natozonych na takic uporzadkowania, polegajacych
z grubsza biorac na wymaganiu aby relacja p > p’ (p jest bardzicj pozadane niz p') byta
zwrotna, przechodnia i spdjna, aby kombinacje linjowe | lepszych” rozktadéw byly |, lepsze”
od analogicznych kombinacji liniowych rozk¥adéw ,,gorszych’ i aby dla kazdych trzech roz-
kiadéw py > p; > pj istniaty kombinacje liniowe p i p3, 2 ktérych jedna jest ,,gorsza”,
adruga , lepsza” od p,, mozna pokazaé (por. |6 ]), ze istnicje funkcja ¢ okre$lona na zbiorze
wszystkich kategorii stopnia zuzycia, taka Ze p = (p1, ..., p ) > p =1, ... p;+1) wiedy
1tylko wtedy, gdy
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Ze(K)p; ZsoK)p

Intuicyjnie, @ jest miara stopnia zuzycia i rozklad p jest lepszy od rozktadu p’ wtedy i tylko
wted’y, gdy sredni stopieni zuzycia wzgledem rozkladu p jest mniejszy niz wzgledem rozkla-
dup.

Okreslenie wartosci liczbowej funkcji ¢ (z dokladnoscia do dodatniej transformacji linio-
wej) wymaga aby bank okreslit preferencje > na klasie rozkladéw stopnia zuzycia banknotdéw
w populacji i aby preferencje te speinialy sformulowane wyzej zatozenia. Jako funkcje straty
mozna byloby wéwczas przyjad, dla polityki &, ..., r+1 prowadzacej do rozkladu
(b1, -, P 1) WyraZenie postaci

A2 0(K)p;+ B2ED;

i mozna bedzie wyznaczy¢ polityk¢ wymiany minimalizujaca to wyraZzenie.

W praktyce, okreslenie preferencji > przez bank moze nie by¢é mozliwe. Sprawa jednak
jest o tyle uproszczona, Ze (sadzac z dtugodci ciggu pierwotnego otrzymanego dla banknotéw
20 zl.), w gr¢ wchodzié moze kilka lub co najwyzej kilkanascie polityk wymiany. Znajac dla
kazdej z nich $rednig liczb¢ wymienianych banknotéw i wynikajacy rozklad stopnia zuzycia,
zagadnienie sprowadzi si¢ do wyboru najlepszej z kilkunastu mozliwosci.
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