ROCZNIKI POLSKIEGO TOWARZYSTWA MATEMATYCZNEGO
SERIA III: MATEMATYKA STOSOWANA III (1974)

Joanna MALICKA-WASOWSKA (Warszawa)

O pewnej metodzie rozwiazywania probleméw sekwencyjnych
z ciagla praca maszyn

1. Sformulowanie problemu. Zajmijmy si¢ problemem wyznaczania kolejnosci obrébki
n detali na m maszynach postawionym przez Tiutiukina [4]. Przyjmijmy, Ze musza by¢ spel-
nione nastepujace zatoZenia:

1. Dana jest macierz T = [tji] , gdzie i 2 0 jest czasem obrdbki j-tego detalu (j =

nXm
=1,2, ..., n) nai-tej maszynie (i=1,2, ..., m).
2. Kazdy detal musi przej$é obrdbke kolejno na maszynach o numerach 1, 2, ..., m.

3. Kazda maszyna moze obrabia¢ w danym momencie tylko jeden detal.

4. Jeden detal w tym samym czasie moze podlegaé¢ obrdbce tylko na jednej maszynie.

5. Kolejnosé obrdbki detali na wszystkich maszynach jest taka sama.

6. Kazda maszyna pracuje w sposdb ciagly, tzn. po rozpoczeciu obrébki pierwszego w ko-
lejnoéci detalu pracuje nieprzerwanie az do zakonczenia ostatniego w kolejnosci detalu.

Poszukuje si¢ takiej kolejnosci obrdébki detali, przy ktorej taczny czas obrébki n detali
na m maszynach jest minimalny. )

W pracy zaproponowano metod¢ rozwiazania tego problemu, ktdéra polega na przegla-
dzie wszystkich permutacji detali z jednoczesng minimalizacja dziatan arytmetycznych na
kazdym kroku.

Za pomocy tej metody mozna réwniez rozwiazywaé problemy sekwencyjne z ciagla, pra-
ca maszyn spelniajace nieco inne zalozenia jak 1-6.

2. Model zagadnienia. WprowadZmy (jak w pracy [3]) macierz X = [x].k 1,.x m PTZVimu-
jac
{1 jesli j-tv detal przechodzi obrébkg jako'k-ty w kelejnosci, .
X =
k
: 0 w przeciwnym przypadku.
Ponadto wprowadzmy macierz W = [wki]nx m

na si¢ obrébka k-tego w kolejnosci detalu na i-tej maszynie.
Minimalizujemy wartosé funkcji

. gdzie w x; 0znacza moment, w ktérym zaczy-

n

(1) fW, X)=w, + D x

t,
jnjm
=1

przy ograniczeniach

[25]
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n
(2) ijk =1 dlaj=1,2,

k=1

n
(3) Zx].k=l dlak=1,2,

=1
(4) Xip 20, catkowitedlaj=1,2, ..., n; k=1,2, ..., n,
(5) W g=wyt D ayty dlal=1,2, ., n~1i=1,2, .., m,

j=1

(6) W i1 >wh.+z xyty  dlal=1,2, ., m5i=1,2, .., m— 1.

Réwnosc (5) mozna zapisa¢ w nastepujacej postaci:

n 1

(7 Wiy g =Wyt Zx].ktﬁ. dlal=1,2, .., n—1;i=1,2,
=1 k=1

Stad:

(8) FW, X)=wy, + Z 2 g i

7=1 k=1

Widzimy, Ze minimalizacja funkcji (8) jest réwnowazna mlmmahzac_u wartosci wy . Podsta-
wiajac (7) do nieréwnosci (6) otrzymamy: '

" _
fwl’Hl?wlifZ:let]’ dlai=1,2, ..,m~1,
=1
n r—1 n r
) @1,i+1 ZZ Xip b1 =Wy +ZZ Xk Yi
=1 k=1
§ dlai=1,2, ..., m—1;r=2,3,

Otrzymujemy zagadnienie minimalizacji (8) przy warunkach (2), (3), (4), (7), (9).
Latwo jest wyznaczy¢ najmniejsza wartosd w) ;4 spelniajacg warunki (9).

n r—1
(10) Wy i1 S W) +max[ max (Z 2 ikt Z Z ik J.z+1) Z 71 11]
2<r<n =1 k=1
dlai=1, .., m—~1.
WprowadZzmy macierz C = [Cir] ,i=1, .., m—1;7r=1,2, ..., n, gdzie:

(m—1)Xn
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1 =2 letji dlai=1,2, ..., m —1,
j=1
n r n r—1
(11) Cir =2 Z x]k 7i Z Z *ik ],z+l
7=1 k=1 i=1k=1

dlar=2, ...,n;i=1, ..., m — 1.

Nieréwnosé (10) mozna zapisa¢ nastgpujaco:

(12) Wy ;4 ZWwy:+ max Ciy dlai=1, .7, m—1.
Lit1 14 1<r<n
Niech
(13) ¢. = max c, dlai=1, ..., m —1.
i 1<r<n

Wtedy najmniejsza wartoscia w; spelniajaca (12) jest

(14)

wl,i+l=wlz'+ciri dlai=1, ..., m — 1.

Nie zmniejszajac ogdlnosci rozwazan mozemy przyjaé wy; = 0. Stad

m—1
(15) Wy = Cz’r’-'
i=1

3. Metoda rozwiazania zagadnienia. Rozpatrzmy pewng permutacj¢ detali _

V) =5 dys i}
Dla tej permutacji zapiszmy macierz C:

cil=t].l,. dlai=1, ..., m — 1,
(16)

Cip 7 k’

= t. +1 dlar=2, ..., n;i=1, ..., m — 1.
= k’

bl

Mamy zminimalizowaé wartoéé funkcji:

(17) f(V(")) Z max ¢,

i=1 1<r<n

Znana metoda podziatu i ograniczen czgsto prowadzi do przegladu wszystkich permuta-
cji detali.

Zaproponowana w pracy metoda jest metoda przegladu wszystkich permutacji z jedno-
€zesng minimalizacja dziatan arytmetycznych na kazdym kroku.

Rozpatrzmy permutacje¢ detali:
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VI ={i s do daarr o dids

QR PR NN A 3

Obie permutacje réZnig si¢ jedynie kolejnodcia detalij_ij_, ;. Permutacje takie nazwijmy s3-
J ) 3 I 1sa ) 4

siednimi. Niech 7% i Eir oznaczaja, wielkosci okreélone wzorami (16) odpowiednie dla permu-

tacji v(n) ; 7(7)_ wida¢, ze ¢y =¢;, dlar#s, s+ 1, tzn. dla dwéch sasiednich permutacji

macierz C rézni sig¢ tylko dwoma kolumnami.

Proponowana metoda polega na przegladzie wszystkich permutacji, przy czym nast¢pna
permutacja musi by¢ sasiednia dla permutacji poprzedzajacej ja. Permutacje nalezy ustawic
w ciag w ten sposSb, aby kazda permutacja wystgpowala w nim tylko jeden raz. Poniewaz
w literaturze [5] podano takie ustawienie permutacji, wigc korzystajac z tego proponuje
si¢ postepowanie nastgpujace:

Dwa elementy mozna ustawi¢ w nastgpujacy sposéb: {1,2}, {2,1}. Zalézmy, ze ustawi-
lismy w taki ciag permutacje k-elementowe. Permutacje (k+1)-elementowe otrzymujemy
ustawiajac element (k+1)-szy w pierwszej k-elementowej permutacji kolejno na miejscach

k+1, k, ..., 1, a dla nastgpnej permutacji k-elementowej odwrotnie, tzn. na miejscach
1,2, ..., k+1 itd.
Przyklad:

{1, 2} {1, 2, 3} {1, 2, 3, 4}

{1, 2, 4, 3}

{1, 4, 2, 3}

{4, 1, 2, 3}

{1, 3, 2} {4, 1, 38, 2}

{1, 4, 3, 2}

{1, 3, 4, 2}

{1, 3, 2, 4}

{3, 1, 2} {3, 1, 2, 4}

{3, 1, 4, 2}

{3, 4, 1, 2}

{4, 3, 1, 2}

{2, 1} {3, 2, 1} {4, 3, 2, 1}

{3, 4, 2, 1}

{3, 2, 4, 1}

{3, 2,1, 4}

{2, 3, 1} {2, 3,1, 4}

{2, 3, 4, 1}

{2, 4, 3, 1}

{4, 2, 3, 1}

{2, 1, 8} {4, 2, 1, 3}

{2, 4,1, 3}

{2, 1, 4, 3}

{2,1, 3, 4}

Metoda ta latwo daje si¢ programowaé na EMC.
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4. Algorytm obliczeniowy.
1. Oblicemy elementy macierzy C = [c ] weditug wzoréw (16) dla permutacji pn) wy-
bierzmy w kazdym wierszu element maksymalny — €4 - Wyznaczamy warto$é¢ funkcji celu
i

f(V(”)) z wzoru (17).
2.Dla sqs1edme_] permutacji V‘") wyznaczamy macierz C, ktéra ma tyvlko 2 odpowiednie
kolumny rdzne od kolumn macierzy C. Elementy z tych dwdch kolumn obliczamy z naste-
pujacych wzoréw:
C,. =€ — b, o+t . dlai=1, ... -
(18) Cis = €4 t]s' t]”l’ ai=1, .., m—1,

ci,5+l=ci,$+l+t‘ "+1 ]+1”+1 dlai=l, ...,m—l.

3a. Jezeli dla kazdego i (i =1, ..., m — 1) zachodzir; #s, s+ 1, to f(V(")) <f(l7(")).
Wyznaczamy nowe elementy maksymalne w wierszach macierzy C.

b. Jezeli dla jakiegos i mamy r=s lub r;=s+ 1, to wyznaczamy nowe elementy maksy-

malne w wierszach macierzy C oraz obliczamy wartosé funkcji celu f (V( )) ktdra moze zma-
le¢.
4. Wracamy do punktu 2, jeéli nie zostaty sprawdzone wszystkie permutacje.

5. Inne zagadnienia z ciagla praca maszyn. Opisang wyzej metode mozna wykorzystaé
nie tylko do minimalizacji facznego czasu obrdbki detali, ale i do rozwiazania probleméw,
w ktérych badz jest inne kryterium optymalizacyjne, bad% zagadnienie spelnia inne zatoze-
nia niz 1—6 ze wstepu.

Rozpatrzmy problem minimalizacji strat oczekiwania detali na obrébke przy ogranicze-
niach (2), (3), (4), (7), (9) (patrz [4]). Niech dj oznacza straty spowodowane lezeniem

j-tego detalu w jednostce czasu (7= 1, 2, ..., n). Minimalizujemy warto$¢ funkcji:

(19) W, x)= Zd (wlm ZZ *iktim Z ,,)

Rozpatrzmy permutacj¢ detali y(r) = {]1 v Igr e Iy }. Minimalizacja funkql (19) jest
réwnowazna minimalizacji funkcji

n ! .
2 1= 50,5 0 374

=1 l<r<n

Badajac 2 sgsiednie permutacje w trakcie obliczenn w punkcie 3 algorytmu sprawdzamy do-
datkowo warunek:

21 d,t. —-d. t._=¢.
( ) Ig ]5+lm ]s+1 ]sm v

Jeslip > Oorazr #*s,s+1dlai=1,2, .., m —1,to
F MYy <p(7™).

Jedli ¢ <0, wyznaczamy nowg, wartosé funkcji celu.
Drugim problemem jest problem z ustalonymi mozliwie najwczeéniejszymi momentami
rozpoczecia pracy maszyn (patrz [4]). Oprécz zalozen 1—6 sformulowanych we wstepie za-
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ktadamy, ze dlai =1, 2, ..., m dana jest liczba L’. oznaczajaca najwczesniejszy moment,

w ktdrym i-ta maszyna moze zaczaé pracowaé. Minimalizujemy funkcjg (8) przy ogranicze-
niach (2), (3), (4), (7), (9) oraz przy dodatkowym warunku:

(21) wy; =L, dlai=1,2,

Dla tego zagadnienia nie zachodzi oczywiscie réwnoéé (14). Natomiast prawdziwg jest naste-
pujaca: .

(22) Wy ;4 = Max (wy;+ max ¢, L) dlai=1,2, .., m -1
’ 1<r<n

przy czym wyy = L.

Rozwigzujac ten problem obliczenia wykonujemy wedlug podanego wyzej algorytmu
obliczajac wartoé¢ funkcji celu ze wzoru (22).

Trzecim problemem jest zadanie wyznaczania kolejnosci obrébki n detali na m maszy-
nach postawione przez Kuzina [2].

Zakladamy, ze

1. Detale wykonuje si¢ partiami, przy czym wielko$¢ partii danego detalu jest taka sama
na wszystkich maszynach.

2. Dana jest macierz T = [tji] <’ gdzie tji 2 0 jest czasem obrébki partii j-tego detalu

nxm

G=1,2, ..., n) na i-tej maszynie ({= 1, 2, ..., m), przy czym wielkos¢ tej partii nic intere-
suje nas. .
3. Kazda partia detali musi przejsé¢ kolcjno przez maszyny o numerach 1,2, ..., m.

4. W danym momencie kazda maszyna moze obrabia¢ tylko jedng parti¢ detali.

5. Jedna partia detali moze by¢ jednoczesnie obrabiana na kilku maszynach.

6. Kolejnosc obrdbki partii detali jest taka sama na wszystkich maszynach.

7. Wszystkic maszyny pracuja w sposéb ciagty.

Minimalizujemy taczny czas obrébki wszystkich partii detali na wszystkich maszynach.
Problem ten spotyka si¢ w praktyce przy pracy na ,,tasmie produkcyjnej”.

Problem sprowadza si¢ do minimalizacji wartosci funkcji (8) przy warunkach (2), (3),
(4), (5) oraz

(23) wl,i+1>wb‘ dlal/=1,2, ...,n;1=1,2, ..., m—1,
n
(24) Wy a1 * D Xty i1 Z Wy +Z Xty
=1 =

dlal=1,2, .., n;1=1,2, ..., m — 1.
Podstawiajac (7) do nieréwnosci (24) otrzymamy:

nl n l—1 n

1 n
(25) 141 Xiptiir1 +2 ®gti e Wyt Z";k ]1+2 %itkii
]= k=1 ]_ = -

=1 k=
dlai=1,2, ..., m—-1;1=1,2,

Stad:
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n 1l n 1
(26) wy g Zwpt D) D xjktji"Z Z %iptiiv1
’ =1 k=1 =1 k=1
dlai=1,2, ..., m—1;1=1,2, ..., n.
Z nieréwnosci (23) i (26) otrzymujemy
; n I
(27) Wy i+l /wh + max(O max Z Z X (t]’ J,H'l) )

dlai=1,2, ..., m —1.

Wprowadzmy macierz D = |d, , gdzie
[ "](m—l)x(n+1)

d.,=0 dlai=1,2, .., m —1,

i0
(28)
n r
c =0 D A=t daisL2 L m-1r=1,2,
=1 k=1

Nierdwno$é (27) mozemy teraz zapisaé:

(29) + max d, dlai=1,2, ..., m — 1.
l z+l Wys o<r<n

Przyjmujac, ze wyy = 0, otrzymamy:

m—1 .
(30) w, = max d, .
& X =1 0<r<n w 3
Rozpatrzmy teraz permutacj¢ V(") ={/1> Far o) jn}. Dla tej permutacji zapiszmy ma-
cierz D:
d;,=0 dlai=1,2, ..., m -1,
(31)
’
d, =Z(tjki_tjk.i+l) dlai=1,2, .., m—-1;r=1,2,
k=1

Rozwazmy dwie sasiednie permutacje V(") i i7(n) Widzimy, ze dir #* d—ir tvlko dlar=s,
tzn. przy przejsciu od permutacji v 4o sasiedniej do niej i7(n) zmienia si¢ tylko jedna ko-
lumna macierzy D wedtug wzoru

(32) dy=d, —t .+t 1+t] 1 1+1”+1

X dlai=1,2, ..., m — 1.
I sl

Algorytm obliczeniowy dla tego problemu jest analogiczny jak opisany wyzej dla poprzed-
niego zagadnienia. .

6. Przypadki szczegdlne. Zaproponowanej wyzej metody nie oplaca si¢ stosowaé dla ma-
Iej liczby maszyn.
Rozpatrzmy problem minimalizacji (8) przy warunkach (2), (3), (4), (7), (9). Jak wyka-
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zano w pracy [3] dla m = 2 (2 maszyny) rozwiazanie optymalne znajdujemy wedtug algo-
rytmu Johnsona [1], opracowanego dla zagadnienia uszeregowania detali na 2 maszynach
przy zatozeniach 1—5 ze wstepu. Dla tegoz zagadnienia dla 3 maszyn w przypadku, gdy

max ;< min t2
i<j<n 77 1<j<n

rozwigzujemy podobnie n razy problem Johnsona dla maszyn 2 i 3 stawiajac za kazdym ra-
zem inny detal jako pierwszy i wybieramy rozwigzanie najlepsze lub, gdy

max t2 min ¢,
1<j<n 1<<n

rozwiazujemy podobnie n razy problem Johnsona dla maszyny 1i 2.

Minimalizujac funkcjg (8) przy ograniczeniach (2), (3), (4), (7), (9), (21) w przypadku
2 maszyn réwniez rozwigzujemy zadanie Johnsona, przy czym wartosé funkcji celu liczymy
oczywiscie wedtug wzoru (22).

Przvpadkiszczegdlne zagadnienia postawionego przez
Kuzina.

1. m = 2 (2 maszyny):

Wi, = mmax maXx (t —t, )9 0)+w11.
<1<r<n kZi ix?
1. Jesli t i <t dla =k=1,2, ..., n, to wyy = wy; przy dowolnej permutacji.
3 k .n
2. Jedli tjk = t7k2 dlak=1,2, .., n,towys = ,g’; (tjkl - tjk o) pPrzy dowolnej per-
mutacji.

."».Jeélit.‘jk1 <tjk2dlak= L, 2, eers sitjk1 >t].k2 dlak=s+1, s+2, ..., n, to wsréd

optymalnych kolejnosci jest nast¢pujaca permutacjaljy, j;, - Jor Jopgr s ]n}

n s
= . —t. + 5 -t 5 .
wia max(k_z (t]kl th2) Z (thl t]kz) 0)
=s+1 k=1

Widaé, Ze jeéli pewien detal z grupy j 1 - J,, wprowadzimy przed jakimg detalem z grupy
Jis e jp to Wz moze wzrosnat.

II. m = 3 (3 maszyny):

1. Jedli t. > t. o dla k=1,2, .., nlub t. <t. 2 dlak=1,2, ..., n, to optymalna
k

kolejnosé quzxe taka jak dla 2 maszyn wyliczona dla maszyny drugiej i trzeciej (na podsta-
wie réwnosci (30)).

2..]e:shtjkz>tj’23 dlak=1,2, .., n, J g St; gdlak=1,2, ..., m,to0 optymalna ko-
lejnoéé znajdujemy dla maszyny pierwszej i druglc_].

3.Niech

a) t <t o, St dlak=1,2,

( il T ip? T3

(b) t]. >t’k2 <tjk3 dlak=s+1, ..., s+7,
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(c) t]'kl Qtjkz >tjk3 dlak=s+r+1, ..., s+p,
d) ¢, t. o=t o dlak=s+p+1, .., n
(d) i 7k2/7k3 a »s 4 n
Ze wzordéw (30) i (31) widad, Ze permutowanie miedzy sobg detali w poszczegdlnych grupach
(a), (b), (c), (d) nie wplywa na zmniejszenie funkcji celu. Detale z grupy (a) powinny zawsze
stad na poczatku a z grupy (d) na koricu (patrz przypadek 2 maszyn).

1=

7. Wnioski koricowe. Sformutowane w tej pracy zagadnienia dotychczas rozwiazywane
metoda, podziatu i ograniczen (patrz [2], [3], [4]) i metoda eliminacji {3 ]. Autorzy tych
prac podajg, przyvklady, w ktdrych za pomocg zaproponowanych przez nich metod mozna
wyeliminowac pewng ilos¢ kolejnosci detali. Niemniej wiadomo, Ze metody te moga prowa-
dzic do przegladu wszystkich kolejnosci detali t ‘

Ze wzgledu na to, Ze z gory nie mozna powiedzied czy metody te prowadzg do przegla-
du wszystkich permutacji, czy tylko pewnych, proponuje si¢ stosowanie przedstawionej
w tej pracy metody (przeglad wszystkich permutacji detali z jednoczesna minimalizacja
dziatad arytmetycznych na kazdym kroku).
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tw pracy [ 3} wykazano, ze dla probleméw sekwencyjnych z ciagla praca maszyn przy n = 2m
mozna wyeliminowad przynajmniej jedna permutacj¢. Niemniej ta metoda wymaga pamigtania wszystkich
permutacji, co uniemozliwia stosowanie jej przy duzych wartosciach n.
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