ROCZNIKI POLSKIEGO TOWARZYSTWA MATEMATYCZNEGO
SERIA III: MATEMATYKA STOSOWANA III (1974)

S. LANOWY (Gliwice)

O pewnej klasie jednopunktowych wymiernych
metod iteracyjnych

W niniejszej pracy rozwaza si¢ pewng klasg funkcji iteracyjnych (o-funkcje iteracyjne),
do ktdrej nalezg migdzy innymi funkcje iteracyjne Kéniga i Schrodera.

Przyjmujemy oznaczenia i definicje podane w [1], cytowana w tekécie numeracja pod-
wojna (na przykiad twierdzenie 6.2) dotyczy wlaénie tej pracy.

W pracy wykorzystuje sig zasadnicze wyniki [1] dotyczace konstrukcji formalnych funk-
cji iteracyjnych.

1. DEFINICJ A 1. Niech n, 4, p beda liczbami catkowitymi nieujemnymi takimi, ze
1< n SU<n+p. Wielomian

w, =w, (ao, a, ., au)

nazywamy Op -wielomianem, jezeli

w, = o . , *aa. ..a, ,
n ?1112-@ Ty iy

n n
gdzie & i j 5 pewnymi liczbami zespolonymi, a sumowanie rozcigga si¢ na pewne ukla-
g i :
dy 0=, jps s J,) liczb catkowitych nieujemnych takich, ze

Jy iyt =n+p.
Wielomian stopnia 0 (stalg) nazywamy 0 -wielomianem. 0,-wielomiany oznaczac bgdziemy
jako o-wielomiany.
LEMAT 1. Wielomiany Hankela u,, (definicja 3.1) sq o-wiclomianami dlan=0, 1, 2, ...
Do wdd (indukcyjny) wynika fatwo z nast¢pujacego wzoru rekurencyjnego na wy-
znaczniki Hankela:
k+1
i—1  —
(1) u, =1, up g =Z (=1) aiuk+1—ia:) 1 k=0,1,2, ..
_ %1
Wzdr (1) uzyskujemy rozwijajac wyznacznik u, .1 wedlug ostatniego wiersza i nastgpnie
obnizajac stopnie wyst¢pujacych w rozwinigciu wyznacznikdw.

Podobnie jak twierdzenie 5.1 mozna wykazad nast¢pujace twierdzenie bedace jego
wzmocnieniem.

(53]
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TWIE RDZENIE 1. Niech n, m, U, p oznaczajq liczby cathéwite spetniajgce warunek
0SmS<n<usn+p. fezeli

K, =K, (ags ay5 s a“)

jest 0, -wielomianem, to zachodzi toisamoscé

f4
m n—i
m+1
@ ZZ —1—-t utao ta, Gn m—1’
i=0 =0
gdzie ki:)—i—-t sq pewnymi 0i+p—wz’elomianami; G, 1 jest pewnym 0m+l+p—wielomianem.
. Wielomiany kf:)_i_ p Gy WYStepujace w (2) sq jednoznacznie okreslone przez wielo-

mian K i liczbg m.
TWIERDZENIE 2. Jezeli K jest 6-wielomianem, to zachodzi tozsamosc

n* n—g
= () 7 n*+1 _ [n+l]
(3) Kn B Z Z kn—i—t U ta, Gn——n*-—l’ n* = 2 I
=0 t=n*—i
dzie k(’) ., sq pewnymi 0 wielomianami takimi, ze
4 fiiocp S0 DEURYTR G,

#=0 dwiz1
G jest pewnym 0, . 1-wielomianem. Wielomiany k( i) v Gk W stepujqce
17 n*+1 —imt? U1 WY

w (3) sq jednoznacznie okreslone przez wielomian K.

n—n¥*—

D o w & d. Dlan =0 tozsamosci (2) i (3) sg identyczne. Niech n 2 1. Podstawiajac
w twicrdzeniu 1 : p = 0, m = n* otrzymujemy

n* n—g

o = S o 6y

1=0 t=
gdzie kiz)—i—t s3 pewnymi oi-wmlomxanaml; Gn—n*-l jest pewnym on*+l~w1clom1anem.

Poniewaz wielomian kg’.) jest stala, wigc moze by¢ w mysl definicji 1 0-wiclomianem
wtedy, gdy

=0 daniz1

Tozsamosc (3) zachodzi wige, jezeli

(5) kO =0 p=0, . mk—1—i i=0, .., n*—1.

n—i—t
Sktadniki kazdego z 0;wiclomiandw kiﬁ_i_ ; Wystepujacych w (4) sy postaci

»

.. . -q. a. ...4qa.
Tigedp—ioy yl2 In—i—y

dzie
Bdael; i

spetniajg warunki

sg pewnymi liczbami zespolonymi, a liczby ca}kowitejl ,‘jz, e jn-—i—t

22, 0,22, i 22, ittt -t
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Z ostatnich warunkdw otrzymujemy
n—t=j, +j, totf, s 22 —i—t),
awigc t 2Zn — 2i. Zatem

(6) e =0, t=0, ., n—2-1, i=0, .., n*—1.

n—i—t
Z tozsamosci (6) wynikaja tozsamosci (5), gdyz
n*—i<n —2¢ dlai=0, ..., n*—1.

Jednoznacznosc tozsamosci (3) wynika z jednoznacznosci tozsamosci (2), co koriczy do-
wdd twierdzenia.

2. DEFINICJA 2. Formalng funkcjg iteracyjna,

. b -2 ay K, 4 (ag, ay, .., a,_4)

n K, (ao, By vy an)

gdzie K (0, a, ..., a ) # 0 nazywamy 0-funkcjq iteracyjng (0-f.1.), jezeli wielomiany K, 4
i K, sa 0-wielomianami.

TWIERDZENIE 3. Zaldimy, ze K, jest dowolnym o-wielomianem takim, Ze
(8) - K (0, a a,) #0.

n 1’

Niech tozsamos¢ (3) przedstawia jego rozktad wedtug twierdzenia 2.
Kazdg 0-f.i. 0 rzgdzie zbieinosci rownym co najmniej n* + 1 i mianowniku réwnym K,
mozna przedstawic jednoznacznie w postaci

(7) z+1 n*+l
2 2 kn—z— t—1% ta Gn n¥*—1

(g) @ =2 - ) n > ly
~n Kn(ao, @y, s an)
gdzie én n*—1 jest pewnym o *.H-wielomz'anem

Kazidg 0-f.i. 0 rz¢dzie zbieinosci rownym co najmniej n* + 2 i liczniku rownym a, K,
mozna przedstawic jednoznacznie w postaci

ay K, (ay, a;, -, a,)

(10) TS p . 'y n>2,
i n*+1
Z 2 n4l—iot “t“o“’ Gy
i= t=n¥+1—4

gdzie 5n_n « jest pewnym O, | -wielomianem.

Do w'd d. Z (8) na podstawie (3) i (3.3) mamy

3 a0

t=n*
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Poniewaz wielomiany kfzo—)t sg, stale ze wzgledu na zmienng a, , wige ostatni warunek zacho-

dzi, jezeli co najmniej jeden z wielomiandw

(11) kflo)t, t=n*, ..., n,

nie jest toZzsamosciowo réwny 0.
Tozsamosc (3) zapisujemy kolejno w postaci

n¥—1

(12) 2 Z k(z) —i—t utao + a G:;—n*’

t=n*—i
n* n+l-—i

(13) K =Z Z k(’) a +a" 1 G

n+1-i—t Us1% n—n*-1’

n—n*
- Z‘ (n*)

gdzxeGn nt = kn —s¥ tag G *—1-
t=0

Stosujac do funkcji iteracyjnej @, (wzdr (9)) twierdzenie 6.1 otrzymujemy na podsta-
wie (12) i (11) pierwszg czgs¢ tw1erdzema
Podobnie stosujac do funkcji iteracyjnej é +1 (wzor ( 10)) twierdzenie 6.1 otrzymuje-

my na podstawie (13) i (11) druga, cze¢s¢ twierdzenia. Twierdzenie 3 zostalo wigc wykazane.
Z twierdzenia 6.3 i lematu 1 wynika tatwo nastgpujace

TWIERDZENIE 4. 0-f.i. (7) ma rzqd zbieznosci <n + 1. 0-f.i. (7) ma rzgd zbieinosci
réwny n + 1 wtedy i tylko wtedy, gdy jest indentyczna z funkcjg iteracyjng Kéniga ¢, (wzér
(4.1)).

3. Rozpatrzymy obecnie zagadnienie konstrukcji o-f.i. (9) i (10) w przypadku, gdy

P
Kn =a.
LEMAT 2. Niech dla naturalnych n zachodzi tozsamos¢

(1) *+] =
{1 2 Z l tuta0+an Cn n*—1

(por. twierdzenie 2). Wtedy sq spetnione warunki
(@) c
(15) 1M#0,  i=o0, .., [n2]

D o w 6 d. Z definicji 1 wynika, ze oz.-wielomiany

1 @

n i—t

=v,ay 7,
(gdzie 7; sa pewnymi liczbami zespolonymi) wtedy i tylko wtedy, gdv ¢t =n — 2i. Ponadto

-wielomian G

n—n*—1 nie zawiera skladnikéw, w ktdrych wystepujg tylko zmienne

On41
a,, a,, az,gdyi
2 (n—n*—1) < (n-n*—1) + n*+1.

Stad wynika, Ze po podstawieniu w (14) a, = -+ =g _ = 0 otrzymujemy tozsamos¢
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(/2] .
n_ i i
(16) a '2 Y% 5 _2i %
=0
gdzieu; l,u’:=al,
a, a, O .0 O
a, a; a, 0 O
u;= 0 a, a 0 of, p=2
0 0 0 .. a a

W pracy [3] wykazano, ze
(@ =B uy = aP™l - gP*,
gdzie a i f§ s3 dane réwnosciami
01+B=al,i aﬂ=aoa2.
Uwzgledniajac trzy ostatnie réwnosci w (16) mamy

n/2] .
(a 6) a +B)n = ,.y (aﬁ 71—21.‘9‘1 _ Bn—2,+l).
=0

p—

Stad po przeksztatceniu mamy

n+l n+1—z ) n+l n—i+l i i pn—i+1
() (7)) a6 —p Z Y (@7 BT ol pr ).
Ostatnia réwnosc zachodzi dla dowolnych @, § wtedy i tylko wtedy, gdy

%=1 %=(})-(") =1 - [n2],

? —

skad juz wynika prawdziwos¢ lematu.
DEFINIGJA 3. Przez L_iL oznaczamy o-fi. dla K_ =a".
=n " Tn+l n 1
TWIERDZENIE 5. Rzgd zbiezinosci 0-f.i.

L L, (s=>1) L

2s—-1’ 2s 25—

jest rowny s + 1.

D o w o d. Poniewaz na podstawie lematu 2 mamy l(n n

‘;L 0, wigc z twierdzenia 6.2

wnioskujemy, Ze rzad zbieznosci 0-f.i. L il_.n_'_1 jest réwny odpowxedmo n*+1 in*+2.
Stad juz latwo wynika twierdzenie 5.
DEFINICJA 4. Przez £_ i Zn_” oznaczamy 0-fi. L iL_n+l’ w ktdérych wielomiany

Gn-—n* L Gn—n*—l
na zmienng a, byt <n* +1.

s3 tak dobrane by stopien licznika i mianownika tych o¢-f.i. ze wzgledu
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Zauwazmy, ze dla kazdej liczby naturalnej n istnieje dokladnie jedna o-f.i. £ oraz do-
Kladnie jedna 0-fi. £ ., (n=>2).

Funkcja iteracyjna Schrédera (patrz [2]) o rzedzie zbieznoscis + 1 spelnia warunki na-

rzucone na 0-f.i. £, ,, zatem jest z nig identyczna.

ofi. £, o dlas >3 tworza pewna nowa klasg funkgji iteracyjnych ksztattem zblizo-
nych do funkgcji iteracyjnych Schrodera. _

Wyprowadzimy obecnie wzory na 0-fi. £, i £ o rzg¢dach zbieznosci odpowiednio 41 5.
W zwiazku z tym wypiszemy rozkiady ai iaf wedhug twierdzenia 2:

3

ay

- 2
=uy+2a,u.8, —azusag,

5. 2 2 2 3 3 4
,ay =ug +3a,u, a, +‘1-¢;1z u,a, —2a,u,a;—3a,a;uja,ta, u, ay —ag u, a,.
Stad na podstawie twierdzenia 3 mamy
a.a®
’ . 0%
Ly=z- 2, 3.
. , S . Uy +2a2u2a0 —azu,a, +¢zoGl
o 5
ol . 899y
o=z~ ‘ 2. 2 2 3 3. 4,
ug +3a,u,a, + 4aju,ag — 2a,u a5 — 3a,a,u ay +a,u,a, +a0Q2

gdzie G, i G, s3 dowolnymi wielomianami.
Z ostatnich wzordw wynika, Ze

. _ a,a>
E, =z~ 0”1 ,
4 2 2 2 2
a, —a,aia, +aoala—3 a,a;
- aoa5
£, =z~ = !
6 6 4 2 3 2 2 2 3 3 2 3 3"
a; — 2“0“1”: + 2a0a1a3 + 4a0a1a2 - 2a°a1a2a3 — 2a0a1a4 - 5a0a2
Prace cytowane
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