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R. ZIELINSKI (Warszawa)

W. Hoeffding: Asymptotycznie optymalne testy dla rozkladu wielomianowego*

Zmienna losowa Z(N) ma rozklad wielomianowy, tzn. przyjmuje wartosci W) = (nl/N,
vy Ty /N), gdzie Ny, - M, 53 nieujemnymi liczbami catkowitymi i nytotn, = N, z praw-

dopodobienistwem

k
PN(z(N) ip)=mN1 H(p?i/nz.!)
=1

przy czymp = (p, ..., p,) €82, £2 jest zbiorem takich punktéw x = (% ps e %), 26 x,20

oraz J; %;= 1. Jezeli 4 jest dowolnym podzbiorem zbioru §2, to przez AW) definiujemy
¢biér punktdw N) nalezacych do 4. Przez Py (4 |p) oznaczamy prawdopodobieristwo zda-

rzenia { zW) e A } ; oczywidcie Py, (4 lp) = PN(A(N) Ip).

~Definiujemy nastepujace funkcje:
k

I(x, P) = Z x; log (x,-/P,-)‘

i=1

I{A, p) =inf I(x, p),
x€4

I{x, A) = inf I(x, p)
pEA

dla x = (%, ..., xk)ES?, p= (pl, e pk)GSZ oraz A, AC82.

Podstawowy wynik, na ktérym opiera sig cala praca Hoeffdinga, zawarty jest w naste-
Pujacym twierdzeniu (por. Twierdzenie 2.1):

Dla kazdego zbioru A C S2 i kazdego punktu p € §2

1) Py(dlp)=exp {-NIAW), p)+ 0(log M) } .

’

*Wassily Ho e f f d i n g, Asymptotically optimal tests fof multinomial distribution, Ann. Math. Sta-
tist. 36(1965), str. 369—-408,
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Jezelid jest obszarem krytycznym testu (krétko: testem) hipotezy (ztozonej)
H:p€ A, AC&. to,namocy (1), rozmiar a,, = sup P, (41p) jest
v

(2) ay = exp §-NI(A™) 1)+ O(log M)},

gdzie I(4, A) = infll(A, p). Dla prawdopodobienstwa ﬁN(p) bledu drugiego rodzaju w punk-
pES

cic p mamy wtedy

P

N(All\gN) [p) =exp {—NI(A;\(,N),P) + O(log N)} ’

3) | By (o)

gdzie 4' =8 — A.
Wzory (2) i (3) pozwalaja na badanie asymptotycznych (przy N > «) wlasnosci testow
w nast¢pujacy sposob. Jezeli 4, N = 1,2, ..., jest testem hipotezy H takim, Ze I(AXJ,V), A)>0

di

(gdy N = %) na tyle szybko, by istniala granica lim a,;, to lim By (p) charakteryzuje ,jakos¢”

testu w punkcie p. Jezeli 1(4 W), 4) > 0 tak, ze NI(4Y), 4)/log N = =, to a,, > 0 szyb-
p N N N }

ciej niz N~ ™ dla kazdego skoriczonego m. W pracy studiuje si¢ asvmptotyczne wlasnosci tes-
téw przy tym wiasnie warunku.
Latwo jest sprawdzié, ze test hipotezy H : p € A, oparty na stosunku wiarygodnosci, ma

postaé: odrzucié H jezeli I(z(N), A) > const. Ten fakt stawia testy oparte na stosunku wiaro-
godnosci w pewnej wyrdinionej sytuacji. Okazuje si¢, Ze te wlasnie testy majg asymptotycz-
nie optymalne wlasnoéci w nastegpujacym sensie:

Dla kazdego testu Ay istnieje taki test BY; oparty na stosunku wiarogodnosci, ze rozmiar
O(;V tego testu nie przekracza rozmiaru o, testu AN’ natomiast dla prawdopodobienstw

BN(p) i ﬁ}v (p) bledow drugiego rodzaju w testach Ay, iB;'\} mamy

N8l (6)1By (0) > 0
dla kaidego naturalnego m oraz dla wszystkich p z pewnego zbioru ITC $2 — A.

W sformulowanym twierdzeniu istotne jest oczywiscie wyspecyfikowanie zbioru IT
(twierdzenie jest trywialne, gdy IT jest zbiorem pustym). Bedziemy moéwili, Ze na zbiorze IT
test oparty na stosunku wiarygodnosci jest lepszy od danego testu A4,;.

W ogdlnym przypadku, tzn. dla dowolnych testéw Ay Hoeffding formuluje nast¢gpujace
twierdzenie (por. Twierdzenie 3.1). Niech B, = {x (x, A4) = I(Agv), A)}, niech dany

bedzie ciag 8 , taki, e 0 <8, = O(N ™" log N) i niech BY, = {x: I(x, 4) > 1(4{"), 4) +
+ 5N} . Jezeli w punkcie p € 2~ 4

(4) lim N[IBIM, p) - 164 M), p)] flog N = + e

oraz
18N, p) - 183N, p)
(5) lim =0,
N=o 18N, py - 14N, p)

to dla kazdego m naturalnego Nmﬁ;v(P)/ﬁN(P)‘*O.
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Charakteryzacja zbioru preferencji testu opartego na stosunku wiarogodno$ci za pomocsa
warunkdw (4) i (5) jest mato przejrzysta, ale za to ,,uniwersalna”. W pracy podano charakte-
ryzacj¢ zbioru IT dla ré6znych testéw 4,5 okazuje sig, Ze dla pewnych testdw zbidr IT ,,prawie’
pokryvwa si¢ ze zbiorem §2 — 4. Jako przyklad przytoczymy twierdzenie (por. Twierdzenie
8.4) dla przypadku, gdy Ay jest standardowym testem chi-kwadrat hipotezy prostej
H:p= po Ten test, jak wiadomo, ma postaé: odrzucié H, gdy

& 2
0,2, 0
Z(nl/N - pi ) /P1 > 8N
i=1

gdzie &, — pewna stata. Otéz:

Jezeli &~ 0 tak, ze N&‘I?:, /log N =0, to w kaidym punkcie p = (2% ...,pk) #po takim,

ze wszystkie p. > 0 i nie leiqcym na Zadnym z odcinkéw
Y p; qcy

pj=l—-a+ap](.), pi=ap?dlaz'#j;0<a<1;p}9=p0min
test oparty na stosunku wiarogodnosci jest lepszy od testu chi-kwadrat.

Praca Hoeffdinga jest bardzo obszerna (32 strony, 14 twierdzen, 14 lematdw) i zawiera
mndstwo szczegétowych rozwazan (np. prawie 8 stron poswigcono dyskusji funkcji I(x, p)).
Istot¢ pracy stanowi nowe podejscie do problemu poréwnywania asymptotycznych wtasnos-
ci testéw. Jednoczesnie z praca opublikowano trzy dyskusvjne wypowiedzi na jej temat:

J. Neymana, H.Chernoffa i D.G. Chapmana. J. Neyman ecenia, ze praca Hoeffdinga otwiera
»nowy i bardzo wainy rozdzial w teorii statystyki”.
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