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Informacje o wzorze Whittle 'a 

pany jest s elementowy zbiór stanów S, np. S = {l, 2, ... , s} , oraz ciąg n+ 1 elemen-
tów tego zbioru: a 1, a 2, ... , an+ 1. Dla takiego ciągu możemy podać macierz F, tzw. macierz 

liczb przejść, którą określamy następująco: 
Dla dowolnych i, j E S f;j jest liczbą tych m, dla których 

am+ I= j. 

Dla tak określonej macierzy liczb przejść dobrze okreslone są liczby 

f. = ~f .. 
f. L...J I} 

(liczba wszystkich wyjść ze stanu i), 
jES 

f.= ~ f .. • J L_., IJ (liczba wszystkich „dojść„ do stanu j) . 
iES 

Liczby te spełniają następujące równości: 

f. - f . = [) . - [). ' 
'· ·' ia 1 •an+ 1 

'\' f .. = '\'f. = '\"'!·=n. L_.; IJ L_.;· 1. L_;. .] 
i,j i j 

Wynika z tego, że macierz F oraz stan początkowy a 1 wyznaczają stan końcowy an+ 1. 

Dla teorii łańcuchów Markowa interesujące jest pytanie, ile istnieje (n + 1 )-elemento-
wych ciągów mających tę samą macierz liczb przejść. Odpowiedzią na nie jest następujące 

TWIERDZENIE (Whittle). Załóżmy, że F jest macierzą o wymiarach s X s, której 

elementy f .. są liczbami całkowitymi nieujemnymi, ~ f .. = n, oraz f. - f . = 6. - 6. •J 4 •J i. • i iu sv 
i,] 

dla i= 1, 2, ... , s, dla pewnych u i v. 

jeśli przez Nn (F) oznaczymy liczbę ciągów { akl n+ 1 o macierzy liczb przejśt F, u,v k=l 
takich, że a1 =u, an+ 1 = v, to 

(115) 
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gdzie F* jest (v, u}-dopełnieniem algebraicznym macierzy F* ={!~}zdefiniowanej wzo-
. vu ~ 

rami: · { f,j 
o .. --,, f 

f~ = i. ,, 
8ij 

jeśli/. >O, 
i. 

jeślif. =O. t. 

Oryginalny dowód tego twierdzenia pochodzący od P.Whittle'a (J. Roy. Stat. Soc., 
Ser. B, 17(1955), str. 235-242) jest dość skomplikowany. Prosty indukcyjny dowód po-
dał P. Billingsley (Ann. Math. Stat. 32(1961), str. 12-16 oraz str. 1343). 

Znaczenie powyższego twierdzenia dla teorii łańcuchów Markowa jest następujące: 
Jeśli xl' ... , xn+l jest jednorodnym łańcuchem Markowa o wartościach w S, o rozkła-

dzie początkowym pi i prawdopodobieństwie przejścia .pij' to prawdopodobieństwo kon-

kretnej realizacji a 1, „„ an+ 1 wynosi 

f . .' 
pa . pa a „. „ pa a = pa . np iJt! ' 

1 1 2 n n+l 1 .. 
ł,J 

gdzie F ={fij} - macierz liczb przejść dla ciągu a 1, „„ an+ 1. 

Jako wniośek z twierdzenia Whittle'a otrzymujemy: 
Prawdopodobieństwo tego, że jednorodny łańcuch Markowa x 1 , .„, xn+ 1, x 1 =u, 

xn+l = v, będzie opisany macierzą liczb przejść F wynosi 

F* Pu. vu 

llf.! i. 
i n f„ • p .~J 

ZJ 
flf„! i ,j 
. • t} 
i.J 
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