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Informacje o wzorze Whittle’a

Dany jest s elementowy zbidr stanéw S, np. S = {1, 2, ..., s} , oraz cigg n + 1 elemen-
téw tego zbioru: ay,89,00 8, 4q- Dla takiego ciagu mozemy podaé macierz F, tzw. macierz

liczb przejsé, ktdra okreslamy nastepujaco:
Dla dowolnych 4, j €S f;‘j jest liczba tych m, dla ktdrych

a, =1 a, .1 =1

Dla tak okreslonej macierzy liczb przejs¢ dobrze okreslone sa liczby

f; = E ) fij (liczba wszystkich wyj$é ze stanu i),
j€s .

fj = 2 fif (liczba wszystkich ,,doj$é” do stanu §).

Liczby te spekniajg nastgpujace réwnosci:

t _f.i=8ial -8,

n+l

25+ Zf; =ij="'

1,5
Wynika z tego, Ze macierz F oraz stan poczatkowy ay wyznaczaja stan koficowy a -
Dla teorii laicuchéw Markowa interesujace jest pytanie, ile istnieje (n + 1)-elemento-
wych ciggéw majacych te samg macierz liczb przejéé. Odpowiedzia na nie jest nastgpujace
TWIERDZENIE (Whittle). Zalézmy, e F jest macierzq o wymiarach s X s, ktérej

elementy fij sq liczbami catkowitymi nieujemnyms, Z fij =n, oraz f; - f = 8iu - 5’.v
1]

dlai=1,2,..,s, dla pewnych uiv.

v

+
Jesli przez N: o (F) oznaczymy liczbe ciggéw {ak} :_i o macierzy liczb przejsé F,

takich, ze a=ua ., =9to

+1
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gdzie F, jest (v, u)-dopetnieniem algebraicznym macierzy F *={ f;} zdefiniowanej wzo-
rami: ' ..
) L
6’.]. —7 jestif; >0,
sk i
fi=
52.]. jestif, =0.

Oryginalny dowéd tego twierdzenia pochodzacy od P.Whittle’a (J. Roy. Stat. Soc.,
Ser. B, 17(1955), str. 235—242) jest do$¢ skomplikowany. Prosty indukcyjny dowdd po-
dat P. Billingsley (Ann. Math. Stat. 32(1961), str. 12—16 oraz str. 1343).

Znaczenie powyzszego twierdzenia dla teorii faricuchéw Markowa jest nast¢pujace:

Jedlix, ..., x, ; jest jednorodnym faricuchem Markowa o wartosciach w S, o rozkla-
dzie poczatkowym p . i prawdopodobienistwie przejs’cia.pi]., to prawdopodobienstwo kon-

kretnej realizacjia,, ..., ¢, , | wynosi

=v, - [r],

?, "baa 1 L

Ceecp
1 1%2 %pln+1

gdzie F ={fij} — macierz liczb przejs¢ dla cigguay, ..,a .
Jako wniosek z twierdzenia Whittle’a otrzymujemy:
Prawdopodobienistwo tego, ze jednorodny tatficuch Markowa Xpven X410 Xy =%

- . . i - .
X, 41~ 0 bedzie opisany macierzg liczb przejs¢ F wynosi
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