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H. Robbins, D. Siegmund: Twierdzenie o zbieznosci nieujemnych
prawie supermartyngalow i pewne jego zastosowania*

W pracy przedstawiono pewne ogélne twierdzenie o zbieznoéci nieujemnych prawie
supermartyngaléw (tzn. ciaggéw z, spelniajacych podany niZej, w twierdzeniu 1, warunek)
i pokazano kilka interesujacych zastosowan tego twierdzenia do dowodu niektdrych zna-
nvch faktéw. Na podkreslenie zashuguje to, Ze do$¢ ogdlne, ale stosunkowo tatwe, twier-
dzenie Robbinsa-Siegmunda obejmuje bardzo zréznicowane przypadki, do tej pory rozwa-
zane i dowodzone oddzielnie, nieraz bardzo Zmudnymi metodami.

TWIERDZENIE 1. Niech (82, F, P} bedzie pewng przestrzenig probabilistyczng,
F, CF, C.. ciggiem pod-o-ciat F. Dla kazdegon =1,2,...niechz,, §,, En, §n begdgq nie-

ujemnymi Fn-mierzalnymi zmiennymi losowymi takimi, Ze

E(zn+1|Fn)<zn(1 +8,)+E, ¢, -

o0
Wtedy lim z istnieje i jest skoticzona oraz 2 §‘n < o0 z prawdopodobieristwem 1 na
n—>00
: 1

zbiorze{z Bn<5°, > Sn<°°}.
1 1

Zastosowanie 1 (mocne prawo wielkich liczb). Niech ¥1s ¥g» - bedzie ciggiem zmien-
nych losowych takich, ze E(yn+l |Fn) =0,n=1,2,... Niech <, (n=1,2,...) beda dodatni-
mi F,, mierzalnymi zmiennymi losowymi takimi, ze cl < o <... Wtedy

n

lim c;l | g—_:lyk | istnieje i jest skoficzona na zbiorze 4 ={Z czz E (yf | Fk-l) < °°} ;
Ta granica jest réwna zeru z prawdopodobiefistwem jeden na zbiorze {c } o} N A.

Z tego ostatniego twierdzenia w szczegélnosci otrzymujemy:

WNIOSEK 1. Niech Y1+ Yg»-.. bedzie ciqgiem niezaleinych zmiennych losowych takich,

2 g 2 1y
ZeBy, =0,k=1.2, .. Jezeli on Eyn <o, to li,l;n n Z ¥y, = 0 z prawdopodobieristwem
k=1

jeden.

*4 convergence theorem for non negative almost supermartingales and some applications. W ksigzce:
Optimizing Methods in Statistics, J.S. Rustagi (ed). New York 1971.
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WNIOSEK 2. Niech Ty T e bedzie ciggiem xmiennych losowych przyjmujgcych war-
tosci 0 lub 1 i niech p, =P(r, = 1 Ty e Ty 1) Py > 0. Wtedy li’r‘n(rl tookr )Py Fet

+ pn) istnieje i jest skoficzona z prawdopodobienstwem jeden. Ta granica jest réwna 1 gdy

Z\pk=°°-

Zastosowanie 2 (proces Robbinsa-Monro). Niech { y(x), x € r1} bedzie rodzina zmien-
nych losowych takich, ze Ey(x) = M(x) oraz Vary(x) = 6% (x) < oo. Zadanie polega na wy-
znaczeniu pierwiastka ¥ réwnania M(x) = 0 na podstawie obserwacji zmiennych losowych

v(x) w rédinych (dowolnie wybieranych) punktach x € R!. Rozwaza si¢ nastepujacy algo-
rytm
Xpt1 = Xy T 9y
gdzie x; — dowolna zmienna losowa, a, — nieujemne zmienne losowe mierzalne wzglgdem
o-ciala generowanego przez x,y,, .., ¥,,_, oraz P(y, <tl x15¥p ...,y”_l) = P(y(xn) <t).

Jeieli:

(i) dla pewnych a, 5 >0

o(x)+ IM(x)I<a+blxl,
(ii) istnieje takie ¥, ze dla kazdego € >0

inf _, M(x)>0 oraz sup _, M(x) <0,
E<x —-9< €& E<I—x<E

(i) Ya? < oo dla kazdego ciagu %,y -

(iv) Zan = oo dla kazdego ciagu %,y .. takiego, Z¢ sup |xn|< ©, tolimx =9

z prawdopodobieristwem jeden.

Zastosowanie 3 (zmodyfikowany proces Robbinsa-Monro). W zmodyfikowanym pro-
cesie rozpatruje si¢ ciag kolejnych przybliZen :‘c’l Xy, ... okredlony w nastgpujacy sposéb:

(&'n-—anyn)'l{k’n-—a”y">t_9} +t_9'1{$c’n.—any"<ﬂ} gdy?c'n>t§,
., =% gdy 8<% <9,

*n+1 =Y *n T %n
&, —a,9,) I{%, —ayy, <8} +d-1 {%, —a,y,> 5% gdy ¥, <9,
- - ‘
gdzie ¢, 9 (8 <) sa pewnymi ustalonymi liczbami (o ktérych przypuszcza sig; Ze szukane

9 € (8, 9); jest to wiec procedura uwzgledniajaca pewna informacjg a priori). Symbol
1{x, >=x,} oznacza funkcj¢ charakterystyczng zbioru tych w € §2 dla ktérych x; > x,.

Jezeli funkcja M jest lokalnie ograniczona oraz dla pewnych a, b >0
o? (x)<a+ bx?

i spemione sa zatozenia (ii), (iii) i (iv) wymienione w zastosowaniu 2, to P(lim ¥, =9) = 1.
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Zastosowanie 4 (aproksymacja stochastyczna, schemat Dvoretzky’ego). Niech X bedzie
przestrzenia Hilberta oraz Xn =XX XX ..X X .Niech T ;: Xn = X bedzie przeksztatceniem
n razy
borelowskim gpehiajacym dla pewnego ¢ warunek:

I T, (%), s %) = 9l < max {an, (1 +b")|| x, - /- cn} ,

gdzie a,, b", ¢, sa nieujemnymi, borelowskimi funkcjami na X, takimi, zelim ¢ =0dla

wszystkich (x,,x,,... ), 2 b _<oodla wszystkich (x.,x,,...) oraz ) ¢ = o dla wszystkich
1 » 2 n 172 n

(xy5%y, -.) takich, ze sup Il x Moo,

Niech x,,y,,y, ... bgda zmiennymi losowymi o wartosciach w X i zdefiniujmy
Xy =Taxp e x )y, n=12,.

. . — - 2
Jezeli E(ynlx],yl,...,yn_l)—0,n-—1,2,... oraz ZE(ﬂy"“ !xl,yl,..., yn__l)<oo,
to P(lim |l x, —9l=0)=1.

Zastosowanie 5 (teoria gier). Rozpatruje si¢ gre dwuosobowa, w ktérej kazdy z graczy
ma skoniczong liczbe strategii. Jezeli gracz I wybierze strategi¢ i oraz gracz II strategig j,
to gracz I wygrywa sume, ktodra jest zmienng losows, o rozkladzie m (i, j), o wartoéciach w
pewnym zbiorze X. Niech 5c'n bedzie srednia wygrang gracza I w n pierwszych grach. Gra-
cze rozgrywajg ciag gier. Powstaje pytanie, czy istnieje taka strategia dla gracza I, Zeby przy
dowolnym postgpowaniu gracza II ciag % byl zbiezny do pewnego ustalonego podzbioru
§ € X. Niech dn bedzie odlegtoscia :?" od zbioru S. Przy pewnych zatozeniach o zbiorach

X, § i macierzy (m(3, j)) Blackwell dowiédl, Ze gracz ma taka strategie, dla ktérej przy pew-
nych g, b, c:

. 2 c

(i) E@ ld,, .., d"_l)<(l —;)dn_l M gdyd, _, >0,
(i) ' 0<d, <gq

(i) ld, —d, _ I<b/n

Korzystajac z twierdzenia 1 dowodezi sig; Ze ciag (d,,) spehiajacy warunki (i), (i), (iii) jest

zbiezny do zera oraz Ze dla kazdego £ > 0 istnieje takie ng=ng( &,a0b,c),ze

P d 2el<e¢
P 4, > e} <

-
jednostajnie ze wzgledu na wszystkie ciaggi (dn).
Zastosowanie 6 (analiza skupien). Niech zmienna losowa y ma ciggly rozklad p, ktérego
nosnikiem jest domknigty, ograniczony i wypukly zbiér R C EN. Niech § = (Sys s Sp)s
k — ustalona liczba, bedzie podzialem zbioru R oraz niech » = (vl, - vk), v; € S, bedzie
punktem zwigzanym z tym podziatem. Niech

k

w(S, v) =Z f Iy — viﬂzp(dy).

=1 S’.
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Nalezy tak dobrad podziat S i punkt v, Zeby w(S, v) bylo mozliwie male. W zastosowaniach
zadanie to jest znane jako zadanie optymalnego podzialu na klasy.

Ustalmy x = (x,,x,, ..., x)), %; € EV i zdefiniujemy podziat S (x) =(S1 (%), oo Sy (%))
w nastgpujacy sposéb: .

S = {Ee BV g - x<UE—x), j=12, ..k}

Niech
&
W(x) = Z f Iy = xi"zp(dy),
i=1 Si(x)
k
V(x) = Z f Iy - ui(x)llzp(dy),
=1 S‘.(x)
- gdzie

wix)= [ yp@y)ip(S;x))-
Si(x)

Rozpatruje si¢ nastgpujaca sekwencyjng procedurg budowy podziatu §.
Niechy,, ..., y, bedzie k-elementows prébka dla zmiennej losowej y. Zdefiniujemy

1_..1 1 1_
X = (%, e %) x; =y,
oraz liczby
1 1 1l
Wy ey Whs w; =1

iskonstruujemy podziat §, = S(xl) — Bgdzie to pierwsze przybliZenie poszukiwanego

optymalnegé podziahu.
Niechy, , -7.=1,2,... beda dalszymi kolejnymi elementami prébki. Dlay, , € S'.(x")
definiujemy
n.n
w.x, +y .
gl Lt mHLon glag 4,
x; - = n 7. 7
w, +1
i
n+tl __n n+l _ . n ’ L, .
wy T =w, + 1, w; o =w; dlaj#1¢

i konstruujemy kolejne podziaty S$(x"),n =1,2, ...
Korzystajac z twierdzenia 1 dowodzi sig, Ze lim W(x") istnieje z prawdopodobiesi-

n
stwem jeden i jest réwne V(x) dla pewnego x w klasi€ takich x* = (x; sy x;), ie x:' t x]’."

gdv i #j oraz x;-* = u, (x*). Ponadto
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m k
1_'}i_r‘ng° m Z (Z p(S;(x™)) - I} — (™) ) =0
n=1 i=1

z prawdopodobieristwem jeden.

Zastosowanie 7. Za pomoca twierdzenia 1 dowodzi si¢ dwéch nieréwnosci dla martyn-
galéw, ktdre podali Hijek-Rényi-Chow (1960) oraz Dubins-Freedman (1965).
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