ROCZNIKI POLSKIEGO TOWARZYSTWA MATEMATYCZNEGO
SERIA 1II: MATEMATYKA STOSOWANA 1V (1975)

TERESA STYRYLSKA (Krakéw)

Dwuetapowe wyréwnywanie spostrzezen bezposrednich
zawarunkowanych

0. Wstep

W rachunku wyréwnawczym spotyka si¢ przypadki, w ktérych wystepuje duza liczba
réwnan warunkdéw, przy czym wiekszo$é z nich ma prosta budowe, a pozostate, zwykle
nieliczne, budowe bardziej ztozona. W przypadkach tych warto zastosowaé metode po-
zwalajaca rozwigzad cato$¢ zadania cze$ciami, a mianowicie przez uwzglednienie w pierw-
szej kolejnosci tych warunkéw, ktore tatwo rozwiazad, a nastepnie dotaczenie pozostatych,
bardziej skomplikowanych, réwnan warunkéw. W innych przypadkach zdarza sig, Ze na
pewnym etapie obliczen dochodza dodatkowe réwnania warunkéw i nalezy wyréwnane
spostrzeZenia ,,poprawi¢” przez dotaczenie do ukiadu uprzednio uzgodnionego nowych
réwnan warunkow.

Powstaje wiec potrzeba opracowania metody dwuetapowego wyréwnywania spostrze-
zen bezposrednich zawarunkowanych, polegajacej na dotaczaniu do uktadu juz uzgodnione-
go dodatkowego uktadu réwnan warunkdw i znalezienia tacznych poprawek oraz btgdow
$rednich wyréwnanych obserwacji, bez koniecznosci powtarzania obliczeri od poczatku. Su-
maryczne poprawki uzyskane z dwéch etapéw powinny by¢ oczywiscie takie same jak przy
tacznym wyréwnaniu catego uktadu.

W oparciu o sposéb dotaczania jednego réwnania warunkowego dla spostrzezen jedna-
kowo doktadnych podany w [2], w tej pracy sformutowano problem i udowodniono
twierdzenie rozwiazujace zagadnienie dwuetapowego wyréwnywania spostrzezen bezpo-
$rednich zawarunkowanych niejednakowo doktadnych. Wczesniej podano zgodnie z [1]
sposéb wyréwnywania spostrzezen bezposrednich zawarunkowanych i przytoczono po-
trzebne dalej wzory.

W pracy postuZono si¢ symbolika macierzowa przyjmujac przy tym zasade oznacza-
nia macierzy duZymi literami, wektoréw (macierzy jednokolumnowych) — matymi litera-
mi, skalaréw — literami greckimi.

1. Wyréwnywanie spostrzezen bezposrednich zawarunkowanych

Wyréwnywaniem spostrzezen bezposrednich zawarunkowanych nazywamy przypadek,
gdy do bezposrednio zmierzonych v wielkosci / o btednosciach F (macierz diagonalna
stopnia v o elementach dodatnich) szukamy takich » poprawek v, dla ktérych

¢)) v F7? v = minimum,
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przy réwnoczesnym spetnieniu przez v wyréwnanych spostrzezen x okreslonych zwiazkiem
) , x=1l+tv

uktadu X réwnan, tzw. warunkéw scistych. Posta¢ tych réwnan moze by¢ dowolna lecz
w przypadku nieliniowym musi byé przed wyréwnaniem sprowadzona do postaci liniowej.
Uktad réwnan warunkéw w postaci liniowej moze by ¢ zapisany nastepujaco..

Ax=w
lub po wykorzystaniu (2)
3) Av=w-—-Al,
przy czym A jest macierza A X v, aw jest wektorem o A sktadowych.

Rozwiazanie zadania wyréwnawczego w omawianym przypadku, przy zatozeniu, Ze
rzad macierzy A jest réwny A oraz spetniona jest nieréwno$¢ A <», podano w pracy [1].
Przy poszukiwaniu minimum (1) z réwnoczesnym spefnieniem warunkéw (3) postuzono
sie¢ tam metoda nieoznaczonych czynnikéw Lagrange’a zwanych tez korelatami. Uzyskano
réwnosé
@) v=F* ATk,

w ktdrej przez k oznaczono X korelat. Po dodatkowym wykorzystaniu réwnar (3) otrzy-
mano ostateczny wzor na poprawki:

(5) v=F*ATM* (w-41,
przy czym symetryczna macierz M stopnia A okreslona jest wzorem
) ‘ M=A4aF 4T
2. Zagadnienie dwuetapowego wyréwnywania spostrzezer bezposrednich
zawarunkowanych
2.1. Sformutowanie problemu. Dany jest uktad warunkdéw $cistych w postaci
@) Ay vEw, Al
wczesniej wyréwnany za pomocg wzoréw (4) do (6). Do uktadu (7) dotacza sig¢ uktad
®) , A, v=w, -4, L

Macierz A, ma wymiar a X », 4, jest macierza f x v, w, jest wektorem o a sktadowych,
aw, wektorem o B sktadowych.

_ Jezeli przez v' oznaczy si¢ v poprawek uzyskanych z uzgodnienia uktadu (7) to nale-
zy “tak zmienié wspbétczynniki uktadu (8),aby uzyskane po jego uzgod-
nieniu poprawki v’ dodane do poprawek v’ uzgadniaty réwnoczesnie uktad (7) i (8).
Niech przeksztalcone réwnanie (8) bedzie postaci:

) Av=w-Al,

gdzie A jest macierza B x v, a w jest wektorem o 8 sk&adowych Rozwigzanie problemu po-
legaé bedzie na znalezieniu nieznanych macierzy Ai w
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2.2. Kryterium dwuetapowego wyréwnywania. Aby poprawki otrzymanye po wyréwna-
niu w dwdch etapach

(10) v=v +v'

byty takie same jak poprawki otrzymane z réwnoczesnego wyréwnania uktadéw (7) i (8),
musi by¢ spetniony zgodnie z [2], str. 301, zasadniczy warunek dwuetapowego wyréwny-
wania

(11) V' TF?2v =0
2.3. Wyznaczanie poprawek i spostrzezeri wyréwnanych. Po wykorzystaniu zasady (1)

oraz kryterium (11) dochodzi si¢ do nastepujacego twierdzenia:
TWIERDZENIE 1. Jezeli zachodzi nierdwnos¢

(12) a+tp<v

oraz rzqd macierzy [ATAzT ] jest rowny a_+ B, to problem jest jednoznacznie rozwigzalny i
(13) v =F AT M} (w, - 4,D),
gdzie symetryczna macierz M, stopnia a jest okreslona wzorem
(14) M, =A1F2AT,
natomiast

(15) V' =F2 AT M (% - A)),
gdzie symetryczna macierz 117 stopnia 8 jest okreslona wzorem
(16) | M=AF AT,

przy czym

a7n - A=4, -BA,

(18) wW=w, —Bw.

Wystepujgca w ostatnich wzorach macierz B jest macierzq korelujgcq uktad (7) z ukia-
dem (8) i jest rowna:

(19) B=4,C,
gdzie
(20) C=F? AT M.

(C jest macierzq v x ).
D o w 6 d. Jezeli « korelat zwigzanych z uktadem (7) oznaczy si¢ przez k', to zgodnie

z(4)
1) v =Ft AT K,

jezeli za$ B korelat zwiazanych z uktadem (9) oznaczy sie przez k. to zgodnie z (4)
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(22) \ V' =r2 AT i,
skad
(23) v'F2=kK"T 4

Mnozgc stronami (21) przéz (23) i wykorzystujac kryterium (11) otrzymuje sie:
(24) vTFE2y =kK'TAF ATk =0.

Aby (24) byto spelnione niezaleznie od korelat k' i k"’ musi by¢ spetniony warunek
(25) AF 4T =0.

Z kolei mnozy si¢ uk}ad (7) przez nieoznaczona na razie macierz B, a wyniki odejmuje si¢
od uktadu (8). W ten sposéb uzyskuje si¢ uktad réwnan

(26) (A2 —BA,)v=wy —Bw, — (4, -BA,)],

ktéry powinien by¢ réwnowazny uktadowi (9) i stad wynikaja wzory (17) i (18). Wsta-
wiajac teraz (17) do (25) otrzymuje si¢

27 (4, -BA)F* AT =0,
skad
(28) BA, F* AT =4, F* AT

Z zatozenia, Ze rzagd macierzy [A{ AzT ]jest téwny « + §, wynika, Ze rzad macierzy 4, réw-
ny jest &, rzad macierzy 4, réwny jest 8. Z (17) wynika, Ze macierz [A? A T powstaje

z macierzy [AT AzT ] przez odjgcie od pewnych jej kolumn kombinacji liniowych innych jej
kolumn. Poniewaz transformacja taka nie zmienia rz¢du macierzy, wigc rzad macierzy
[A‘TA~T ]jest réwny a + ﬁ,\fkqd rzad macierzy A jest réwny B. Zatem istnieja macierze od-
wrotne do macierzy M, i M okreslonych zgodnie z (14) oraz (16). Przeksztatcajac (28) uzy-
skuje sig

(29) B=A, F* AT (4, FP ATY' =4, F* AT M.

Przyjmujac C zgodnie z (20), na podstawie (29), otrzymuje si¢ (19), natomiast z (5) oraz (6)
wynikaja wzory (13) i (15). Jednoznaczno$¢ rozwigzania problemu wynika ze sposobu otrzy
mywania wzoréw (13) i (15). To koriczy dowéd twierdzenia 1.

Warto zauwazy¢, Ze macierz C jest obliczana juz w pierwszym etapie wyréwnywania
(poréwnaj wzdr (13)). .

Spostrzezenia wyréwnane metoda dwuetapowg zgodnie z (2) i (10) s3 réwne

(30) x=l+v=I1+v +v"

2.4. Wyznaczanie btednosci i btedéw srednich. Celem wyznaczenia btednoéci i btedow
srednich wprowadzono:

31 v=rTv+fTx+y,

jako dowolng funkcje liniowa poprawek i wyréwnanych spostrzezet o v wspétczynnikach
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f,» v wspbtczynnikach f, , wyrazie wolnym Vo oraz btednosci . Postq:pujaé podobnie jak
w [1] otrzymuje si¢ wzory:

(32) v =f1Gf,
gdzie
(33) F=Urent,
a

e
(34) G =

0 G, .

przy czym btednosci poprawek i spostrzezeri wyréwnanych metoda dwuetapowa sg réwne:
(s) G, =G, +G,.,
(36) A G, = F? -G,
gdzie
(37) G, =F*ATM! 4, F?,
(38) G, =F* AT M AF*.

Wzory od (31) do (38) umozliwiaja obliczenie poprawek, spostrzezeni wyréwnanych oraz
ich funkcji liniowych. Mnozac zas btednosci przez tzw. btad $redni typowego spostrzezenia
Mo, ktéry po dwdch etapach jest okreslony wzorem

. _vIF?y
“0 a+69

otrzymuje si¢ odpowicdnio bte¢dy Srednie poprawek, spostrzezeni wyréwnanych lub ich
funkcji liniowych. :
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