ROCZNIKI POLSKIEGO TOWARZYSTWA MATEMATYCZNEGO
SERIA III: MATEMATYKA STOSOWANA IV (1975)

Z. WEGLOWSKI (Krakéw)

O stabilnosci metod réinicowych dla réwnan czastkowych

1. Wstep

1.1. W pracy rozpatrywa¢ bgdziemy réwnanie réZniczkowe
1.D) Du = f(t, x, u, Dxu),
gdzie

x=(x1, «.r» xp), D u= (Dxlu, oo Dxpu) (t, x)eQ,

Q=1{(t x): t>0,0<x,<gi=1,...p}
Oznaczamy o
Q={(t x, u ¢): (t, x)eQ, ueR', geR"}
i zaktadamy, Ze funkcja f(z, x, u, q) jest klasy C' w zbiorze 6
Szukamy rozwigzania réwnania (1.1) w zbiorze @ = @ n (0. T, spetniajacego warunki:
(1.2) u(0, x) = p(x), u(t, x)) = 9,1, x7) G=1,...p),
gdzie ) .

Jc'_{(xl,...,xl._l,O,xiH,...,xp), gdy inf<0wQ,
i=

(Xys e X;_ 1o xiﬂ,...,xp), gdy inf>0wQ.

1.2. W zbiorze € wprowadzamy sie¢ o kroku.k w kierunku osi Ot i o ktoku 4 w kierun-

. . _a
ku osi 0x'. (i=1,...,p)h =N

= (uk, mh, ..., mph), u=0, 0<m;<N (i =1,...,p). Przez j oznaczaé bedziemy

.Przez M = (u, m) oznaczaé bedziemy wezet (t*, x™) =

wielowskaznik (j, , ..., J p) a przez |jl sumg bezwzglednych wartosci jego wspdtrzednych,

p
tzn. ljl= 27 1j\.
i=1

Wezet siatki (u, m + j) oznaczaé bedziemy przez M +j a wezet (u + 1, m) przez
1 + M. Warto$¢ rozwiazania problemu (1.1), (1.2) w punkcie M oznaczaé bedziemy

uM = u(s*, x™)a vM oznaczaé bedzie wartosé rozwiazania przyblizonego spetniajacego
réwnanie

(77)
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o1tM _ M
(1.3) —_— = f(*, XM, WM M)
k H )
oraz warunki
(14) VO = o™y, M=t X gdy X =x],

gdzie wM ilth 0znaczaja wyrazenia:

J J
WM= 30 QMM M M, M= D) M
lit=0 ’ lil=0
Wyrazenia te przyblizajg funkcje u o odpowiedniej klasie regularnosci oraz jej pochodne
czastkowe wzgledem x; z dok}adnoscia O (h°).
Jezeli do réwnania (1.3) podstawimy w miejsce v rozwigzanie naszego zagadnienia u,
otrzymamy
1+M

M
(1.5) .“_.._k“_'i_ = (4, x™, M, ,h,,M) M.

Wyrazenie ™ nazywamy btedem metody. Zaktadamy, ze metoda (1.3), (1.4) jest zgodna
z zagadnieniem (1.1), (1.2), tzn. przy h = 0, k - 0 btad metody n™ dazy do zera w zbio-
1ze QT'

Wprowadzimy oznaczenia

(1.6) ' e* = max max In"™|,
v<u m
(1.7) Mo MM

Wyrazenie ™ jest btedem przybhlizenia w wezle M sieci. Btad ten spetnia réwnanie rézni-
cowe ‘

+M J J
(1.8) P2 L4 4 (P 4 D) PP e,

k ijl=0 li=1

W réwnaniu tym L oznaczajg pochodne czastkowe D, f brane w punkcie posrednim i po-
mnozZone przez af]M aPl pochodne D, f brane w punkcie posrednim i pomnozZone przez [3;.” :
Zaleza one oczywiscie od wskazZnikéw (u, m), czego nie zaznaczamy dla prostszego zapisu.

1.3. Zastosowanie metody réznicowej postaci (1.3), (1.4) do rozwiazania zagadnienia
(1.1), (1.2) podat Z. Kowalski w pracy {3], dowiddt zbieznosci metody i podat oszacowa-
nie btedu. A. Fitzke w pracy [1] uzyskal taki sam wynik, stosujac przy dowodzie metode
zaproponowana przez A. Plisia [6]. Celem niniejszej pracy jest podanie pewnych ogéinych
zalozen, przy ktérych metoda (1.3), (1.4) jest zbiezna i okreslenie charakteru zbieznosci
w zaleznosci od znaku pochodnej D, f (twierdzenia 1 i 2). W punkcie 3 podane zostang za-
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stosowania twierdzen 1 i 2 do badania zbieznosci metod réznicowych dla pewnych réwnari
czastkowych drugiego rzedu. Wyniki zostana sformutowane w terminologii stosowanej przez
Hildebranda {2].

1.4. Przydatnosé metody réznicowej zalezy nie od btedu catkowitego, na ktory sktada-
ja si¢ btad metody i btad zaokraglenia, ale od sposobu propagacji tego btedu. Nie wystarcza
stosowanie metody o wysokim rzedzie doktadnosci, gdyz moze si¢ zdarzy¢, ze przy zage-
szczaniu sieci rozwigzanie roznicowe ucieka do nieskoriczonosci, podczas gdy rozwigzanie
doktadne jest ograniczone (por. [7], str. 181). PoZadane jest, by btad zaokraglenia byt wyz-
szego rzedu niz b¥ad metody, gdyz w przeciwnym przypadku stosowanie doktadniejszych
metod nie przynosi efektu. W dalszych rozwazaniach bgdziemy pomija¢ btad zaokraglenia.

O przydatnosci metody réznicowej decyduja:

(a) zbieznos¢ rozwiazania réznicowego do rozwiazania doktadnego w ustalonym punk-
cie przy zageszczaniu sieci,

(b) szybko$¢ wzrastania btedu przyblizenia w ustalonym punkc1e przy zageszczaniu
sieci,

(c) szybko$é wzrastania b¥edu przybliZzenia przy u > o dla ustalonej sieci.

Pewne sposoby klasyfikacji metod z uwzglednieniem warunkéw (a), (b), (c) podamy
w punkcie 2. ‘

2. Warunki dostateczne stabilnosci metod wypuktych
2.1. DEFINICJA 1. Metode réznicows (1.3), (1.4) nazywamy wypukiq, jezeli

J
1° P+ 2 P=o0

lil=1
20 Pixo dla 1<Iji<y,
gé 1+kL°+%P°>0, nLi + P/ >0.

Jak wynika z definicji, metod¢ nazywamy wypukta, jezeli btad M jest kombinacja
wypuktg btedow M.z pominig¢ciem wsp6tczynnikéw postaci Q (k).

2.2. Wprowadzimy teraz definicj¢ punktowej stabilnosci (pointwise stability) podobnie
jak w ksiazce Hildebranda [2].

Niech 4 (¢, x) bedzie ustalonym punktem zbioru Q- Oznaczamy przez r(h) bezwzgled-
ng warto$¢ btedu przyblizenia w tym punkcie dla sieci o krokach & i & a przez § maksymal-
ng wartos¢ btedu popetnianego przy obliczaniu r(k) z réwnania (1.8), tzn. § = kinM |,

" DEFINICJA 2. Metode réznicowa nazywamy punktowo-stabiing, jezeli w kazdym punk-
cie zbioru @ r(h) = 0 przy k = 0, h > 0 oraz gdy wyrazenie r(h) &~ ! nie rosnie szybciej niz
OH ™y przy h > 0,n>0.

Definicja ta uwzglednia warunki (a) i (b) rozpatrywane w 1.4 i charakteryzuje zbiezno$é
metody w ustalonym punkcie przy zageszczaniu sieci.

Udowodnimy teraz

TWIERDZENIE 1. Jezeli metoda réznicowa (1.3), (1 4) jest wypukta i w zbiorze Q
zachodzi nierownosc:
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J

21 > ik,

ljl=0
to metoda ta jest punktowo-stabilna i w zbiorze Q. spetniony jest zwigzek

kLu

2.2) IMI< (e - 1).
D o w 6 d. Postuzymy sie pomocniczo nieréwnoscia
utl _ pp
(2.3) B Rosires e,

kLu

"
kt6rg spetnia funkcja R* = 67 (e — 1) (mozemy to tatwo sprawdzié przez indukcje).

Poniewaz 1™ = RO = 0, wiec spelniona jest nieréwnos¢ poczatkowa IPm 1< RY. Wykaze-
my drugi krok indukcyjny.
Korzystajac z definicji wypuktosci, otrzymujemy z réwnania (1.8):

MM (L4 kL0 4% PD>+kZ 1M+ K 2 P+ g,

"

nieréwnos¢ (2.3) przepisujemy w postaci

R IRE (1 + kL0 +%P0) + kR* (L - 1L0) += R" Z P+ ket
lil=1
Odejmujac teraz stronami otrzymane nieréwnosci i korzystajac z zatozenia indukcyjnego

M| < RH, otrzymujemy

IPAYM|_ getl <o

co koniczy dowdd nieréwnoéci (2.2).

Oznaczmy przez £(h) maksymalng warto$¢ bezwzgledna btedu metody w punkcie
At x)e Q- dla sieci o krokach ki h. Z zatozenia zgodnosci wynika, Ze ¢(h) dazy jedno-
stajnie do zera w Q. przy h > 0, czyli metoda jest zbiezna. Dla okreslenia rzgdu zbieznosci
zauwazmy, Ze

r(h) = —‘5—(Lﬁ) Lt -1), 8 =k e(h).

Wobec tego
r(p)8 =0k ") =0k,
czyli metoda jest punktowo-stabilna w sensie definicji 2, co koriczy dowdd twierdzenia.
2.3. Wprowadzimy teraz definicje stabilnosci krokowej (stepwise stability).
DEFINICJA 3. Metode réznicowa nazywamy krokowo-stabilng, jezeli, dla ustalonej
sieci, /M nie rosnie wyktadniczo wraz z u przy g > .
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Definicja ta uwzglednia warunek (c) rozpatrywany w punkcie 1.4. Latwo zauwazy¢, ze
wypuktos¢ metody nie wystarcza do zapewnienia krokowej stabilnosci. W szczegdlnosci,
otrzymane w twierdzeniu 1 oszacowanie btedu r™ rosnie wyktadniczo wraz z u przy u > 00,
Musimy wobec tego wprowadzi¢ dodatkowe zalozenia.

TWIERDZENIE 2. Jezeli metoda (1.3), (1.4) jest wypukta oraz warunki:
(2.4) 9<-L<0, /<o, o<lji<J
sq spetnione w zbiorze Q r, to jest ona punktowo- i krokowo-stabilna i zachodzi oszacowa-
nie

(2.5) IrMI<£—Z[1—(1—kL)“|.‘

Zatoienia (2.4) beda spetnione, jedli D, f < 0 i wszystkie o >0
D o w 6 d. Postuzymy si¢ pomocnicza nieréwnoscig

setl _sH

(2.6) T

> LS* + M,

m .
kt6ra spetnia funkcja S* = QL_ [1 - (1 — kL)Y | (tatwo to sprawdzié przez indukcje). Do-

wod nieréwnosci (2.5) prowadzimy podobnie jak w twierdzeniu 1. Mamy om = g0, czyli

spetniona jest nieréwnos¢ poczatkowa 1r°™1< S0, Z réwnania (1.8) otrzymujemy:

VMM + kL0 + hP0)+ Z(hL/+Pl)lrM"/|+ke“
ljl=1

a z nieréwnosci (2.6) mamy:

J
SEl g0 (1 - kL ++ P°)+— Z‘ (hL) +PIYSH —k D) LIS* + ket
I,|-1 lil=1

Odcjmujac stronami otrzymane nieréwnosci i korzystajac z zatozenia indukcyjnego
IMI<S*, otrzymujemy

1M _sutl <,

z czego wynika nieréwnosé (2.5).
Stosujgc takie same oznaczenia jak w dowodzie twierdzenia 1 otrzymujemy
r(h) 8" =0H™),
czyli metoda nasza jest punktowo stabilna. Stabilno$¢ krokowa wynika z nieréwnosci (2.5),
gdyz
IM< &
= L >
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czyli btad przyblizenia jest dla kazdego u tego samego rzedu co btad metody, a wigc nie
rosnie wyktadniczo. W ten sposéb zakoriczony zostat dowdd twierdzenia 2.

Jak zauwazyli$my juz wczesniej, moze si¢ zdarzy¢, ze dla metody wypuktej btad ™
dazy wyktadniczo do nieskor’xczonoéci/wmt'z u. Jesli jednak rozwiazanie zagadnienia

(1.1), (1.2) ro$nie wyktadniczo wraz z ¢, to btad wzgledny M (WMY moze by¢ niewielki.
Z drugiej strony, krokowa stabilno$é nie zabezpiecza przed wyktadniczym wzrostem bte-
du wzglednego w ustalonym punkcie (por. [2], str. 205).

3. Powyisze metody dowodzenia zbieZnosci i podawania oszacowan bt¢du mozna
przenie$¢ na réwnania drugiego rz¢du, z tym Ze wowczas wyrazenia PJ moga by¢ postaci
O(K'). Podamy teraz przyktady stosowania twierdzen 1 i 2 do réznych metod réznico-
wych. ’

Eatwo zauwazy¢, Ze zatozenia H w pracach [3]—[5] zapewniaja spetnienie zatoZen
twierdzenia 1, wigc oszacowania otrzymane w tych pracach dostajemy jako bezposrednie
wnioski. ROwniez oszacowanie z twierdzenia T w pracy [1] wynika z naszego twierdzenia.

Podamy teraz zastosowanie twierdzenia 2 do metod réznicowych rozpatrywanych
w pracach [3]-[5], gdy pochodna D f jest ujemna.

3.1. Rozwazaé bedziemy réwnanie réiniczkowe

3.1 Du = f(t, x, u, Dxu).

Szukamy rozwigzania réwnania (3.1) w zbiorze @, spetniajacego warunki:

(3.2) u(0,x) = v(x), ult, x;) = p(t, x)) da x;=0 (i=1,..,p)

. I_
gdzie x; = (xl, v X O X, xp).

Stosujemy metode réznicows

1+M _ M -
e =1, X WM, M),

3.3)

WOm = o™y, - v = et x™) dla m; =0 i=1,..,p),

Mb o7nacza wektor p-wymiarowy o wspétrzednych

%(VM - vM+j).

gdzie v

Przez j rozumiemy wiglowskaz’nik Jis oo jp, ktdrego wszystkie wspStrzedne sa réwne
zero za.wyjatkiem j-tej.
* Przyjmujemy nastepujace
ZALOZENIAH'.
(i) Funkcja f(t, x, u, @) wystepujaca po prawej stronie réwnania (3.1) jest klasy c
w zbior'ze@. .
(i) Istnieje stata L <0 ak ik s3 tak dobrane, Ze

< - . < | = ,
(34) D.f L, inf 0 (i=1,...,p)
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(3.5 - : 1+

>l

p
% inf+ kD, f>0.
’:

(i) Funkcja u(t, x), klasy C' w @, jest rozwiazaniem réwnania (3.1) spetniajacym
warunki (3.2).

TWIERDZENIE 3. Przy zatozeniach H' metoda (3.3) jest punktowo- i krokowo-stabil-
na.

D o w 6 d. Korzystajac z twierdzenia o wartosci $redniej otrzymujemy (por. [3]): .
A =M1 v kD 4% 3 p_ )X 3 p M koM,
A h|j=1 Y h|j|=1 %

Z zatozen (ii) wynika teraz spetnienie zatozen twierdzenia 2, co koiczy dowéd.

3.2. Dla réwnania rézniczkowego

= 2
3.6) Du =f(t, x, u, D u, Dxu),

gdzie Diu = (D;lu, ..., D} u), rozpatrujemy nastepujace zagadnienia graniczne w zbio-
14

1ze @
u(o’ x) = gp(x), u(t, x;) = ‘Pi(t, x;')’

u(t, x;) = y,(t, x;) (=1, .., p),

3.7

. ! . ” . 143
gdzie x; jest okreSlone jak w 3.1 ax; = ey s 50 Xi 1> @ Xjpqs - xp), oraz

(3.8) u(0, x) = p(x), D u=0 dla ;=0lubx;=a (i=1, ...., D).
1l
Do rozwiazania zagadnienia (3.6), (3.7) stosujemy metodg réznicows:

1+M M
(3.9) —v—-—-—K—__L =f(t“’ xm’ vM9 VMA: VMD)9
VM =pam),  WM=g (et x™)  da m =0,
(3.10)

M = ¥, ", x™) dla m.=N

podang w pracy [4]. Wyrazenia vM2, yMO

nych

oznaczaja odpowiednio wektory o wspétrzed-

SOMHL M) L M g M M)

Do rozwiazania zagadnienia (3.6), (3.8) stosujemy metode réZnicows zadar= réwnaniem
(3.9) i warunkami: '
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Om _ m M—i_vM"'i —
Y =p(x™), % = dla m. =0,
G.11) o), 3 m

yM¥ =y M=T dla m; =N,

gdzie wielowskaZznik i okre$lony jest tak samo jak poprzednioj.

Warunki (3.11) definiuja warto$ci rozwigzania réwnania réznicowego w dodatkowych
punktach sieci lezacych poza zbiorem Q i umozliwiajag wyznaczanie wartosci rozwigzania
na brzegu zbioru Q. W pracy [5] wykazano, ze dla rozwiazania u(¢, x), klasy C? wQ, za-
chodzi zgodno$é metody (3.9), (3.11) z zagadnieniem (3.6), (3.8) réwniez na brzegu zbio-
Q.

Poniewaz réwnanie (3.9) jest wspdlne dla obu zagadnieni wigc zagadnienie stabilnosci
rozpatrywa¢ bedziemy tacznie dla obu metod.

Przyjmujemy nastepujace

ZALOZENIAH".

(i) Funkcjaf(t, x, u, ¢, w)jestklasy C' dla(t, x)eQ, ueR', geRP, weRP.

(ii) Istniejg state dodatnie L, T", g, G takie, Ze

(12 Df<-L D fIS[,  g<D,f<G (=1, ....p).
4 1

(iii) k ih sa tak dobrane, Ze zachodza nieréwnosci

g 'y 226G 1 _
(3.13) : s3>0, F <0,
(3.14) ‘ 1 +kD,f—% ZD >0

(iv) Funkcja u(z, x) jest rozwigzaniem réwnania (3.6), spetniajacym warunki (3.7)
(lub warunki (3.8)) i jest klasy C? w zbiorze Q.

TWIERDZENIE 4. Jezeli spetnione sq zatozenia H", to metoda rdznicowa (3.9), (3.10)
(lub (3.9), (3.11)) jest punktowo- i krokowo-stabilna.

D o w 6 d. Stosujac twierdzenie o wartosci $redniej otrzymamy (por. [4]i[5])): 2

rl+M=rM(l+kDuf = 2 D, f)

|,n-

2 (& LAY D f)r"“'+

ljl=1
+ Z( D f+,,20w,f)#”*"+kn"’.
lil=1 Y

Z zatozeri (ii) oraz (iii) wynika spelnienie zalozen twierdzenia 2, co koriczy dowdd.
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