
ROCZNIKI POLSKIEGO TOWARZYSTWA MA TEMA TYCZNEGO 
SERIA III: MATEMATYKA STOSOWANA IV (1975) 

Z. WĘGLOWSKI (Kraków) 

O stabilności metod różnicowych dla równań cząstkowych 

1. Wstęp 

1.1. W pracy rozpatrywać będziemy równanie różniczkowe 

(1.1) 

gdzie 

Dxu = (Dx u, ... , Dx u) 
1 p 

(t, x) E Q, 

Q ={(t, x): t~O,O~x;~a. i= 1, ... ,p}. 

Oznaczamy 

Q={(t, X, U, q): (t, x)EQ, UER 1, qERnJ 

i zakładamy, że funkcjaf(t, X, U, q) jest klasy C1 W zbiorze Q. 
Szukamy rozwiązania równania (1.1) w zbiorze QT = Q n <O, T>, spełniającego warunki: 

(1.2) u(O, x) = 1P(x), u(t, x;) = l{)i(t, x;) (i= 1, ... ,p), 

gdzie 

gdy 

gdy 

D f<OwQ, 
Q; 

D f>OwQ . Q; 

1.2. W zbiorze QT wprowadzamy sieć o kroku.kw kierunku osi Ot i o ktoku h w kierun-

ku osi Ox; (i= 1, .. . ,p), h = ~· PrzezM = (µ, m) oznaczać będziemy węzeł (tµ., xm) = 
= (µk, m1 h, ... , mph), µ~O, O~ m; ~N (i = 1, ... , p). Przez j oznaczać będziemy 

wielowskaźnik (j 1 , .•. ,jp) a przez ljl sumę bezwzględnych wartości jego współrzędnych, 
p 

tzn. ljl = L li; I. 
i= 1 

Węzeł siatki(µ, m + j) oznaczać będziemy przez M +ja węzeł(µ + 1, m) przez-
1 + M. Wartość rozwiązania problemu (1.1), (1.2) w punkcie M oznaczać będziemy 
uM = u(t"', xm) a vM oznaczać będzie wartość rozwiązania przybliżonego spełniającego 
równanie 

[77] 
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(1.3) 

oraz warunki 

(1.4) gdy 

gdzie lvM i lh vAf oznaczają wyrażenia: 

J 
z~vM = I; rf 1'f+i L 

ljl=O I h 

Wyrażenia te przybliżają funkcję u o odpowiedniej klasie regularności oraz jej pochodne 
cząstkowe względem xi z dokładnością O(hs). 

Jeżeli do równania (1.3) podstawimy w miejsce v rozwiązanie naszego zagadnienia u, 
otrzymamy 

(1.5) 

Wyrażenie 17M nazywamy błędem metody. Zakł a damy, że metoda ( 1.3), ( 1.4) jest zgodna 
z zagadnieniem (1.1 ), (1.2), tzn. przy h -+O, k-+ O błąd metody ~ dąży do zera w zbio-
rze QT. 

Wprowadzimy oznaczenia 

(1.6) t;µ. = max max I 17vm I, 
v<:.µ. m 

(1.7) 

Wyrażenie ,M jest błędem przyhliżenia w węźle M sieci. Błąd ten spełnia równanie różni­
cowe 

l+M ,M J J 
r k- = L Li,.M+i + ~(pO,M + ~ pi,.M+i)+ ~-

lil=O lil=l 
{1.8) 

W równaniu tym Li oznaczają pochodne cząstkowe D ,/brane w punkcie pośrednim i po-
mnożone przez a':1 a pi pochodne Dą f brane w punkcie pośrednim i pomnożone przez {3~. 

I I 
Zależą one oczywiście od wskaźników(µ, m), czego nie zaznaczamy dla prostszego zapisu. 

1.3. Zastosowanie metody różnicowej postaci (1.3); (1.4) do rozwiązania zagadnienia 
(1.1), (1.2) podał Z. Kowalski w pracy [3], dowiódł zbieżnóści metody i podał oszacowa-
nie błędu. A. Fitzke w pracy [l] uzyskał taki sam wynik, stosując przy dowodzie metodę 
zaproponowaną przez A. Plisia [6]. Celem niniejszej pracy jest podanie pewnych ogólnych 
założeń, przy których metoda (1.3), (1.4) jest zbieżna i określenie charakteru zbieżności 
w zależności od znaku pochodnej D,j(twierdzenia 1 i 2). W punkcie 3 podane zostaną za-
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stosowania twierdzeń 1 i 2 do badania zbieżności metod różnicowych dla pewnych równań 
cząstkowych drugiego rzędu. Wyniki zostaną sformułowane w terminologii stosowanej przez 
Hildebranda [2]. 

1.4. Przydatność metody różnicowej zależy nie od błędu całkowitego, na który składa­
ją się błąd metody i błąd zaokrąglenia, ale od sposobu propagacji tego błędu. Nie wystarcza 
stosowanie metody o wysokim rzędzie dokładności, gdyż może się zdarzyć, że przy zagę­
szczaniu sieci rozwiązanie różnicowe ucieka do nieskończoności, podczas gdy rozwiązanie 
dokładne jest ograniczone (por. [7], str. 181). Pożądane jest, by błąd zaokrąglenia był wyż­
szego rzędu niż błąd metody, gdyż w przeciwnym przypadku stosowanie dokładniejszych 
metod nie przynosi efektu. W dalszych rozważaniach będziemy pomijać błąd zaokrąglenia. 

O przydatności metody różnicowej decydują: 
(a) zbieżność rozwiązania różnicowego do rozwiązania dokładnego w ustalonym punk-

cie przy zagęszczaniu sieci, 
(b) szybkość wzrastania błędu przybliżenia w ustalonym punkcie przy zagęszczaniu 

sieci, 
(c) szybkość wzrastania błędu przybliżenia przyµ~ 00 dla ustalonej sieci. 
Pewne spo.soby klasyfikacji metod z uwzględnieniem warunków (a), (b), (c) podamy 

w punkcie 2. 

2. Warunki dostateczne stabilności metod wypukłych 
2.1. DEFINICJA 1. Metodę różnicową (1.3), (1.4) nazywamy wypukłą, jeżeli 

J 
po + I: pi = o' 

Iii= 1 

pi~o dla 1 ~ ljl~J, 

1 + kl 0 + ! p 0 ~ O hLi + pi~ O. h '7 ' 

Jak wynika z definicji, metodę nazywamy wypukłą, jeżeli błąd r1 + M jest kombinacją 
wypukłą błędów ,M, z pominięciem współczynników postaci O(k). 

2.2. Wprowadzimy teraz definicję punktowej stabilności (pointwise stability) podobnie 
jak w książce Hildebranda [2]. 

Niech A (t, x) będzie ustalonym punktem zbioru Qr Oznaczamy przez r(h) bezwzględ-
ną wartość błędu przybliżenia w tym punkcie dla sieci o krokach ki ha przez 6 maksymal-
ną wartość błędu popełnianego przy obliczaniu r(h) z równania (l.8), tzn. 6 = k11f! I. 

· DEFINICJA 2. Metodę różnicową nazywamy punktowo-stabilną, jeżeli w każdym punk-
cie zbioru QT r(h) ~O przy k ~O, h ~O oraz gdy wyrażenie r(h) 0-1 nie rośnie szybciej niż 

own) przy h ~o, n> o. 
Definicja ta uwzględnia warunki (a) i (b) rozpatrywane w 1.4 i charakteryzuje zbieżność 

metody w ustalonym punkcie przy zagęszczaniu sieci. 
Udowodnimy teraz 
TWIERDZENIE 1. Jeżeli metoda różnicowa (1.3), (1.4) jest wypukła i w zbiorze QT 

zachodzi nierówność: 
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J 
(2.1) L; IJ/l~L. 

Iii= o 

to metoda ta jest punktowo-stabilna i w zbiorze QT spełniony jest związek 

(2.2) 
µ klµ 

1,MI~ ~ (e -1). 

D o w ó d. Posłużymy się pomocniczo nierównością 

(2.3) 
Rµ+ 1 Rµ 
------~LRµ+ c-µ k ,P-. v ' 

µ 
którą spełnia funkcja Rµ = j, (ekLµ - I) (możemy to łatwo sprawdzić przez indukcję). 

Ponieważ ,om =Ro =O, więc spełniona jest nierówność początkowa lr0 m I ~Ro. Wykaże­
my drugi krok indukcyjny. 

Korzystając z definicji wypukłości, otrzymujemy z równania (1.8): 

J J 
1,1 +M1~1,M1 (1 + kLO +~ F°)+ k L ILil. 1,M+i1 + ~ I; pi 1,M+i1 +kc,µ; 

i= 1 Iii= 1 

nierówność (2.3) przepisujemy w postaci 

. . . J 

Rµ+l ~Rµ (1 +klo +*P0 ) + kRµ (L- IL0 1) +*Rµ I: pi+ keµ. 
li I:: 1 

Odejmując teraz stronami otrzymane nierówności i korzystając z założenia indukcyjnego 
I rM I ~ Rµ, otrzymujemy 

1,t+Ml-Rµ+l ~O, 

co kończy dowód nierówności (2.2). 
Oznaczmy przez t:(h) maksymalną wartość bezwzględną błędu metody w punkcie 

A (t, x) E QT, dla sieci o krokach ki h. Z założenia zgodności wynika, że t;(h) dąży jedno-
stajnie do zera w QT przy h ~O, czyli metoda jest zbieżna. Dla określenia rzędu zbieżności 
zauważmy, że 

r(h) = E-~) (etL - I), ó = k ~(h). 

Wobec tego 

r(h) 5-1 = O(k-1 ) = O(h-1 ), 

czyli metoda jest punktowo-stabilna w sensie definicji 2, co kończy dowód twierdzenia. 
2.3. Wprowadzimy teraz definicję stabilności krokowej (stepwise stability). 
DEFINICJA 3. Metodę różnicową nazywamy krokowo-stabilnq, jeżeli, dla ustalonej 

sieci, ,Mnie rośnie wykładniczo wraz zµ przyµ~ 00 • 
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Definicja ta uwzględnia warunek (c) rozpatrywany w punkcie 1.4. Łatwo zauważyć, że 
wypukłość · metody nie wystarcza do zapewnienia krokowej stabilności. W szczególności, 
otrzymane w twierdzeniu 1 oszacowanie błędu rM rośnie wykładniczo wraz zµ przyµ-+ oo. 
Musimy wobec tego wprowadzić dodatkowe założenia. 

TWIERDZENIE 2. Jeżeli metoda (1.3), (1.4)jest wypukła oraz warunki: 

(2.4) LO ~-L <O, ri ~O, o~ ljl~J 

sq spełnione w zbiorze QT, to jest ona punktowo- i krokowa-stabilna i zachodzi oszacowa-
nie 

(2.5) 1,MI~ ~ (1-(1-kLf I. 

Założenia (2.4) będą spełnione, jeśli Dj"< O i wszystkie cxf ~O. 
Do wód. Posłużymy się pomocniczą nierównością 

(2.6) S"'+ 1 S"' ----- ~-LS"' + c:-J.l k ~ .. v ' 

µ 
którą spełnia funkcja sµ = ~L [ 1 - (1 - kl)"' I (łatwo to sprawdzić przez indukcję). Do-

wód nierówności (2.5) prowadzimy podobnie jak w twierdzeniu 1. Mamy ,om = sO, czyli 

spełniona jest nierówność początkowa 1,om I~ sO. Z równania (1 .8) otrzymujemy: 

J 
Ir 1 + M I ~ 1,M I (I + kl o + ~ pO) + * L (hLi + pi) 1,M +i I + k cµ, 

ljl= 1 

a z nierówności (2.6) mamy: 

J J 
k k"\' ~ sµ + 1 ~ sµ ( 1 - kl + Ti P0 > + h L_, (hLi + pi) sµ - k L.J Li sµ + k c µ. 

ljl=l ljl=I 

Odejmując stronami otrzymane nierówności i korzystając z założenia indukcyjnego 
1,N I ~ Sµ, otrzymujemy 

z czego wynika nierówność (2.5). 
Stosując takie same oznaczenia jak w dbwodzic twierdzenia I otrzymujemy 

r(h) .s-1 = O(h-1 ), 

czyli metoda nasza jest punktowo stabilna. Stabilność krokowa wynika z nierówności (2.5), 
gdyż 
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czyli błąd przybliżenia jest dla każdegoµ tego samego rzędu co błąd metody, a więc nie 
rośnie wykładniczo. W ten sposób zakończony został dowód twierdzenia 2. 

Jak zauważyliśmy już wcześniej, może się ?'.darzyć, że dla metody wypukłej błąd ,M 
dąży wykładniczo do nieskończonośc~z µ.Jeśli jednak rozwiązanie zagadnienia 

.(1.1 ), (1.2) rośnie wykładniczo wraz z t, to błąd względny ,M (vMr1 może być niewielki. 
Z drugiej strony, krokowa stabilność nie zabezpiecza przed wykładniczym wzrostem błę­
du względnego w ustalonym punkcie (por. [2], str. 205). 

3. Powyżsże metody dowodzenia zbieżności i podawania oszacowań błędu można 
przenieść na równania drugiego rzędu, z tym że wówczas wyrażenia Pi mogą być postaci 
O(h- 1 ) . Podamy teraz przykłady stosowania twierdzeń 1 i 2 do różnych metod różnico­
wych. 

Łatwo zauważyć , że założenia H w pracach (3 ]-[ 5] zapewniają spełnienie założeń 
twie.rdzenia 1, więc oszacowania otrzymane w tych pracach dostajemy jako bezpośrednie 
wnioski. Również oszacowanie z twierdzenia T w pracy [ 1] wynika z naszego twierdzenia. 

Podamy teraz zastosowanie twierdzenia 2 do metod różnicowych rozpatrywanych 
w pracach [3]-[5], gdy pochodnaDj'jest ujemna. 

3.1. Rozważać będziemy równanie różniczkowe 

(3.1) 

Szukamy rozwiązania równania (3.1) w zbiorze Q, spełniającego warunki: 

(3.2) u(O, x) = <P(x), dla X . = 0 (i = 1, ... , p ), 
l 

gdzie x; = (x 1 , ... , xi-l; O, X;+ 1, ... , xp) . 

Stosujemy metodę różnicową 

vl+M _ vM 
k = f(tµ, xm, VM, VMt:i), 

(3.3) 
v0m = <P(xm), · 1/4 = !p.(t'1', xm) dla m . =O 

l l 
(i= 1, .. . ' p), 

gdzie vM 6 oznacza wektor p-wymiarowy o współrzędnych 

Przez j rozumiemy wielowskaźnik j , ... , j , którego wszystkie współrzędne są równe 
rl 1 p 

zero za. wyjątkiem j-tej. 
Przyjmujemy następujące 
ZAŁOŻENIA H'. 
(i) Funkcja[(!, X, U, q) występująca po prawej stronie równania (3.1) jest klasy C1 

w zbiorze ·Q. 
(ii) IŚtnieje stała L <O a ki h są tak dobrane, że 

(3.4) Dj'~-L. (i= 1, ... , p), 
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(3.5) „ 
p 

1 + _hk "' D f + k D f ~O. L,; q. u 
i= 1 l 

(iii) Funkcja u(t, x), klasy ci w Q,jest rozwiązaniem równania (3.1) spełniającym 
warunki (3.2). 

83 

TWIERDZENIE 3. Przy założeniach H' metoda (3.3) jest punktowo- i krokowo-stabil-
na. 

Do wód. Korzystając z twierdzenia o wartości średniej otrzymujemy (por. [3]): 

r 1 + M = ,M ( 1 + k D ,/ + !_ L D f )- ! L D f ,M +i + k rt1. 
. h l;l=l qi h 1;1=1 qi . 

Z założeń (ii) wynika teraz spełnienie założeń twierdzenia 2, co kończy dowód. 
3.2. Dla równania różniczkowego 

(3.6) 

gdzie D 2 u = (D2 u, ... , D 2 u), rozpatrujemy następujące zagadnienia graniczne w zbio-x Xi Xp rze Q 

(3.7) 
u(O, x) = 1,0(x), 

(i= 1, ... ' p), 

gdzie x; jest określone jak w 3.1 a x;' = (x 1 , ... , xi-l' a, X;+ 1, ... , xp), oraz 

(3.8) u(O, x) = 1,0(x), D u =O X; dla X; = O lub X; = a 

Do rozwiązania zagadnienfa (3.6), (3.7) stosujemy metodę różnicową: 

(3.9) 

(3.10) 

dla 

(i=l, ... ,p). 

podaną w pracy [ 4]. Wyrażenia vM 6 , ~fD oznaczają odpowiednio wektory o współrzęd­
nych 

Do rozwiązania zagadnienia (3.6), (3.8) stosujemy metodę różnicową zadaP~ równaniem 
(3.9) i warunkami: 
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(3.11) 
dla mi= O, 

dla 

gdzie wielowskaźnik i określony jest tak samo jak poprzedni<> j. 
Warunki (3.11) definiują wartości rozwiązania równania różnicowego w dodatkowych 

punktach sieci leżących poza zbioremQ i umożliwiają wyznaczanie wartości rozwiązania 
na brzegu zbioru Q. W pracy [5] wykazano, że dla rozwiązania u(t, x), klasy C2 w Q, za-
chodzi zgodność metody (3.9), (3.11) z zagadnieniem (3.6), (3.8) również na brzegu zbio-
ru Q. 

Ponieważ równanie (3 .9) jest wspólne dla obu zagadnień więc zagadnienie stabilności 
rozpatrywać będziemy łącznie dla obu metod. 

Przyjmujemy następujące 
ZAŁOŻENIA H". 
(i) Funkcjaf(t, X, U, q, w) jest klasy C 1 dla (t, x) € Q, u€ R 1 ' q €RP, w€ RP . 
(ii) Istnieją stałe dodatnie L, I', g, G takie, że 

(3.12) ID [l~I'. 
'li 

(iii) k i h są tak dobrane, że zachodzą nierówności 

(3.13) 

(3.14) 

g r 
---;;i:o h 2 , 

2k p 
1 + kD,J- h2 L Dwf;;i:O. 

i= 1 l 

(i= 1, . .. , pf 

(iv) Funkcja u(t, x) jest rozwiązaniem równania (3.6), spełniającym warunki {3.7) 
{lub warunki (3.8)) i jest klasy C7 w zbiorze Q. 

TWIERDZENIE 4. Jeżeli spełnione sq założenia H"~ to metoda różnicowa (3.9), (3.10) 
(lub (3 .9), (3.11)) jest punktowo- i krokowa-stabilna. 

Do wód. Stosując twierdzenie o wartości średniej otrzymamy (por. [4] i [5]): 

rl+M = ,.M( 1 + kD,J- ~~ L Dwf)+ 
ljl= 1 I 

+ L ( ~Dqf + ~ Dw.f),.M+j + 
ljl= 1 I I 

+ L (- 2~D f + ffi Dwf),.M-j + krf1. 
ljl=l ą/ I 

Z założeń (ii) oraz (iii) wynika spełnienie założeń twierdzenia 2, co kończy dowód. 
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