ROCZNIKI POLSKIEGO TOWARZYSTWA MATEMATYCZNEGO
SERIA III: MATEMATYKA STOSOWANA 1V (1975)

G. HOBOT i M. STEFANCZYK (Lublin) -

Praktyka oszacowan bledow wartosci wlasnych
operatoréw rozniczkowych znajdowanych metoda réznicowa
sprzezona z QR-algorytmem

1. Postawienie zadania. Bedziemy rozpatrywac operator liniowy, samosprz¢Zony, rze-
du 2-go, typu eliptycznego postaci:

(1.1) Lu=i i(a-al —au
i=13xi i ox; ’

gdzie al.(x),A a(x) — dane funkgcje, a;(x) >0, a(x)>0,x =(x;, -.., xm), u=u(xy, ..., x,).
Dla operatora L stawiamy nastgpujgce zadanie: szukamy ticzb A takich, Ze istnieje nie-

zerowe rozwigzanie réwnania:

(1.2) Lu(x) + Mo{x) u(x) =0, xeD,

(1.3) lu(x) =0, x €9D,

gdzie D — m-wymiarowy obszar a 0D oznacza brzeg tego obszaru, p(x) > 0—zadana funkqa l
oznacza operator warunkéw brzegowych jednego z trzech typow
(14) Lu=u — lyu =%;—,, lyu = g: ke,
gdzie # — wektor normalny do dD skierowany do wnetrza obszaru, k(x) > 0, z géry zadana
funkcja.
Tak postawiony problem nazywamy problemem wtasnym dla operatora L, a A — warto-
Sciag wlasng zadania (1.2)—(1.3). -
Zadania na wartosci wtasne dla operatoréw typu (1.1) mozna rozwigzywa¢ doktadnie
tylko w nielicznych przypadkach. Z metod przyblizonych czesto stosowana jest metoda réz-
nicowa ze wzgledu na swoja prostote. .

2. Zadanie roznicowe sprzezone z (1.2)—(1.3). Wprowadzamy w obszarze D siatke D,
0 brzegu 3D,,. Zastgpujemy operatory L, ! wystepujace w (1.2)—(1.3) odpowiednio operato-
rami réznicowymi L, , I, i przechodzimy do nast¢pujacego zadania roZnicowego:

@.1) L, u"®) +Nph@utP)=0, PeD,,
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2.2) lu,(P)=0, PedD,.

Operatory L, il, otrzymamy z L il zastepujac np. wyraZenia réZniczkowe odpowied-
nimi wyrazeniami réZnicowymi. ) ’

Niech D, zawiera N, weztow. Wezly te oznaczmy kolejno przez Py, P,, ..., PNh.

Wtedy dowolna funkcja siatkowa U(P) zdefiniowana dla kazdego P € D, moze by¢-przed-
stawiona jako wektor kolumnowy o wymiarze N, tzn.

(23) U=@"®,), " @®,), ..., u" (PNh))T.

Po wprowadzeniu tego oznaczenia, mozna problem (2.1)—(2.2) zapisa¢ inaczej w postaci

(2.4) A-NBU=0,

gdzie A jest macierzg rz¢du N, a B jest macierza diagonalng o elementach p(P,.). Macierz 4
jest symetryczna lub nie w zaleznosci od sposobu aproksymacji L przez L, i od rodzaju

warunkéw brzegowych. Zilustrujemy to w przypadku m = 1.
Dane jest réwnanie

2.5 ad;(a,(x)%)— a(x)u = Au
z warunkami
(2.6) u@) =u(@=0.

Wprowadzamy siatke S, ={x,: x, = kh, h = l/n, k = 1 (1) n}, n—iloéé podprzedziatéw
. h k k .

na ktére zostal podzielony przedziat <0, 1>. Jesli zastapimy (2.5)—(2.6) schematem
postaci:

@7),  ala G +0.5K)u ey + ) — [ayGry + 0.5R) + 2, (xy, — 0.5R)] ulry) +
+a,05, — 0.5h)ulx, — B —a(e)ulx) = Nulx,)
da  k=1()n-1,
(2.8) u(xo) =ulx,)=0,

wolwczas macierz 4 w zadaniu (2.4) bedzie symetryczna a B bedzie macierza jednostkowa.
Macierz A nie bedzie symetryczna jesli zastapimy (2.5)—(2.6) schematem:

2.9) 'hl—z{'al(xk + h)u(xk +h) — [a,(xk +h)+ a!(xk)l u(xk) +

ta, O )uley - h)} —alx ulx,)= ?\hu(xk) dla k=1({)n-1.
(2.10) ulxg) =ulx,)=0.

Inne sposoby przejscia od zadaﬁia (1.2)—(1.3) do (2.1)—(2.2) s3 opisane np. w [ 1], str.
359--400.
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3. Oszacowanie bledu metody. Wprowadzamy oznaczenia:
A, — k-ta warto$¢ wiasna zadania (1.2)—(1.3),

u; — k-ta funkcja wtasna odpowiadajaca wartosci wtasnej A, ,
7\2 — k-ta warto§¢ wiasna zadania réznicowego (2.1)—(2.2),

uz — k-ta funkcja whasna problemu (2.1)—(2.2) odpowiadajaca wartosci wiasnej M,
ktdrej wartosci okreslamy na dyskretnym zbiorze punktéw.
Réznice )xk — AZ nazywamy btedem metody.

Dodatkowo zatéimy, ze w zadaniu (1 .2)—(1 .3) dla kazdego x p(x)=1ilu(x) = u(x).
Lokalny btad obcigcia aproksymacji L przez L, dla dostatecznie regularnej funkcji
¢(x) definiujemy nastepujgco:

(3.1) Rlo(P)]=LoP)—~L, o(P), PeD,.
Keller w [3] wykazat nastgpujace twierdzenie: Jesli D, + dD, i operator L , postaci
(32) Lyu'® = > aP@)u"@Q)
QeD h +aD h

spetniajg warunki:
(3.3) D, CD, 8D, CaD,

(3.4) a(P, Q) =a(Q, P) dla kaidego P, Q € D,

to dla kazdej wartosci wiasnej A, problemu (1.2)—(1.3) istnieje warto$¢ wtasna )\2 zagad-
nienia (2.1)—(2.2) taka, ze

IR[u, 10,
Iluk I,

’

h
(.5) I, - N <

gdzie lu I, =/ > uf(P).

PeD h

Oszacowanie (3.5) jest mato przydatne w praktyce ze wzgledu na to, ze tylko nielicz-
ne zadania réznicowe (2.1)—(2.2) prowadza do macierzy symetrycznej A = (a ij) w(2.4).
Ponadto zostato ono otrzymane dla bardzo szczegblnego zadania, w ktérym rozpatruje
si¢ warunki brzegowe typu zerowania si¢ rozwiazania na brzegu.

Wad tych nie ma oszacowanie btedu wartosci wtasnych podane przez Ljaszenko
w [4].

Rozpatrywal on problem wtasny (1.2)—(1.3).

Niech aﬁh oznacza zbidr weziéw D, takich, ze operator L, w tych punktach obejmu-

je wezly z oD, .S, — operator réznicowy, ktdrego postac zalezy od I, . Wowczas

(B6) A —N = luhi? [‘P%h Ru,(P]ul(p) + ’ ezaﬁh S, lu, (P1uiP)],
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gdzie

Lk 12= uh, iy = 5 pu®)u @),
PeDh £

p — tzw. funkcja wagowa.

W szczegblnosci, jezeli warunki brzegowe sg 1-szego rodzaju, tzn. u(P) = 0 dla Pe oD,
wtedy po prawej stronie (3.6) nie wystepuje 2-gi sktadnik.

Oszacowanie (3.6) jest wygodne, bo obejmuje przypadek aproksymacji obszaru D nie
tylko siatkami prostokatnymi ale takze szeSciokatnymi i tréjkatnymi, Ponadto, w rozpa-
trywanym zadaniu wtasnym, zostaly uwzglednione warunki brzegowe 2-go i 3-go rodzaju.

4. Meteda rozwiazywania zadania algebraicznego (2.4) za pomoca QR-algorytmu i
btad wytworzony. Zadanie (2.1)—(2.2), sprowadzone do postaci (2.4), jest zagadnieniem
z algebry liniowej obliczania wartosci i wektordw wiasnych macierzy. Do rozwiazania tego
zadania mozna stosowaé QR-algorytm ([5], [6], [7]) dla dowolnych macierzy rzeczywi-
stych. W pracach tych podane sa gotowe procedury w jezyku Algol-60. QR-algorytm opar-
ty jest na rozktadzie ortogonalno-tréjkatnym z przesunigciami zastosowanym-do macierzy
Hessenberga. Wyznaczanie wartosci wtasnych metoda QR a nastgpnie odpowiadajacych
im wektoréw wtasnych jest bardzo dobrze numerycznie stabilne. Z tego wzgledu algorytm
ten polecany jest do rozwiazywania zadan typu (2.4).

Niech 7\2 oznacza k-ta warto$¢ wlasng otrzymang za pomoca QR-algorytmu. Na ogét
Sh £k '
A N . '

Réznice 7\2 — 7\2 nazywamy bledem wytworzonym przez dany algorytm znajdowania

wartosci wtasnych, np. przez QR-algorytm.
Oszacowanie btedu wytworzonego mozna podaé np. w przypadku, gdy macierz 4 w za-
daniu (2.4) ma pojedyricze wartosci wtasne A, , A,, ..., A, (patrz [8], str. 528). Jesli
Xy, X3, ..., X, oznaczajg wektory wlasne nalezace odpowiednio do wartosci wiasnych
As Ay s Njayys Yy, - Y, — lewe wektory whasne, tzn. rozwigzania uktadu réwnan

@.1) yT4 = ayT,

a ponadto F jest macierza zaburzeni dla 4, to przy zatozeniu, Ze pomijamy wszystkie iloczy-
ny zaburzen, mamy

T

s

T
by x; !
gdzie I -l — norma Euklidesowa.

Dla QR-algorytmu, w pracy [5] podane jest oszacowanie dla I Ell,, postaci
4.3) IEN, <K machepsnpllAll,,

gdzie K — stata rzedu jednosci, macheps — najmniejsza liczba dodatnia w maszynie taka, Ze
macheps + 1 # 1, p — ilo§¢ iteracji w QR-algorytmie, n — wymiar macierzy A.
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W praktyce p nie przekracza 2n i dlatego prawa strona w (4.3) jest wielkoscig rz¢du
2miacheps n? | 411, . Dla maszyny cyfrowej Odra 1204 macheps = 1.46-1072.

5. Przyklady numeryczne. Oszacowania podane w § 3 zilustrowane zostana w przypad-
ku m = 1. Do eksperymentéw uzyto zagadnient wtasnych rz¢du 2-go postaci:

5.1) —u" +a,(x)u=2nuy,
5 | u(©0) =u(®) =0,

przy czym funkcja a, (x) byta tak dobrana, aby znane byty rozwiazania doktadne tych za-
gadnien, tzn. wartosci i funkcje wtasne.
W przedziale €0, 1) wprowadzamy siatke

(5.3) S, ={x; x;=ih, i=0(1)n, h=1/n}.

Zadanie r6zniczkowe (5.1)—(5.2) sprowadzane byto do zadania réznicowego jednej z dwéch
postaci:

—uh(xiﬂ) + 2uh(xl.) —uh(xi_l)

(54) W +a,(x) uh(xi) = Xhuh(xi)
| dla i=1(1)n-1,
(5.5) uh(xy) = ul(x,) = 0-
lub
P + 2 e ) — P
. h(f’) 0 e e) = Ve,

u (xl+2) 16uh(xl+1) + 30uh(x ) — 16uh(xl Dt uh(xl 2)

(5.6) oY
+a,(x) u"(xi) = )\huh(xi) dla i=21)n-2,
_h +2 h _ . h | .
u'(x,) + 2u (?f,;l;l) u'(x, _,) ot )W )=V ),

5.7 ‘ ul(x,) = uh(x ) = 0.

Dla zadania ro’inicowego (5.4)—(5.5), mamy

(58)  Rlu(x)) =75 uw(x,-) +0(0*) =

2
= % {la)(x) + (@, (x) =N Tulx) + 24, (x) u'(x)} + O(Y),

adla (5.6)—(5.7)
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(59  RluGx)]= ’1'—; uVix) + 0(n*) =

2
= %{["’1’(3‘,‘) +(a,(x) — N ux) + 24| (xi)u'(xi)} + 0(H*)
da  i=1,n-1,

RluGe)] =550V} + 001°) =

= Z—:, {[alnv(xi) + 7ay(x) (a, (x,-)‘— N+ (@, () = NP +4a,2(x)] ulx) +
+ [4a)"(x) + 6 (x)) (@, (x) — ] W'(x)}+0(®) da i=2(1)n-2.

Przy eksperymentach numerycznych odrzucamy w R [u(x;)] sktadniki O(h*) i wyisze.
W wyrazeniach wystepujacych po prawych stronach oszacowan podanychw § 3Aiu
zastepujemy warto§ciami A i 4 otrzymanymi z QR-algorytmu, réwnocze$nie przyjmujac

h (s
(5.10) u'(x,-)zu (x'”')Zhu o) dla i=1(1)n-1.

Prawe strony w oszacowaniach z § 3 mozna przedstawic¢ jako hP tl/()xk, up, u;c, uz)

W opisanych metodach dla wartosci wasnych mamy oszacowanie A, — )\z = 0(hP)
i podobnie dla funkcji wtasnych u, — u’,; = O(hP). Wtedy

R Y

p—1
5 +0MHP™)

! —
up(x;) =
i

h h
' upiay) 10 y) -
(5.11) hPY(Ny w, uZ)=h”wé\’,:, uf, =, up |+ OGP~ Y).

Obliczenia przeprowadzono na emc Odra-1204.

Do rozwigzania zadania (5.4)—(5.5) i (5.6)—(5.7) uzyto procedury QR-algorytmu po-
danej w [2], ktéra zostata oparta na procedurach z prac [5]—[7]. Dla (5.4)—(5.5) macierz
A w (2.4) jest symetryczna a dla (5.6)—(5.7) — niesymetryczna, dlatego w 1-szym przypad-
ku byto stosowane oszacowanie (3.5) i (3.6) a w 2-gim (3.6).

| -u" =y,
u(0) =u(l)=0.
Rozwiazanie doktadne: A, = km?, k=1,2,...
uy(x) = sinknx.

Wyniki obliczeri dla réznych wartosci n i dla najmniejszej wartosci wtasnej A, = 9.8696044
zostang podane w tabelach ponizej.
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Schemat (5.4)—(5.5). W tym przypadku oszacowanie (3.5) jest identyczne z (3.6).

TABELA 5.1
n oszacowanie (3.5) btad wytworzony z (4.2) A - A}l'

8 0.122987,040 0.102666040-5 0.1262,0+0
10 0.795887;0~-1 0.2690805,0-5 0.8090,0~-1
16 0.31465240-1 0.2094520,0-4 0.316740-1
18 0.20193740-1 0.3516317,0-4 0.2028;0-1

Schemat (5.6)—(5.7).
TABELA 5.2
n oszacowanie (3.6) btad wytworzony z (4.2) A - 7\’1'

8 -0.137620,0-1 0.119756,9-6 0.1318;9-1
10 ~0.463961;0-2 0.29218740-6 0.4623,0-2
15 -0.567871,0-3 0.14785210~5 0.6910,0-3

NI
I " (0 5—025>u-Au,
. sm
u(0) = u(m =0.

1,2,...
u(x) =+ sinx Pg) (cosx),

gdzie P,'c(x) — tzw. dotaczone funkcje Legendre’a 1-szego rodzaju. Wyniki obliczen zostang

Rozwigzanie doktadne: A, = k(k+1), k=

podane dla najmniejszej wartosci wiasnej A, = 2.
Schematréznicowy (54)—(5.5).

TABELA 5.3
n oszacowanie (3.6) oszacowanie (3.5) biyd \sz\\;(;rzony A - A’l'
8 0.654258,0—-1 0.23551540+0 0.855726410-7 0.60520-1
10 0.433140,9-1 0.113801;0+0 0.233157 106 0.4049,0-1
16 0.180737,0~1 0.100425 10 +0 0.192406,0-5 0.172040-1
Schematrdéznicowy (5.6)—(5.7).
TABELA 5.4
n oszacowanie (3.6) btad wytworzony z (4.2) A - )\’l'
8 0.213014,9~1 0.166801 ;97 0.157510-1
10 0.13873640-1 0.406973,0-7 0.9899,0-2
16 0.561949,0-2 0.205961,0—6 0.3941,0-2
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W podanych przyktadach obliczenia byty przeprowadzone dla najmniejszych wartosci
wlasnych ze wzglzdu na to, Ze w metodzie réznicowej 53 one obliczane najdok{adniei
W przypadku zagadnienia wtasnego I te uproszczone oszacowania (odrzucamy O (h* ) lub
O(h®) we wzorach na R[uk]) daja dla w1¢kszych n prawie doktadnie réznice A, — )\
(tabele 5.1 5.2).

Z tabeli 5.3 widaé wyraZnie, ze oszacowanie (3.6) jest doktadniejsze od (3.5). Ponadto
jest ono wygodniejsze takze dlatego, Ze macierz A w (2.4) nie musi by¢ symetryczna i daje
ono wieksza swobodg jesli chodzi o posta¢ warunkéw brzegowych.

—Przy wzroscie n btad metody maleje a btad wytworzony rosnie. Dla zadan, ktére moz-
na rozwiagzywaé na emc Odra 1204 (bez pamigci zewnetrznej), n jest rzedu 30 i btad wy-
tworzony dla takich n stosunkowo mato wptywa na catkowite oszacowanie.
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