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Plany uko$ne dla procesu dwumianowego

1. Wstep. Rozwazmy bladzenie losowe polegajace na niezaleznych przesunigciach
o jednostke, w prawo z prawdopodobienstwem p i w gore, z prawdopodobiefistwem
g = 1—p, na zbiorze punktéw o wspdlrzgdnych catkowitych na plaszczyznie (x, y).
Bladzenie rozpoczyna si¢ od poczatku uktadu wspdirzednych, tzn. od punktu (0, 0).
Bedziemy wiec rozwazaé dyskretne chwile 0, 1, 2, ... i zapisywa¢ wspéirzedne tra-
jektorii w tych chwilach w postaci

Xo=0,0), X;=x,y), Xz=(x2,)2),
Proces jest realizowany zgodnie z pewna regulg stopu; regula stopu bedzie w na-
szym przypadku zmienna losowa 7 przyjmujaca tylko wartosci catkowite nieujemne
i taka, ze zdarzenie {7 = n} jest mierzalne wzgledem o-algebry, generowanej przez
zmienne losowe X,, X, ..., X, dla kazdej catkowitej wartosci n.
Zadaniem naszym bedzie oszacowanie parametru Q = g(p), w przypadku gdy
p jest nieznane. Znajdziemy pewna klas¢ optymalnych planéw sekwencyjnych tego
parametru. Pokazemy mianowicie, ze regula stopu zdefiniowana jako chwila pierw-
szego wejscia do zbioru

p=ewniy=oen),

gdzie k, s sa liczbami naturalnymi, wyznacza optymalny plan sekwencyjny i podamy
niektore wlasnosci takiego planu.

2. Okreslenia i podstawowe zaleznoSci

DEFINICJA 1. Niech 7 bedzie regula stopu. Funkcje f; = f(X,, 7) bedziemy nazy-
wal estymatorem parametru Q = g(p).

Estymator f, nazywa si¢ estymatorem nieobcigzonym, jezeli E,(f;) = g(p), gdzie
E,(f,) jest wartoscia oczekiwana estymatora f, dla danego 7 i p.

DEFINICIJA 2. Planem sekwencyjnym bedziemy nazywaé tréjke (7, g,f;) sklada-
jaca si¢ z reguly stopu 7, funkcji g(p) i jej nieobciazonego estymatora f,.

Niech 4 bedzie ustalonym zbiorem warto$ci parametru p. Plan sekwencyjny S
jest domkniety dla A, jezeli dla kazdego p € 4 P(z < o0) = 1. W przysziosci zbidr A4
bedzie ustalonym przedzialem (a, b).

Wsréd wszystkich planéw S wyszczegdlniamy klasg plandw pierwszego wejscia.
Plan pierwszego wejscia okreslony jest za pomoca zbioru brzegowego B, do ktdrego
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wchodzac trajektoria zatrzymuje sig. Tylko takie plany bedziemy rozpatrywaé.
Punkty zbioru B nazywamy punktami brzegowymi. Punkt nazywa sie przejsciowy,
jesli trajektoria wychodzac z poczatku ukladu wspétrzednych moze go osiagnaé
i wyj§¢ z niego z dodatnim prawdopodobienistwem. Punktami nieosiggalnymi nazy-
wamy punkty, ktére nie sa ani przej§ciowymi, ani brzegowymi.

Estymacji sekwencyjnej dla procesu dwumianowego pos$wigcono w literaturze
duzo uwagi (np. [1], [2], [3], rozdzial 12, [5], [6]).

Niech A (X.) oznacza liczb¢ réznych trajektorii wychodzacych z poczatku
uktadu wspoétrzednych i osiggajacych po raz pierwszy zbidr B w punkcie X, = (x;, y.).
Wtedy prawdopodobienstwo osiagnigcia tego punktu wynosi

f(Xt)px'qu'
Zatem plan S pierwszego wejscia jest domknigty dla wartosci p €<a, b), 0 < a <
< b < 1, jezeli zachodzi réwnosé
) D HXyprege =1 dla peda, by
X,€B

Bedziemy rozwazaé jedynie takie plany sekwencyjne, dla ktérych: (a) szereg

@ B, (1) = ). A (X)prgrs

X,eB
jest jednostajnie zbiezny w kazdym domknietym przedziale warto$ci p zawartym
w <a, by, oraz (b) dla kazdego rozwazanego estymatora f, szereg

3) g(p) = E,(f) = XZGBf,%(XT)pxrqyr

mozna rézniczkowaé wyraz po wyrazie w przedziale {(a, b).
Pewne wazne i dobrze znane (patrz [2]) wlasno$ci wynikajace z powyzszych
zalozen podaje nastepujgce
TWIERDZENIE 1. Przy podanych powyzej zalozeniach, dla kazdego planu sekwen-
cyjnego (7, g, o)
(A) E,(x2), E,(3?) i Ep(x,y,) istniejq i co najwyzej réwne sq wartosci E,(7?);
(B) wielkosci x,, y, i t, traktowane jako estymatory, spelniaja warunek (b);
(C) zachodzq nastepujgce tozsamosci:

“ qEp(x,) = pE, (30,

©) E,(y:) = gE,(7),

6 E,(gx.—py:)* = pqE,(7),

(7 E,[(9x.—py) fi] = pag'(p);
(D) zachodzi nieréwnosé

®) D) > HEEL,

gdzie DZ(f,) oznacza wariancje estymatora f,.
DEeFINICIA 3. Plan sekwencyjny (=, g, f,) nazywamy cfektywnym w punkcie p = p,,
jesli w nierdwnosci (8) zachodzi réwnos¢ dla p = p,. Estymator f, nazywa sig
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wtedy efektywnym w punkcie p = po, a funkcja g(p) jest efektywnie estymowalna
w tym punkcie.

DEerINICIA 4. Plan sekwencyjny (7, g, f;) nazywa si¢ efektywnym, jeSli jest efek-
tywny dla kazdej wartosci p € {a, b). Estymator f; nazywa si¢ wtedy efektywnym,
a funkcja g(p) jest efektywnie estymowalna.

3. Plany ukoSne

DEFINICJA 5. Plan sekwencyjny nazywa si¢ ukosnym, jezeli dla pewnego k = 1,2,...
i pewnego s = 1,2, ... zbidr brzegowy B okreSlony jest nastgpujaco:

©) 5=ty =L e-n)
lub
(10) B= {(x,y): x = —;—(y—k)}.

Dla rozwazanego procesu dwumianowego znajdziemy prawdopodobienstwa
osiagniecia punktéw brzegowych zbioru B. Uwzgledniajac symetri¢ planéw okreslo-
nych przez (9) i'(10) wystarczy rozwazaé tylko jeden z tych plandéw. Obliczmy zatem
prawdopodobiefistwo pi; osiagnigcia po raz pierwszy przez trajektorie punktu

(x,y) = (k+sl, 1), lezacego na prostej y = —l—(x—k). Widaé, ze

(11 P = qup*+q,

gdzie g5, réwne jest liczbie réznych trajektorii wychodzacych z punktu (0, 0) i osia-
gajacych po raz pierwszy zbiér B w punkcie (k+s/,1) (patrz rys. 1). Zadanie spro-
wadza sie zatem do wyznaczenia liczby trajektorii ¢i;. Zauwazmy, Ze prawdziwy jest
zwigzek

(12) Dia = PDi_1,1F qPE4s,1-1-
\
.
T T T : : tl i Leeiy
T R I S I Y A O D oy=L-
N I/’+ $=9
Lol L1 GrskD T | =3
===~~~ T2 171 =3
I T T N R P~ i T B
- — =t — 4~ ——— oA
[ A T I T i R A R R
R TR VA TR OF- Y SN U S Y
R = S R S B
) N AU 2t Y N I S E
k x
Rys. 1

Podstawiajac warto$é p§; ze wzoru (11) do wyrazenia (12) otrzymujemy nastgpujacy
zwiazek rekurencyjny dla gj;:
(13) Gkt = Q1,1 Ghpsi-1-
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Jak tatwo zauwazy¢,
(14) Gio =1
oraz
Gir = k.
Nastepnie, przewidujac rozwiazania gf; w postaci

s Ko Kt L+ aP ko
qr = 7

i uwzgledniajac zwiazek (13), otrzymujemy

(15) g = k(k+sl+1)(k+sl+12!)... [+ (s+1I-1] (=1,2..).

Rozwigzania (14) i (15) mozna przedstawi¢ w postaci wzoru

k (k+ (s+1)l)
1 = = ).
(16) W= e\ (=1,2,.)
Warto zwrdci¢ uwage, ze gdyby przyja¢ s = —1, to otrzymaliby$my plan okre-
$lony zbiorem brzegowym
B = {(x,y): x+y =k} (k ustalone, k = 1,2, ...),

zwany planem statym. Poniewaz v = x,+y;, wigc uwzgledniajac wzér (16) otrzy-
mujemy :

k
17 P(z = k) =(1)p""q‘ ((=0,1,..,k).
Podobnie, jesli przyja¢ s = 0, otrzymaliby$my plan okre$lony zbiorem brzegowym
B={(x,y): x=k} (k ustalone, k =1,2,..),

zwany planem odwrotnym, dla ktérego zgodnie z wzorem (16)

k+1- 1)

(18) P(x, = k) = ( P¢ (1=0,1,2,..).

)
Plany te byly badane przez wielu autoréw (patrz np. [1], [2]).

4. Efektywnosé¢ planéw ukosnych. Podobnie jak w pracy [4] dowodzi sig, zc dla
p € (s/(s+1), 1> plan jest domkniety i istnieja momenty E,(cYiE,()(m=1,2,..).
Dalej bedziemy zaktadali, ze p € (s/(s+1), 1.

Zauwazmy, ze w szczegélnym przypadku, gdy f, = 7, tozsamo$¢ (7) sprowadza
si¢ do postaci
19) E,[(9x:—py:)7] = pqE,(7),
gdzie prim oznacza pochodna wzglgdem parametru p. Teraz, biorac pod uwage
(5), (6)i (19), otrzymujemy

1 2p
(20) mm=;%mn§ﬂw+§mm
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Z drugiej strony, ze wzoru (11) i z warunku domknigtosci planu uko$nego, otrzy-
mujemy

@) > quptriq = 1.
=0

Roézniczkujac szereg (21) wyraz po wyrazie wzgledem p otrzymujemy réwnanie

00 00
qupiszq—p) Z Ipiy = 0,
=0 1=0

czyli
gk
p—sq
Analogicznie, rozniczkujac po raz drugi szereg (21) wyraz po wyrazie oraz
uwzgledniajac (22), otrzymujemy wzor na drugi moment zmiennej losowej y,:

(22) E,(00) =

k*q? kpq
23 2 + .
@) B0) = Gomsayr ¥ =30
Stad
kpq
24 : DI (y) = ——=3-
( ) P (y ) (p_ sq)3
Wz6r (5) po uwzglednieniu (22) daje
k
25 Ey(7) = PR

Biorgc pod uwage (22) i (24), ze wzoru (20) otrzymujemy wyraZenie na wariancjg
zmiennej losowej 7:
kpq(s+1)*
(p—sq)* ~
Wykorzystujac otrzymane wzory udowodnimy, Ze plan uko$ny jest efektywny.
Przyjmijmy

26) Di(2) =

1
@ 80) == fo= g

Poniewaz

o 1< 1
E,(f:) = E Pl =—§ P = g(p),
! =k k = pP—5q

wigc estymator f, = t/k jest nieobcigzonym estymatorem funkcji g(p) = 1/(p—sq).
Ponadto, biorac pod uwage (26), otrzymujemy

z L pegy = 2AGHD
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Z drugiej strony,

pale'I* _ pg(s+1)°
Ep(7) k(p—sq)*”

a wigc zachodzi réwno$¢ w nieréwnosci (8). Zatem ukos$ny plan sekwencyjny jest
efektywny, funkcja efektywnie estymowalna jest g(p) = 1/(p—sq), a f, = t/k jest
jej efektywnym estymatorem.

Podobnie dla planu okres§lonego zbiorem brzegowym (10) dla p e <0,--;:—1-)

otrzymujemy ten sam wniosek przy g(p) = 1/(g—sp) i f, = t/k.

Oczywiscie, jezeli funkcja g(p) jest efektywnie estymowalna, to rowniez i funkcja
ag(p)+p jest efektywnie estymowalna.

De Groot udowodnit [2], ze gdy p €(0, 1), to plany stale i odwrotne s jedynymi
efektywnymi planami sekwencyjnymi. Jesli opusci¢ zalozenie p €(0, 1) i przyjaé, ze
p nalezy do mniejszego przedziatu (a, b) zawartego w {0, }) badz (%, 1), to jedynymi
planami efektywnymi sg plany stale, odwrotne i ukosne. Wérdéd ukosnych tylko te

plany sg efektywne, dla ktdérych przedzial {a, b> miesci si¢ w przedziale <O, T—llT\)

badz odpowiednio w przedziale (_s%f , 1>.

5. Okreslenie planéw pierwszego wejScia poprzez warunki nalozone na regule
stopu. Okazuje si¢, Ze typ planu pierwszego wejscia moze byé okreslony poprzez
dos¢ stabe warunki natozone na regule stopu 7 dla ustalonej wartosci parametru
p €{a, by. Tak jest np. dla planu odwrotnego (patrz [3], tw. 12.2.9) i dla planu
ukosnego.

Podamy teraz pewne wykorzystywane dalej zaleznosci. Ze wzoru (19), uwzgled-
niajgc zwiazek x, +y, = 7, otrzymuje si¢

(28) E,(7y:) = E,(r)~pgE,(v),

a ze wzorow (6) i (28) mamy zalezno$é

(29) E,(37) = ¢°Ep(z¥) +pgE, (1) —2pg* E, (7).
Zachodzi nastepujace

TWIERDZENIE 2. Jesli dla planu sekwencyjnego (T, g, f.) pierwszego wejscia bez

punktow nieosiqgalnych, domknietego w otoczeniu ustalonej wartosci p € (-;i~l—,1> ,
zachodzq nastepujgce warunki
k
p—sq’
k(s+1)
(p—s9)*°

(30) Ey(7) = -

31) E,(7) =
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kpq(s+1)* +k*(p—sq)
(p—sq)®
dla k> 1,s > 1, to wéwczas plan ten jest planem ukosnym o zbiorze brzegowym
okreslonym przez wzér (9).
Dowo6d. Wprowadzimy nowa zmienng losowa

(32 E,(v*) <

(33) Ze = X~ Sy, = T—(s+ yr.

Stad, uwzgledniajac (5) i (30), otrzymujemy

(34) E,(z) = Ep()—(s+ DE,(3) = (p—sq)Ey(7) = k.
Pokazemy zatem teraz, ze

(35) D3(z) = 0.

W tym celu obliczmy najpierw E,(z2). Ze wzorow (33), (28) i (29) otrzymujemy
Ep(z?) = Ep(7)—2(s+ DE,(wp) + (s+ 1)’E,(37) =
= (p—59)°E,(v?)+pq (s +1)°E,(7) +2pq(s+ 1) (p— s)E,(7).
Po wykorzystaniu warunkéw (30), (31) 1 (32) mamy

kpg(s+1)* +k*(p—sq)—kpg(s+1)* _ ,»
pP—sq

(36) Ep(z2) <

Zatem, na mocy (34) i (36)
D2(z,) = E, (z2)—Ei(z,) < kK*—k* = 0,

co dowodzi réownosci (35). Wnioskujemy stad, ze brzeg planu lezy na prostej x—sy =
= k. Poniewaz w otoczeniu danego p plan ten jest domknigty, k i s musza by¢ liczbami
naturalnymi, co konczy dowodd twierdzenia.
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