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1. Tematyka badawcza. Prace naukowe Katedry Zastosowan Matematyki Aka-
demii Rolniczej w Lublinie, uprzednio noszacej tytul Katedry Statystyki Matema-
tycznej, wchodza w zakres statystyki matematycznej. Wskazuja na to nastgpujace
zagadnienia, ktére z braku miejsca oméwimy tylko pokrétce: 1. Regresja normalna,
2. Analiza wariancji i kowariancji, 3. Estymacja komponentéw wariancyjnych i ko-
wariancyjnych, 4. Uklady eksperymentalne, 5. Metody numeryczne, 6. Analiza wielu
zmiennych 1 7. Problematyka naukowo-dydaktyczna.

Prace maja charakter zaréwno teoretyczny, jak i aplikacyjny, uwarunkowany
wlasnymi badaniami i licznymi konsultacjami naukowymi. Dla przyktadu mozna
wymieni¢ wspdiprace z Instytutem Uprawy, Nawozenia i Gleboznawstwa w Putla-
wach, z Polskim Towarzystwem Biometrycznym we Wroclawiu, z Komitetem Ho-
dowli i Uprawy Roélin Polskiej Akademii Nauk w Warszawie, z Instytutem Tech-
nicznym Wojsk Lotniczych w Warszawie, z Instytutem Agro-Fizyki Polskiej Aka-
demii Nauk w Lublinie, z Instytutem Techniki Budowlanej w Warszawie, Akade-
miami Medycznymi w Lublinie, Krakowie i Bialymstoku, z Instytutami Akademii
Rolniczych calego kraju, z Centralnym Instytutem Weterynarii w Putawach itp. oraz
z wieloma instytutami zagranicznymi.

Zalaczona bibliografia obejmuje prace omowione badZ cytowane w niniejszym
przegladzie. '

2. Regresja normalna. W problemie weryfikacji hipotezy liniowej w teorii nor-
malnej regresji, ktérym interesowato si¢ od poczatku biezacego stulecia wielu sta-
tystykéw matematykow, uzyskano w Katedrze szereg wynikow. Rezultaty poczat-
kowe zawarte w trzech twierdzeniach (por. Oktaba [22] i [23]) dotyczg statego mo-
delu petnego rzedu. Rozszerzono je na staly model niepetnego rzedu (por. Oktaba
[49] i [52]) korzystajac z twierdzen C. R. Rao, z teorii najmniejszych kwadratéw
i z uogdlnionej macierzy odwrotnej G wprowadzonej przez Moore’a i Penrose.
Poza tym, przy uzyciu macierzy G udowodniono twierdzenie o podziale sumy kwa-
dratéw na sumy kwadratéw z pojedynczymi stopniami swobody oraz wyprowa-
dzono pewna posta¢ zmiennej losowej F metoda reparametryzacji w przypadku
klasyfikacji pojedynczej.
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Niektdre rezultaty w notacji macierzowej zestawione w twierdzeniach poprze-
dzamy nastepujacymi uwagami.

Niech £ oznacza staly model matematyczny
@.1) y=XB+e,

gdzie bledy eksperymentalne ey, e,, ..., e,, bedace wspdtrzednymi losowego wek-
tora kolumnowego e = e, maja niezalezne rozktady normalne ze §rednimi réwny-
nl

mi zeru i wspélng wariancja 2. Przypu$émy, ze ustalona macierz X = X (o n wier-
np

szach i p kolumnach) jest rzgdu r(X) = r < p < n, gdzie p jest liczbg wspdtrzgdnych
wierszowego wektora parametréow g’ = [f;, B,, ..., B,]. Wartosci oczekiwane wspét-
1

P
rzednych wektora losowego y, gdzie y' = [y, y2, ..., yu], stanowia wektor
in
2.2) €(y) = XB.
Z uwagi na niepelny rzad macierzy X, réwnania normalne
(2.3) Sp =Xy

zawieraja macierz osobliwa .§ = X'X, a wigc nie dajg jednoznacznego rozwigzania

na estymator [f
Jednoznaczna warto$é uzyskuja jedynie funkcje estymowalne

24 o=L B,

tj. funkcje parametrow f,, f,, ..., B, spetniajace warunek
(2.5) LH=L,

mp pp mp

gdzie H = GS jest macierza idempotentna, a G jest uogélniong macierza odwrotng
macierzy S, tj. macierza spetniajaca relacje
(2.6) SGS=S i GSG=4G.

TWIERDZENIE 2.1. Niech w modelu £ postaci y = Xp+e = X,;y+X,0+e praw-
dziwa bedzie hipoteza
(o)) ' Ly= ¢,
gdzie L = L rly=m<a, y = y = [B1, B2s ---» Bal Jest podwektorem wektora
B = [f = [y 1, @, jest wektorem o m wspdirzednych i X =1[X, ! X, ]

la t,p—a np na  np—a
Wtedy zmienna losowa

(Ly — o) (LG L) ' (Ly— ¢o) | y'y—(Xy)G(Xy)
m n—r

(2.8) F=

ma rozklad F z m i n—r stopniami swobody, gdzie

A

== [a] GX'y+(H-I)z

A

rl
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jest estymatorem parametru B, Gy, = G, — podmacierzq macierzy G = G =
aa

pp
Gll G12 . 7. e . ’
=16,, G, ktora jest uogdlnionq macierzq odwrotnqg wobec S = X'X; H = GS

a z jest dowolnym wektorem. Liniowe funkcje Ly sq estymowalne, gdy
(2.9) LH,, =L i LH,=0,
gdzie

H,=H H,=H H=p= | e
11 = a;l: 12 _a,p—lj oraz —pp— H,, H,,|

W przypadku modelu peinego rzgdu udowodniono odpowiednie twierdzenie
(por. Oktaba [29]).

TWIERDZENIE 2.2. Niech dla modelu £2 postaci y = X, y+X,5+e s liniowych

nl na al
funkcji estymowalnych Ly (i = 1,2, ...,5) spelnia wzajemnie ortogonalne warunki

(2.10) LG, Li=0 (i#j;i,j=12,..,5),

gdzie macierz G, jest zdefiniowana w twierdzeniu 2.1. Wtedy suma kwadratéw dla
hipotezy estymowalnej :

L y=0, gdzie L=1[L,: L,: .. : L] i r(l)=s<a,

sa at

Jest sumq s sum kwadratéw z pojedynczymi stopniami swobody

A P, (L)
2.11 Lyy' (LG, L) (Ly) = —_ .
@1 (L3 (LG, L) (L7) \ XN

Ze wzoru (2.11) mozna korzysta¢ w analizie wariancji.

TWIERDZENIE 2.3. Przy zalozeniach modelu 2 oraz przy estymowalnych restryk-
cjach
(2.12) MB =y,

-gdzie M = M, r(M)=m <r, § = n,iprzy estymowalnej i prawdziwej hipotezie
mp ml

(2.13) WB=v,

gdzie W = W, r(W)=w, m+w < r <p oraz przy niezaleznosci (2.12) i (2.13),
wp

zmienna losowa

(Th — =) (TGT")™ (T}~ =)~ (MF — n) (MGM")~'(Mp — ) |

(2.149) F = w
. VY= (XYY GX'y) + (MB— ) (MGM')~ (M — 1)
’ n—r+m o

ma rozklad F z w i n—r+m stopniami swobody, gdzie T = [M] i T = l”] ,
miwp LW mewi v

a G jest uogdlnionq odwrotng macierzq wzgledem S = X'X przy S ﬁ = X'y.
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Twierdzenie to uogdlnia twierdzenie 2.2 (por. [23]) dla regresji wielokrotnej na
przypadek modelu niepetnego rzedu.

TWIERDZENIE 2.4. Niech przy zalozeniach modelu 2 hipoteza, ze p parametréw
B., Bas ---» Bp wyraza sie jako liniowa kombinacja p— q innych parametréw 9y, s, .

cees Bp_q, tworzqcych wektor 8 = 8 , bedzie postaci
p—aq.l

(2.15) _ p="US3,
gdzie B =B, U= U ir(U)<p—q<r. Wtedy zmienna losowa
ol

p.r—q
_ (SP(G-UG U)SE  yy—(X»)'G(X'y)
r—r, ) n—r

(2.16) F

ma rozklad F z r—r, i n—r stopniami swobody, gdzie ry = r(XU), S/; =Xy, G

i G, sq uogdlnionymi macierzami odwrotnymi odpowiednio macierzy S = X'X i U'SU-
P

Gdy model Q staje si¢ modelem pelnego rzedu, uzyskujemy dawne twierdzenie
dla regresji wielokrotnej (por. [23]).

Zauwazmy, ze twierdzenia 2.1-2.4 mozna wykorzysta¢ do weryfikacji zaznaczo-
nych w nich hipotez zerowych.

Wyznaczono réwniez wartosci oczekiwane form kwadratowych wystgpujacych
w twierdzeniach 2.1, 2.3 i 2.4 dla zmiennych losowych F i niektdrych innych. Przed-
stawiono pewne zastosowania twierdzen dla modeli z klasyfikacja jedno- i dwu-
kierunkowa. Znaleziono wyrazna postaé zmiennej losowej F w modelu klasyfikacji
pojedynczej dla weryfikacji hipotezy, ze kombinacja liniowa parametrow jest zerem,
gdy wiadomo, Ze inna dana kombinacja liniowa tych parametréw ma dana wartosc.
Korzystajac z twierdzenia tu nie zamieszczonego wyprowadzono dwie postaci zmien-
nej losowej F dla weryfikacji dwu hipotez: 1) regresje wielokrotne sa réwnolegie
i 2) regresje wielokrotne przecinaja si¢ w jednym punkcie.

3. Analiza wariancji i kowariancji

3.1. Tloczyny Kroneckerowskie macierzy dla zréwnowazonych danych. W przy-

padku gdy w modelu matematycznym postaci (2.1) X jest macierza uktadu staty-
stycznego opartego na wielokrotnych klasyfikacjach krzyzowych, hierarchicznych
badz ich dowolnej kombinacji mamy model analizy wariancji. Macierz X jest na
ogot niepetnego rzedu i obejmuje tylko jedynki i zera.

Zaréwno z punktu widzenia teoretycznego, jak i aplikacyjnego podstawowy
problem analizy wariancji polega na okresleniu wyraznej postaci macierzy X. Roz-
wigzano go formutujac i dowodzac trzech twierdzen, gdy dane liczbowe stanowia
klasyfikacje krzyzowa: (1) z ap = 1, (2) z a, > 1 obserwacja w kazdej podklasie
i (3) klasyfikacje hierarchiczna (por. Oktaba [60]). Uogdlnienie tych twierdzen na
przypadek dowolnej kombinacji klasyfikacji krzyzowej z hierarchiczng jest bez-
posrednie.

Metoda polega na przedstawieniu explicite podmacierzy X, ..., X; danej ma-
cierzy X = [X,: X, ! ... ! X1, jako uporzadkowanych iloczynéw Kroneckerow-
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skich macierzy jednostkowych I oraz wektoréw jedynkowych E w przypadku zréw-
nowazonych modeli. Wéwczas wektor B, wystepujacy w (2.1), jest wektorem pa-
rametréw obejmujacym ¢ zbioréw uporzadkowanych wedtug Yatesa. Efekty kazdego
z t zbioréw porzadkuje si¢ w ten sam okre$lony sposob jak obserwacje wektora y.

Walorem tej metody jest m.in. mozliwo$¢ wypisania sum kwadratdw lub form
kwadratowych y’Ay w wyraznej postaci, w ktdrej macierze 4 sa znanymi funkcjami
podmacierzy X, ..., X;, a te z kolei znanymi postaciami iloczynow Kroneckerow-
skich.

Z metody tej mozna korzysta¢ w programach dla elektronicznych maszyn cyfro-
wych, celem uzyskania analizy wariancji i analizy wielu zmiennych.

3.2. Relacje miedzy sumami kwadratéw i stopniami swobody. Réwniez podsta-
wowa rol¢ w teorii analizy wariancji, w przypadkach modeli zréwnowazonych, gra
prosta i wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$¢ miedzy sumami kwadratéw i wzo-
rami analitycznymi na liczby stopni swobody. Metoda ta oddaje znaczne uslugi
przy opracowywaniu liczbowych danych eksperymentalnych za pomocg metod sta-
tystycznych (por. [25]). Bez trudnosci daje si¢ ja zapisa¢ w notacji macierzowej,
jesli uwzgledni si¢ operatory rzutowe. A

Metoda ta jest ogdlna i moze by¢ stosowana w obszernej klasie uktadéw ekspe-
rymentalnych opartych na klasyfikacji «) krzyzowej, B) hierarchicznej badz y) na
réznych wariantach obu tych klasyfikacji, a w szczegdlno$ci na zasadach: roz-
szczepionych poletek, kompletnego (nieczeSciowego) uwiklania interakcji w blo-
kach, kwadratu tacinskiego i jego uogodlnien.

Do tej klasy zaliczaja si¢ znane i powszechnie stosowane uklady do$wiadczalne
takie, jak: uktad kompletnej randomizacji, uktad blokéw kompletnie zrandomizo-
wanych, uklady doswiadczen czynnikowych, itp. Metoda ta nie moze jednakie byé
stosowana do takich uktadéw eksperymentalnych jak kraty lub uktady z czgsciowym
uwiklaniem interakcji.

Wskazano, ze dzigki addytywnosci stopni swobody w ANOVA dla zréwnowa-
zonych uktadéw mozna za pomoca metody M oblicza¢ bezposrednio sumy kwadra-
tow dla kolejnych blgdéw a, b i ¢ w uktadzie podwdjnie rozszczepionych jednostek
eksperymentalnych. W tym celu wystarczy wyznaczy¢ sumy kwadratéw dla po-
szczegolnych sktadnikéw dla kazdego z tych bleddw. Znajac sumy kwadratéw mozna
z kolei badac¢ ich jednorodno$¢ (por. réwniez Przybysz [69]). Nadto fakt ten umozli-
wia kontrole poprawnosci rachunkéw poprzez obliczenie sum kwadratéw dla bledu
eksperymentalnego za pomoca dwdch niezaleznych metod (przez dopetnienie i przez
sumowanie sktadnikow biedu).

3.3. Mieszany model z interakcja dla danych niezréwnowazonych. Przy umiarko-
wanie ogdlnych zaloZeniach, przedstawiono definicje efektéw gldwnych i interak-
cyjnych, opartych na wagach, dla modelu mieszanego -/ x J dwukierunkowej klasy-
fikacji 4x B, w przypadku nieréwnych liczebnosci n;; (i =1,...,1, j=1,...,J)
w podklasach, gdy jeden z efektdw jest staty, a drugi wraz z interakcja jest losowy.
Podano analiz¢ wariancji, niektére wartoéci oczekiwane $rednich kwadratéw i przy-
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blizone testy istotno$ci F dla zweryfikowania hipotez o braku efektéw gtéwnych
i interakcyjnych przy trzech typach klasyfikacji /xJ, I'x2 i 3x 3 oraz estymowano
komponenty wariancyjne i kowariancyjne.

Dla modelu 7 x 2 przy niewazonych restrykcjach, przedstawiono testy F, a w szcze-
gdlnosci wyprowadzono nastgpujaca zmienng losowa F, ktérej z uwagi na &(V,) #
# &(V4p) przy J > 3 nie uzywa si¢ w przypadku J > 3 (por. Oktaba [27], [30],
311, [32):

F = Va z [I—1 1 I-1 stopniami swobody,
Vas
gdzie
-1 V0. \? Lz
Va - L I; 0:'—"le =), Vas=- Z 2 =)
I-1 M -1
1 "'1‘
6, = E > = ffliz =T T i = ”
i . Yij.s / e+ 1z N Z; Yit.— iz, Yij. i 4 Yijk

Dla modelu 3 x 3 uzyskano warto$¢ oczekiwana $redniego kwadratu dla interakcji
AB przy niewazonych restrykcjach, Przy zalozeniu prawdziwosci hipotezy zerowej,
7e wszystkie state efekty klasyfikacji 4 sa réwne zeru, wykazano, Zze V, # Vyp i Ze
te $rednie kwadraty zaleza od tych samych komponentdw, tj. od wariancji losowej,
wariancji efektéw interakcyjnych i kowariancji tych efektéw. Wydaje sig, ze twier-
dzenie to jest réwniez prawdziwe dla modelu ogdlnego 7xJ.

3.4. Modele dla danych proporcjonalnych. Przez dane proporcjonalne rozumie si¢
1) klasyfikacje krzyzowa z wierszami i = 1,2, ...,r i kolumnami j=1,2,...,s
oraz n;; (liczba obserwacji w podklasie ij) taka, ze n;; = p;s; lub 2) klasyfikacje
hierarchiczna z n;; = p;s; w j-tej podgrupie i-tej grupy efektu gtéwnego. Przedsta-
wiono analizy wariancji dla obu przypadkéw. Uzyto dwu systemow reparametry-
zacji: jeden z niewazonymi restrykcjami liniowymi i drugi z wazonymi zaleznymi
od p; oraz s;. Oczywiscie testy dla efektow réwnych zeru s3 takie same w obu syste-
mach (por. Oktaba i Mikos [63]). Rozwazono réznice migdzy modelami ze wzgledu
na oceny parametréw, testy istotnosci i przedzialy ufnoéci dla réznych restrykcji.
Nadto przedstawiono metody konstruowania uktadéw jednoczesnych przedziatow
ufnosci. Podano przyklad liczbowy. Rozwazono modele stale i losowe.

3.5. Metoda kompletnego uwiklania interakcji z blokami. Przedstawiono metodg
konstruowania i zakladania eksperymentdw z 2, 3, 4 i 5 poziomami kazdego z czyn-
nikéw wedlug zasady kompletnego wiklania interakcji lub jej skladnikéw z nie-
kompletnymi blokami. Zamieszczono definicje giéwnych efektéw i interakcji oraz
interakcji uogdlnionej. Zestawiono plany do$wiadczen typu 23, 24, 2%, 26, 27, 33,
34, 42, 43, 52, 53 w 17 tablicach. Metoda zastuguje na powszechne jej propagowa-
nie z uwagi na to, ze zalicza sic do najprostszych wéréd uktadéw niekompletnych
blokéw (por. Oktaba [21] i [62]). Opisano dokladnie analiz¢ wariancji wraz z ilu-
stracjg jej na autentycznym przyktadzie liczbowym do$wiadczenia polowego typu
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43, zalozonego wedlug schematu podanego w pracy. Przedstawiono metode kon-
strukcji niezaleznych sum kwadratéw analizy wariancji dla kolejnych skiadnikéw
gléwnych i interakcyjnych, wykorzystujac niektére pojecia z teorii liczb i ciata
Galois dla uktadu eksperymentalnego klasy (S*, S™), gdzie 4 jest liczba czynnikow,
z ktérych kazdy wystepuje w S poziomach: 0, 1,2, ..., S—1 a m jest liczbg tzw. ge-
neratoréow (m. < h), gdzie S™ oznacza liczbg blokéw w kazdej replikacji. W uktadzie
takim wiklamy S™—1 stopni swobody, na ktoére si¢ sklada i::—l = §" 14
+S8™"24+ ... +S5+1 skladnikow interakcyjnych, kazdy z S—1 stopniami swobody
(S =2,3,4,95).

W roku 1954 w Zaktadzie Rolniczo-Doswiadczalnym nalezagcym do UMCS za-
lozono doswiadczenie czynnikowe wedtug ukladu kompletnie wiklajacego trzy stop-
nie swobody nalezace do skladnika W!D'N?' interakcji tréjczynnikowej WDN.
W eksperymencie tym chodzito m.in. o zbadanie wplywu czterech gegstosci wysiewu
(W° = 180, W' = 200, W2 = 220 i W3 = 240 kg/ha) i czterech pozioméw nawo-
Zenia azotowego (n° = 0, n! = 15, n? = 30i n® = 45 kg/ha azotu w czystym sklad-
niku) na plony czterech odmian pszenicy jarej: Rokickiej (d°), Ostki Chiopickiej
(d"), Opolskiej (d?) i Kogi (d®) w kolejnych kilku latach.

3.6. Metoda konstrukcji macierzy ortogonalnej. Przedstawiono graficznag metode
konstrukcji zbioréw wzajemnie ortogonalnych kontrastéw, ktdra stanowi zarazem
metodg konstrukcji macierzy ortogonalnej. Wykorzystano twierdzenie z teorii liczb
o systematycznych rozwinigciach liczb naturalnych przy dowolnej zasadzie numeracji
a =z 2. W przypadku a = 2, podano explicite tozsamo$¢, wyrazajaca podzial sumy
kwadratéow odchyleni pojedynczych obserwacji od $redniej na n—1 skladnikéw
wyznaczonych zgodnie z przedstawiong metoda przy n obserwacjach. Zamieszczono
uogodlnienie na przypadek dowolnej naturalnej zasady i niektére zastosowania

(por. [24]). Rozwazono rowniez kontrasty w przypadku danych nieortogonalnych
(por. [28]).

3.7. Modele matematyczne rozszczepionych jednostek eksperymentalnych. Roz-
patrzono cztery modele dla uktadu pojedynczo rozszczepionych jednostek ekspery-
mentalnych przy nastepujacych zalozeniach: 1) wektor obserwacji ma rozktad nor-
malny wielowymiarowy, 2) efekty bledu ,,pierwszego” sg skorelowane wewnatrz
replikacji, 3) efekty bledu ,,drugiego™ sa skorelowane wewnatrz duzych poletek.
Korzystajgc z analizy wariancji, zbadano formy kwadratowe dla kolejnych zrddet
zmiennoséci i zaproponowano funkcje testowe dla weryfikacji hipotez zerowych

odnosnie efektéw modelu. Rozwazono modele: staly, losowy i dwa mieszane (por.
Niedokos [17]).

3.8. Operatory rzutowe w ANOVA. Korzystajac z operatoréw rzutowych, przed-
stawiono estymacj¢ parametréw i weryfikacje hipotez liniowych. Wyniki pracy znaj-
duja zastosowania m.in. w analizie wariancji dla jedno- i dwukierunkowych klasy-
fikacji z danymi niezréwnowazonymi i danymi o proporcjonalnych liczebnosciach
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w podklasach dla modelu stalego. Rozwazono restrykcje liniowe z dowolnymi
wagami i proporcjonalnymi do liczebnosci obserwacji w podklasach (por. Mikos [15]).

3.9. Metoda posrednia i bezpo$rednia w ANOVA i analizie kowariancji. Przedsta-
wiono analize wariancji i kowariancji dla klasyfikacji krzyzowych bez interakcji
i z interakcja przy danych niezréwnowazonych oraz dla klasyfikacji hierarchicznych
i ich kombinacji z krzyzowymi. Wiadomo, Ze kowariancyjne modele matematycznes
tj. modele ze zmiennymi towarzyszacymi, podlegaja ogdlnej teorii modeli warian-
cyjnych. Korzystajac z metody dopasowania stalych, zdefiniowano sumy kwadra-
téw jako réznice dwu reduktdw. Testy istotnoéci F wynikaja z ogodlnej teorii naj-
wigkszej wiarygodnosci.

W przypadku analizy wariancji i kowariancji z danymi niezréwnowazonymi dla
klasyfikacji krzyzowej bez interakcji, zalecono dwie metody: pos$rednig i bezpo-
$rednia (por. Oktaba [22]) badz ich kombinacje. Szczegdlnie warto zwréci¢ uwage
na zastosowanie metody bezposredniej przy obliczaniu sum kwadratéw w przypadku
klasyfikacji hierarchicznej i w analizie kowariancji.

Metoda posrednia polega na wyznaczaniu sum kwadratéw w analizie wariancji
jako réznic reduktéw dla modelu wyjsciowego i modelu hipotetycznego. Korzysta
si¢ z niej przy obliczaniu sum kwadratéw dla wielkiej klasyfikacji. Nie jest ona
efektywna dla malej klasyfikacji. Przez redukt rozumiemy sumg iloczynéw estyma-
toréw parametréw i odpowiadajacych im prawych stron réwnan normalnych.

Metoda bezposrednia obliczania sum kwadratéw wymaga wyznaczenia estyma-
tora parametru, dla ktérego obliczamy sum¢ kwadratéw, i odwrécenia dwu ma-
cierzy: 1) macierzy réwnan normalnych Z oraz 2) macierzy blokowej Z% macierzy
Z, ktéra to macierz Z* odpowiada i-temu zrodtu zmienno$ci. Przy stosowaniu
metody bezposredniej funkcje testowe maja podobna i przejrzysta postac.

Zreferujemy metode bezposrednia. Zapiszmy model matematyczny (2.1) w po-
staci

(3.9.1) y=Xp+te=X,B,+ ... + X Pste,
gdzie

(3.9.2) pﬂl’ =[py: ...t Bl

oraz

(3.9.3) X=[X, ! ..: Xi,

przy czym " - i

(3.9.4) Bi=1[Biss - Bial (G=1,2,...,d)

sa wektorami blokowymi wektora parametréw g, a X, ..., X4_, , X4 — macierzami
blokowymi macierzy X, d jest liczba efektéw modelu lacznie ze $rednij populacji u
i wspdlczynnikami regresji przy zmiennych towarzyszacych, p = a;+ ... +ay—
liczbg zaleznych i niezaleznych parametréw.

Nalézmy na parametry B restrykcje liniowe. Eliminujgc parametry zalezne
uzyskujemy model peinego rzgdu
(3.9.5) y=U0+e=U,0,+ ... +U;0;+e,

nl nttl nl
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w ktorym rzad macierzy U = [U, : U, : ... :U,}jest rdwny liczbie niezaleznych
parametrow 6, gdzie 6’ = [0} : ... : 0;]. Estymatory d zbioréw parametréw
0,,...,0; uzyskujemy z réwnan normalnych pelnego rzedu
(3.9.6) Z0 = Uy,
gdzie
viU, UU, ... UU,
(3.9.7) Z=UU-= v, ... U; U,
i U, U,
jest macierza symetryczng.
Jesli /
zn z12 oz
22 2d
(3.9.8) zZ-' = Z% ..z

to sumami kwadratéw dla d kolejnych Zrédel zmiennosci odpowiadajacych estyma-
torom él, éz, et 0:, sa

(3.9.9) SS; = 0,20, (i=1,2,..,4d).

Wzory (3.9.9) stanowia metode bezposrednia wyznaczania sum kwadratéw za-
réwno w analizie wariancji jak i kowariancji dla klasyfikacji krzyzowej, hierar-
chicznej i ich kombinacji. Suma kwadratéw dla bledu jest

d
SS, = yy—0'Uy = y'y— Z 0:y;,
i=1

gdzie y; = U]y sa wektorami prawych stron réwnan normalnych.

3.10. Analiza kowariancji. Rozwazmy matematyczny model liniowy analizy ko-
wariancji postaci

y=Xp+Zé+e, )
gdzie y jest wektorem obserwacji, X — znang macierza ukladu eksperymentalnego
nl np
o niepelnym rzedzie r(X) = v < p, p — wektorem parametréw, Z — znana ma-
rl ngq
cierza (pelnego rzgdu) obserwacji zmiennych towarzyszacych, 8 — nieznanym wek-
gl

torem parametrow regresyjnych wektora y wzgledem kazdego z ¢ wektoréw z,, ..., z,
zmiennych towarzyszacych, e — wektorem bledéw eksperymentalnych. Wykorzy-
nl

stujac wlasnosci uogdlnionych macierzy odwrotnych uogélniono znane wyniki dla
modelu stalego z nieskorelowanymi zmiennymi na takiz model ze zmiennymi sko-
relowanymi oraz na model mieszany. Wyniki dotycza danych niezréwnowazonych
(por. Suwatla, Analiza kowariancji, 1973, praca doktorska).
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Podano estymatory [f id metoda najmniejszych kwadratéow dla modelu statego
oraz ich wartos$ci oczekiwane i macierze kowariancji. Przedstawiono funkcje testowe
dla weryfikacji hipotezy odno$nie & i funkcji estymowalnych parametréw . Za-
mieszczono przedzialy ufnosci Scheffégo dla parametréw 8 i funkcji estymowal-
nych parametréw B.

Do danych skorelowanych y zastosowano przekszta{ceme w celu wykorzystania
wynikéw dla zmiennych nieskorelowanych.

Korzystajac z trzeciej metody Hendersona i czwartej metody Searle’a podano
metode estymacji komponentéw wariancyjnych i efektéw stalych w mieszanym
modelu liniowym. Zamieszczono réwniez zastosowania teorii analizy kowariancji
do rozwigzywania probleméw technicznych oraz program dla elektronicznej maszyny
cyfrowej. Zilustrowano zastosowania przyktadami liczbowymi z zakresu przecho-
walnictwa owocdw i eksploatacji pojazddw.

4. Estymacja komponentéw wariancyjnych i kowariancyjnych

4.1. Pierwsza metoda Hendersona i metoda RO. Wielu przyrodnikéw (hodowcow,
genetykéw, itp.) interesuje si¢ zagadnieniami oceny komponentéw wariancyj-
nych i udziatu tych komponentéw w catkowitej zmiennosci - wynikéw. Problematyka
z punktu widzenia teoretycznego jest bardzo bogata i obejmuje wiele zagadnien
dotad otwartych.

Zagadnienie estymacji komponentéw wariancyjnych w zréwnowazonych mode-
lach: stalych, losowych i mieszanych oraz tzw. modelach skonczonej populacji
najogélniejszego typu, a wigc opartych na dowolnej kombinacji krzyzowej z hierar-
chiczna, zostato rozwigzane przez Bennetta i Franklina. Reguly Crumpa i Schultza,
odpowiednio dla modeli losowego i mieszanego, sa szczegSlnymi przypadkami re-
guly Bennetta i Franklina.

Gdy dane sa niezréwnowazone, tj. liczebnosci w podklasach danych liczbowych
opartych na klasyfikacjach krzyzowej i hierarchicznej sa nieproporcjonalne, to me-
tody oszacowania komponentow sa bardziej zlozone.

Podstawowymi metodami sg trzy metody Hendersona H, , H, i H; oraz czwarta:
metoda Searle’a.

Z pierwsza metoda Hendersona wigze si¢ metoda RO zreferowana w odpowied-
nim twierdzeniu (por. Oktaba [37], [40] i [43]). Oto opis metody RO. Rozpatruje
si¢ model losowy z p nieskorelowanymi efektami: a, b, ..., e, ktérych $rednimi sg
zera a wariancjami, zwanymi komponentami wariancyjnymi: ¢2, 6%, ..., 67. Twier-
dzenie dostarcza wzoréw na wspdtczynniki (funkcje liczebnosci podklas) w uktadzie
p+1 réwnan z tylomaz niewiadomymi estymatorami: p? (kwadratem estymatora
$redniej populacji u) i p wariancjami 62, 62, ..., 62 dla niezréwnowazonego modelu,
gdy dane liczbowe stanowia dowolng kombinacje klasyfikacji krzyzowej z hierar-
chiczng i zawieraja nieproporcjonalne liczebnosci w podklasach a w szczegdlnosci
pewne podklasy bez obserwacji.

Rozwigzanie p+1 réwnaf z p+1 niewiadomymi estymatorami dostarcza wa-
riancji nieobcigzonych. Szczegdlnym przypadkiem tego twierdzenia (metody) jest
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reguta Le Roy’a dla podwdjnej klasyfikacji krzyzowej. Metoda RO upraszcza
pierwsza metode Hendersona, gdyz rozwigzuje problem estymacji komponentéw
bez obliczania wartosci oczekiwanych sum kwadratéw z analizy wariancji.

Znaczenie metody RO wyraza si¢ w jej prostocie i szerokich zastosowaniach
oraz w tym, Ze mozna z niej korzysta¢ w drugiej metodzie Hendersona i czwartej
Searle’a.

Przedstawiono zastosowania twierdzenia na réznych modelach i na przykladzie
liczbowym z zakresu zootechniki.

Z twierdzenia przedstawiajacego metod¢ RO wynikaja w szczegélnosci wzory
Ganguli, gdy ograniczymy si¢ do niezréwnowazonej klasyfikacji hierarchicznej
i wzory Crumpa dla modeli losowych i zréwnowazonych.

4.2. Dowolnie-krotna niezréwnowazona klasyfikacja hierarchiczna. Rozpatrywano
niezréwnowazony model losowy z nieskorelowanymi zmiennymi, oparty na do-
wolnie-krotnej klasyfikacji hierarchicznej. Przedstawiono ogdlna metode estymacji
komponentéw wariancyjnych wedlug ANOVA, polegajaca na przyréwnaniu $red-
nich kwadratéw kolejnych Zrodet zmienno$ci do estymatoréw wartosci oczekiwa-
nych tych $rednich kwadratéw. Wyznaczono ogdlne postaci wzoréw na wspoiczyn-
niki (funkcje liczebnosci podklas) przy estymatorach komponentdw w wymienionych
réwnaniach liniowych (por. [35]). Uzyskano w ten sposob modyfikacje pierwszej
metody Hendersona i metody RO dla dowolnej klasyfikacji hierarchiczne;j.

Na przykiadzie liczbowym danych genetycznych z zakresu hodowli drobiu, re-
prezentujacym pigciokrotna klasyfikacje hierarchiczna, zilustrowano technike ra-
chunkowa estymacji komponentéw wariancyjnych.

Estymacj¢ komponentéw wariancyjnych w niezréwnowazonym modelu hierar-
chicznym mozna realizowaé korzystajac z wlasnosci przestrzeni liniowych, tj. pre-
zentujac ANOVA przy uzyciu operatoréw rzutowych.

4.3. Druga metoda Hendersona. Druga metoda Hendersona estymacji kompo-
nentdw wariancyjnych, dla modeli mieszanych bez interakcji migdzy efektami sta-
tymi i losowymi, sprowadza sie do metody pierwszej przez odpowiednia transfor-
macj¢. Przedstawiono druga metode Hendersona w notacji macierzowej (por.
Oktaba [50]). Podano w postaci wyraznej, co nastgpuje: 1) nieobcigzone estymatory
statych parametréw, 2) estymator wariancji btedu, 3) macierze kowariancji estyma-
toréw efektow statych i losowych oraz 4) nieobcigzone estymatory komponentow
wariancyjnych.

4.4. Trzecia metoda Hendersona. Trzecia metoda Hendersona estymacji kompo-
nentéw wariancyjnych, szczegélnie zalecana dla modeli mieszanych, stosuje si¢
réwniez do modeli losowych ze skorelowanymi efektami losowymi. Poniewaz me-
toda ta moze dostarczaé wigksza liczbe réwnan niz wynosi liczba oszacowywanych
komponentdw wariancyjnych, zaproponowano ukiad réwnan, ktérych liczba pokry-
wa si¢ z liczba niewiadomych (por. [67]).

Majac na uwadze fakt, 7e w metodzie tej wystgpujg uogdlnione macierze od-
wrotne pokaznych wymiaréw, opracowano programy na e.m.c.
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4.5. Metoda sum symetrycznych. Korzystajac z metody sum symetrycznych od-
noé$nie modeli mieszanych, wyznaczono nieobcigzone estymatory dla pigciu typow
mieszanych modeli niezréwnowazonych, opartych na kombinacji klasyfikacji krzy-
zowej z hierarchiczna. Sa to modele nastepujace: 1) podwdjna klasyfikacja krzyzo-
wa A x B, gdzie A jest state i B losowe, 2) C w A x B, gdzie A — stale, B— losowe,
3) (C w A)x B, gdzie A — stale, B—losowe, 4) AxC w B, gdzie 4 — stale,
B — losowe, 5) potrdjna Kklasyfikacja krzyzowa A4 x Bx C, gdzie A4 — stale, B
i1 C— losowe. Wykazano, ze w modelach 1), 3) i 5) wszystkie estymatory kom-
ponentéw wariancyjnych sa niezmiennikami translacji wektora obserwacji i Ze
w modelach 2) i 4) mamy po jednym estymatorze reagujacym na translacj¢ (por.
Niedokos [18]).

Z metody tej mozna korzystaé nie dysponujac e.m.c. w przypadku modeli,
wobec ktdérych stosuje sie czwarta metoda Searle’a, tj. gdy mamy interakcj¢ migdzy
efektami losowymi i stalymi. Metoda Searle’a wymaga wykorzystania e.m.c.

Opracowano odpowiedni przyklad liczbowy z badan genetycznych Akademii
Rolniczej w Lublinie na zastosowanie metody sum symetrycznych dla modeli mie-
szanych (por. Oktaba i Wesolowska [64]).

4.6. Ujemne oceny komponentéw wariancyjnych. Biorac pod uwage uzyskiwanie
ujemnych ocen komponentéw wariancyjnych w metodach Hendersona, udowod-
niono twierdzenie o znaku pewnej formy kwadratowej w analizie wariancji. Twier-
dzenie to glosi, Zze proporcjonalno$¢ liczebnosci danych w podklasach stanowi
warunek konieczny i dostateczny na to, by jeden ze sktadnikéw pewnej tozsamosci
byl nieujemny, niezaleznie od wartoéci wynikéw obserwacji.

4.7. Estymacja wspélczynnikéw odziedziczalnoici. Dokonano przegladu metod
estymacji przedzialowej wspdtczynnikdw odziedziczalnosci dla modeli losowych
opartych na nastgpujacych klasyfikacjach: 1) pojedynczej: 2) podwdjnej hierarchicz-
nej i 3) podwdjnej krzyzowe;j.

Przedstawiono metode konstruowania dwustronnych obszarow ufnoéci dla wspot-
czynnikow odziedziczalno$ci dla modelu 2) oraz podano wzory na estymatory wa-
riancji wspotczynnikéw odziedziczalnosci dla modelu 3), ktére pozwalaja budowac
przedzialy ufnoéci w przypadku duzych préb.

5. Uklady eksperymentalne

5.1. Metoda kompletnie wiklajaca interakcje. Opracowano metode konstruowa-
nia ukladéw eksperymentalnych kompletnie wiklajacych interakcje badz sktadniki
interakcyjne w doswiadczeniach czynnikowych typu 22, 23, 24, 25, 32, 33, 34, 42,
43, 52 i 5%, Zamieszczono plany tych do$wiadczefi oraz przedstawiono metodg
wnioskowania.

W wieloletnich rolniczych badaniach eksperymentalnych, popartych analizg sta-
tystyczna, potwierdzono rezultaty teoretyczne o zaleceniu stosowania metody kom-
pletnie wiktajacej interakcje jako jednej z najprostszych metod przy podziale kom-
binacji pozioméw czynnikéw na bloki (por. [21]).
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5.2. Uklady niekompletnych blokéw. Przedstawiono teorig i klasyfikacje ogélnych
ukladéw eksperymentainych niekompletnych blokéw dla modeli statych. Korzysta-
jac z notacji macierzowej i ogdlnej teorii normalnej regresji, podano estymatory
parametrow, analiz¢ wariancji i testy istotnosci F dla dwéch rodzin ukfadéw pod-
stawowych: 1) czeciowo zréwnowazonych niekompletnych blokéw i 2) wewnatrz-
i migdzygrupowych zréwnowazonych niekompletnych blokow. Jako szczegdlne
przypadki rozwazono uktady niekompletnych blokéw z eliminacja niejednorodnosci
w jednym, dwu i wigcej kierunkach. Rozwazano ortogonalno$¢ sum obiektowych,
wierszowych i kolumnowych oraz estymowalnos¢ kontrastow funkcji parametrycz-
nych. W szczegdlnosci przedstawiono takie uklady, jak: bloki-kompletnie zrando-
mizowane, kwadrat lacinski, kwadraty grecko-tacinskie i wyzszego rzedu, uklad
naprzemienny (cross-over-design), uklad zréwnowazonych niekompletnych blokow,
kwadrat Youdena, uklady kratowe i uktady wiklajace interakcje (por. [54]).

W przypadku ukladéw niekompletnych blokéw z pigcioma parametrami v, b,
k,r i A zajmowano si¢ zagadnieniami ortogonalnosci, zwarto$ci i zrOwnowazenia.
Podano warunki estymowalno$ci kontrastéw obiektowych oraz warunki okre$lajace
nieestymowalno$¢ kontrastow. W szczegdlnosci rozpatrzono dwa typy ukladow:
1) zréwnowazonych niekompletnych blokéw i 2) rozkladalnych zréwnowazonych
niekompletnych blokéw (Wesolowska, Pewne aspekty teorii ukladow eksperymen-
talnych, praca doktorska).

6. Metody numeryczne

6.1. Zakres badan. Obok teorii statystyki matematycznej, tematyka badan Ka-
tedry jest Sci§le zwiazana ze stosowaniem tej teorii w planowaniu do$wiadczen
i opracowywaniu danych eksperymentalnych, tacznie z wnioskowaniem i odpowied-
nia interpretacja zgodnie z ostatnimi osiagnigciami nauki w skali migdzynarodowe;j.
Interesuje nas problematyka typowa dla nauk przyrodniczych i technicznych w sze-
rokim ich zakresie. Z licznych konsultacji oraz wyktadow i kurséw statystyki mate-
matycznej prowadzonych przez Katedr¢ korzystaja nie tylko pracownicy naukowi.
naszej Uczelni, lecz réwniez pracownicy wielu instytutow naukowych w calym
kraju, a w szczegdlnosci stazySci naukowi, magistranci i doktoranci wykonujacy
swe prace. Dla przykiadu mozna wymieni¢ magistrantéw-matematykdw z Uniwer-
sytetu M. Curie-Sklodowskiej w Lublinie, doktorantow z Wyzszej Szkoty Inzynier-
skiej w Kielcach i w Lublinie, z Akademii Rolniczej w Olsztynie, z Akademii Medycz-
nych w Lublinie, Krakowie i Bialymstoku.

W ramach wspdlpracy z Zakladem Metod Numerycznych UMCS, studenci
matematyki tej Uczelni wykonuja od 1968 roku prace magisterskie w Katedrze
w zakresie teorii statystyki matematycznej i metod numerycznych. Prowadzi sie
dwa seminaria: 1) doktoranckie z estymacji komponentéw wariancyjnych i 2) ma-
gisterskie z réznych dziedzin teoretycznych statystyki matematyczne;.

Z dniem 1 pazdziernika 1973 roku zostala powotana w Katedrze Pracownia
Metod Numerycznych, ktérej zadaniem wstgpnym jest m.in. instalacja i urucho-
mienie e.m.c. ,,Odra 1325 w roku 1974 oraz ciagle i systematyczne przygotowywa-
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nie programOw opartych na teorii statystyki matematycznej, a w szczegdlnosci na
badaniach naukowych Katedry. Wykonano dotad szereg programoéw na e.m.c.
,,Odra 1013 i ,,1204”, ktére wykorzystuje si¢ do opracowywania danych liczbo-
wych uzyskanych z obserwacji lub zaplanowanych do$wiadczen wedtug ustalonych
ukladéw eksperymentalnych. Szczegolnie pomocng jest e.m.c. w zagadnieniach
zwigzanych z analizag wielu zmiennych oraz z metodami wykorzystujacymi uogdl-
nione macierze odwrotne.

6.2. Programy na e.m.c. Opracowano szereg programéw na e.m.c.: UMC-1
i Odre 1013. Oto niektére z nich: testy ¢ ,,Studenta” dla zmiennych potaczonych
i niepolaczonych, test chi-kwadrat niezaleznosci dwu cech dla tablicy czterodziel-
czej, test F dla réznicy dwoch wariancji, estymacja charakterystyk préby jednej
zmiennej, estymacja komponentéw wariancyjnych metodami Hendersona, analiza
wariancji dla podwdjnej klasyfikacji hierarchicznej oraz dla klasyfikacji krzyzowych:
podwdjnej, potrdjnej i poczwdrnej z replikacjami i bez nich, analiza wariancji dla
danych nieortogonalnych. Nadto przedstawiono programy dla analizy czynnikowej,
dla wyznaczania wektoréw i wartoéci wlasnych, dla wielokrotnych przedziatéw
ufnosci Tukeya i Scheffégo, dla metody iteracyjnej Stevensa w przypadku podwdj-
nej i potréjnej klasyfikacji krzyzowej, dla analizy doswiadczenn wielokrotnych. Poza
tym zestawiono liczne programy dla kolejnych wykonanych prac magisterskich
z zakresu statystyki matematycznej, np. analiza wariancji dla danych skorelowa-
nych, analiza kowariancji, model cze§ciowo zréwnowazonych niekompletnych blo-
kéw i inne.

6.3. Doswiadczenia oparte o uklady eksperymentalne. Otrzymano eksperymental-
ne potwierdzenie teoretycznych wynikow o supremacji metody wiklajacej interakcje
w blokach nad metoda blokéw kompletnie zrandomizowanych. Zysk w precyzji
oszacowano na okolo 21% na podstawie wieloletniego do$wiadczenia polowego
zrealizowanego w Rolniczych Zaktadach Doswiadczalnych Felin, nalezacych do
Akademii Rolniczej w Lublinie (por. [62]).

" Stosowano ukltady z rozszczepionymi jednostkami eksperymentalnymi w do-
$wiadczeniach pojedynczych i wieloletnich (por. Przybysz [70], [71], [72], Przybysz
i Dobrzanski [73]).

W pracach z teorii normalnej regresji zamieszczono szereg przykladow na za-
stosowanie testéw istotnosci oraz odpowiednie przyklady zagadnien wystgpujacych
w do$wiadczalnictwie polowym i szklarniowym. Szereg prac dotyczy problematyki
zwigzanej z opracowywaniem danych liczbowych metoda analizy wariancji w przy-
padku danych zréwnowazonych i niezréwnowazonych (por. Oktaba [22], [25], [41],
Przybysz [69], Dobrzanski i inni [6]).

Przedstawiono proste metody obliczania sum kwadratéw dla kontrastéw obiek-
towych w ANOVA dla modeli niezréwnowazonych (por. [28]).

6.4. Zastosowanie metod estymacji komponentéw wariancyjnych w genetyce. Me-
tod¢ RO i technike rachunkowa zilustrowano na przykladzie niezréwnowazonych
danych genetycznych z zakresu hodowli drobiu, stanowigcych kombinacj¢ podwdj-



Prace Katedry Zastosowarn Matematyki AR.w Lublinie 67

nej klasyfikacji krzyzowej (lataxfermy) z podwdjna klasyfikacja hierarchiczng
(por. [37]).

6.5. Metedy statystyczne w medycynie. Opublikowano szereg prac wspdlnych
z pracownikami naukowymi pediatrii Akademii Medycznej w Lublinie i w War-
szawie, wykorzystujac réznorodne metody statystyki matematycznej. Opracowano
materialy kliniczne i szpitalne dotyczace m.in. urodzen i $miertelnosci noworodkow
w Klinice Potozniczej Akademii Medycznej w Lublinie (por. Kwitowa i Oktaba
[11], Dobrzanska i Oktaba [3], [4]; Gebala i inni [7], [8]; Dobrzanska i inni
(5D

6.6. Estymacja brakujacych wynikéw. Dane niezréwnowazone wymagaja przy
opracowaniu statystycznym znacznie wigcej trudu niz dane zréwnowazone. Stad
dazy sie czesto do oszacowania brakujacych wynikéw dla uzyskania danych zréw-
nowazonych. W tym wzgledzie podano ogdlna regul¢ pozwalajaca znalezé estyma-
tor jednej brakujacej obserwacji w kazdym zréwnowazonym ukladzie eksperymen-
talnym (por. Niedokos [16]).

Nadto przedstawiono ogolng teori¢ brakujacych wynikdéw, jak rowniez metode
Biggersa dla podstawowych ukladéw eksperymentalnych. Wyznaczono estymator
wektora brakujacych wynikéw w formie wyraznej, wykorzystujac uogdlniong ma-
cierz odwrotna 1 uogdlniajac wynik Seala. Udowodniono, Ze przy brakujacych
wynikach suma kwadratéw dla hipotezy jest dodatnio obciazona. Przedstawiono
praktyczny sposob wyznaczania tych obciazen. Zilustrowano metode Biggersa dla
nastgpujacych ukladéw eksperymentalnych: blokéw kompletnie zrandomizowa-
nych, kwadratu tacinskiego, pojedynczo rozszczepionych jednostek. Na przyktadach
liczbowych zaprezentowano estymacje brakujacych wynikéw (Jagielto i Oktaba [9]).

Zaprogramowano metode Biggersa na e.m.c. ,,Odra 1204, Poza tym uzyskano
wyniki odnos$nie osobliwej macierzy partneréw dotyczace estymacji brakujacych
obserwacji, pojedynczych i calego bloku, w do$wiadczeniach metoda pojedynczo
rozszczepionych jednostek eksperymentalnych.

6.7. Zastosowania w rolnictwie. Zastosowano metody statystyki matematycznej
w zagadnieniach uprawy roélin i w problematyce gleboznawczej.

Zbadano charakter bledu eksperymentalnego w kwadracie tacinskim i w do-
$wiadczeniach opartych na zasadzie rozszczepienia jednostek eksperymentalnych.
Dokonano podzialu blgdu w ANOVA na skiadniki jednorodne w wieloletnich mo-
delach statych i mieszanych. Uwzgledniono przypadki istnienia korelacji pomigdzy
btedami eksperymentalnymi. Przedstawiono dokladne i przyblizone funkcje testowe
dla weryfikacji hipotez statystycznych oraz przedzialy ufnosci dla parametréw mo-
deli matematycznych.

Odpowiednie wyniki byly wykorzystane przez przyrodnikéw w ich badaniach
polowych i terenowych, np. przez Katedre Szczegétowej Uprawy Roslin, Katedre
Lak i Pastwisk, Katedre Hodowli Roslin (por. [21], [62]; Styk i Przybysz [75], [76]).

Badano wplyw terminéw i sposobdw wysiewu na plon zielonej masy facelii,
wplyw wysokich dawek nawozenia mineralnego na porost darniny starej i mtode;j.
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Wykorzystano wyniki teoretyczne dotyczace modelu matematycznego dla klasy-
fikacji krzyzowej w przypadku danych proporcjonalnych (por. Oktaba i Mikos [63])
do badan gleboznawczych (Dobrzanski 1 inni [6], Przybysz i Dobrzanski [73],
Turski 1 inni [77]).

W ramach wspdipracy z Instytutem Agro-Fizyki PAN zbadano zalezno$¢ po-
miedzy zawarto$cia przyswajalnego manganu, a niektérymi frakcjami mechanicz-
nymi w poziomach gleb bielicowych, brunatnych, czarnych ziem i mad. Wyniki te
wchodzace w zakres chemii gleb maja duze znaczenie praktyczne i prowadza do
wniosku, ze zalezno$ci przyswajalnego manganu nalezy rozpatrywaé oddzielnie
w odniesieniu do kazdego typu i okreSlonego poziomu gleby (Bartuzi i inni [1]).

6.8. Metoda Monte Carlo. Przedstawiono metod¢ Monte Carlo numerycznego
rozwigzywania réwnan rézniczkowych liniowych drugiego rz¢du z zadanymi warun-
kami brzegowymi przy zastosowaniu metody losowej. Zamieszczono algorytm w po-
staci schematu blokowego oraz przyklad liczbowy.

Zaprezentowana metoda pozwala na znajdowanie rozwiazan réwnania w pew-
nym przedziale, tj. w weztach siatki natozonej na przedzial i moze by¢ wykorzystana
jedynie na e.m.c. Rézni si¢ tym od klasycznych metod rozwigzywania réwnan roz-
niczkowych, ze pozwala znalezé rozwiazanie w jednym lub kilku wezlach siatki
bez koniecznodci szukania rozwiazania w pozostalych. Korzystajac z tej metody
mozna rownocze$nie uzyskaé rozwigzania réwnania przy nalozeniu na ten sam
brzeg kilku réznych warunkdéw brzegowych.

7. Analiza wielu zmiennych

7.1. Analiza czynnikowa. Przedstawiono proste relacjc wiazace modele matema-
tyczne analizy czynnikowej. Modelom tym odpowiadaja trzy nastgpujace metody:
1) sktadowych giéwnych Hotellinga, 2) Thomsona i 3) najwigkszej wiarogodnosci
Lawley’a. Przedyskutowano pewne aspekty rachunkowe z nimi zwiazane. Metody
zilustrowano przyktadem liczbowym z hodowli roslin. W oparciu o metody itera-
cyjne, dla ktérych utozono programy na e.m.c. ,,Odra 1013”, wyznaczono tzw. ma-
cierz ocen tadunkdw czynnikéw i macierz czynnikéw swoistych. Poréwnano oceny
parametrow uzyskane réznymi metodami (por. Kieloch i Oktaba [10]).

7.2. Analiza wariancji wielu zmiennych. Przedstawiono teori¢ analizy wariancji
wielu zmiennych, w tym warunki konieczne i dostateczne estymowalnosci liniowych
funkcji parametrycznych. Nadto wyznaczono estymatory parametréw metoda naj-
mniejszych kwadratéw i zamieszczono funkcje testowe dla hipotez liniowych. Opra-
cowano technik¢ obliczeniowa dla e.m.c. (Kieloch, Estymacja i testowanie hipotez
w uogdlnionym modelu MANOV A, praca doktorska).

7.3. Taksonomia. Zestawiono szereg wskaznikow podobiefistwa uzywanych w tak-
sonomii. Zdefiniowano wskaznik podobieistwa Smirnowa dla osobnikéw opisa-
nych wieloma cechami. Korzystajac z tego wskaznika i z metody dendrytéw, przed-
stawiono analize taksonomiczng dla porzadkowania indywiduéw. Dla ilustracji me-
tody zamieszczono przyklad liczbowy z nasionoznawstwa (Oktaba i Chmielnicka

[66]).
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8. Problematyka naukowo-dydaktyczna. Poza pracaminad tematyka naukowo-ba-
dawczg, w Katedrze napisano szereg podrecznikdw, skryptéw i ksiazek z matematy-
ki i statystyki matematycznej dla studentéw, oraz stownikéw wielojezycznych w ra-
mach wspélpracy krajowej, migdzynarodowej i krajow Rady Wzajemnej Pomocy
Gospodarczej. Napisane ksiazki doczekaly si¢ wielu wydan na skutek widocznego
zapotrzebowania na nie u pracownikéw naukowych i studentdw.

tacznie opublikowano trzy podreczniki: pierwszy w czterech wydaniach skryp-
towych i dwu ksigzkowych (por. Oktaba [26], [33], [38], [44]), drugi w skryptowym
i dwu ksigzkowych (por. Oktaba [48], [56], [58]) oraz trzeci w dwu wydaniach
ksiazkowych (por. Oktaba i Niedokos [65], [68]).

Opracowano stowniki specjalistyczne, proponujac do nich wiele nowych haset
z biometrii, rachunku prawdopodobienstwa, statystyki matematycznej i teorii ekspe-
rymentu.

Ogtoszono drukiem pierwszy tego rodzaju w literaturze polskiej stownik troj-
jezyczny statystyki matematycznej i teorii do§wiadczenia w trzech wydaniach skryp-
towych i jednym ksiazkowym (por. Oktaba [34], [36], [39], [53)).

Opracowano szereg haset ze statystyki matematycznej i do§wiadczalnictwa do
rolniczych stownikéw francusko-polskiego i rosyjsko-polskiego (por. Oktaba jako
wspotautor [45]) wydanych w naszym kraju. We wspolpracy z zagranica opraco-
wano blisko trzy tysigce haset do trzech stownikéw: 1) szesciojezycznego biome-
trycznego wydanego w Budapeszcie [12], 2) dwutomowego siedmiojezycznego bio-
metrycznego wydanego w Berlinie [13] oraz 3) dwutomowego o$miojezycznego
rolniczego wydanego w Pradze Czeskiej [14].

Opublikowano recenzje ksigzek i artykuléw z rachunku prawdopodobieristwa,
statystyki matematycznej i teorii eksperymentu (por. Oktaba [42], [47], [51], [55]).

Przettumaczono ksiazke¢ angielska ze statystyki materhatycznej i dokonano prze-
gladu czgici prac z tejze dziedziny w lubelskim osrodku naukowym (por. [2], [61]).
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