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O zlozonosci obliczeniowej w analizie numerycznej

1. Wstep. Celem tego artykulu jest przedstawienie polskiemu czytelnikowi problema-
tyki nowego dziatu analizy numerycznej: tzw. ztozonosci obliczeniowej (computational
complexity). Do niedawna gtéwny nacisk w badaniach potozony byt na poszukiwanie i
wszechstronne badanie nowych metod rozwigzujacych dany problem. Miara efektywnosci
nowej metody byto na ogol jej poréwnanie z efektywnoscia znanych juz metod. Dla wielu
probleméw mozemy obserwowa¢ wydtuzanie si¢ ciagu znanych metod { M, }, gdzie ostat-
nia metoda M, jest efektywniejsza (w sensie przyjetego kryterium) od poprzednich. To wy-
dtuzanie sig cmgu {M } nie zawsze wigze si¢ z odkryciem metody najefektywniejszej ze
znanych. Znacznie czesciej nowo odkryte metody zajmuja w ciagu miejsca wczesniejsze, po-
wodujac przenumerowanie czg¢$ci dawniej znanych lepszych metod.

Wady tego podejscia sa oczywiste. Ten sam problem jest badany wielokrotnie i to,

w gruncie 1zeczy, za kazdym razem nie w pelni. Znajomos¢ n-tej metody nie przeczy na
og6t istnieniu nastgpnych, lepszych od niej metod. Stosowalno$¢ praktyczna M, powinna '
(co rzadko ma miejsce) konczyé si¢ z chwila znalezienia M,

Od niedawna (wczesne lata sze$édziesiate) mozna zaobserwowaé dazenie do poszukiwa-
nia i badania metod opty malnych dla danego problemu. Zamiast ,,wydtuzac” ciag
znanych metod, staramy si¢ znaleZz¢ metode, ktdra dla danego problemu i przyjetego kry-
terium jest optymalna. Jesli przyjmiemy za kryterium ilo§¢ dziatan arytmetycznych po-
trzebnych do rozwigzania problemu, to metoda optymalng bedzie metoda minimalizujaca
ilo§¢ dziatarn arytmetycznych (a wiec potencjalnie najtarisza).

Problemami istnienia i wtasnosci metod optymalnych w sensie minimalizagji praco
chtonnosci rozwiazania zajmuje si¢ wlasnie dziat ztozonosci obliczeniowe;.

Postawienie tego zagadnienia pozwolilo stwierdzié, ze wiele klasycznych metod nie
spetnia postulatu optymalnosci. Jako przyktad podajmy, ze metoda eliminacii Gaussa, roz-
wiazujaca dowolny uktad liniowy n x n kosztem O(n?) dziatan, nie jest na ogét optymal-

na, gdyz metoda Strassena wymaga 0(n'°82 7) dziatan. Dalej, mnozenie dwoch wielomia-
néw stopnia n mozna wykona¢ za pomocg szybkich transformacji: Fouriera (FFT) kosztem
O(nlogyn) dziatan, zamiast O(n*) w przypadku klasycznym. Obliczerue wartosci wielomia-
nu stopnia n i wszystkich jego pochodnych w danym punkcie mozna wykona¢ algorytmem
Shaw—Trauba kosztem 3n mnozeri zamiast O(n*) w przypadku algorytmu Hornera.

Nalezy podkresli¢, ze w tej chwili tylko dla niewiel& probleméw, i to stosunkowo pro- -
stych znamy metody optymalne. Na przyktad. nadal otwarte jest pytanie postawione w 1956
roku przez G. E. Forsythe’a, jaka jest minimalna ilo§¢ dziatan arytmetycznych potrzebnych
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do rozwiazania dowolnego uktadu réwnar liniowych n x n? Wiemy jedynie, Ze minimalna
ilo$¢ dziatan ¢(n) spetnia warunek

0(n?)<o(n) <0@°827),

W koricu chcieliby$my podkreslié, Ze na og6t przyjmowane kryterium kosztu, mierzone-
go ilo$cia dziatan arytmetycznych, stanowi wazZna, ale nie jedyna cechg oceny metod nume-
rycznych. Musimy pamigtaé, ze z powodu nieuchronnych btedéw zaokragleri kazdg metode
mozemy w praktyce obliczeniowej realizowaé tylko w sposéb przyblizony. Kazda metoda
przeznaczona do numerycznej realizacji musi wigc posiada¢ pewna ,,odporno$¢” na wpltyw
btedéw zaokragleri, co nazywamy numeryczng stabilnoscia (por. [11]). Dlatego tez, dopiero
stabilne metody optymalne moga by¢ rekomendowane do praktyki obliczeniowe;j.

W niniejszej pracy przedstawiamy kilka typowych zadaf numerycznych z punktu widze-
nia ztozonoéci obliczeniowej. Rozwazania koncentrujemy na problemach zwiazanych z wielo-
mianami, przedstawiajac stosunkowo nowy, bardzo wydajny i posiadajacy wiele zastosowari
algorytm szybkich transformacji Fouriera (FFT) Cooley’a — Tukey’a. Nastgpnie omawiamy ™~
problem rozwiazywania uktadu réwnan liniowych.

W rozdziale 6 przedstawiamy problem ztozonosci obliczeniowej dla zadan, dla ktérych
znamy jedynie algorytmy nieskoriczone (tzw. analityczna ztozono$¢ obliczeniowa), koncen-
trujac sie na iteracyjnym rozwigzywaniu réwnan nieliniowych.

2. Uwagi ogélne. Typowe zadanie numeryczne polega na‘ogét na obliczeniu wartosci
pewnej funkcji F,

2.1) W= F@),

gdzie F : D - R™, D C R". WspStrzgdne wektorad = [a,,az, ..., an]T nazywamy danymi,

. . > _ T . . H s . ..
za$ wspStrzedne wektoraw = [wy, ..., wm] — wynikami. Zastanéwmy si¢, jaka jest mini-
malna ilo$¢ dziatan arytmetycznych ¢(F, D) potrzebna do obliczenia w dla dowolnych @ € D.
Wielkosci ¢(F, D) definiujemy jako

22) #(F,D) = sup ¢(F,2),
aeD

gdzie ¢(F, @) oznacza minimalng ilo§¢ dziatan dla obliczenia F(&). Warto$¢ ¢(F, D) nazywa-
my réwniez ztozonoscig obkiczeniowg zadania (2.1).

Rozwigzanie problemu (2.2) jest trudne i oczywiscie w sposéb istotny zalezy od wtasno-
Sci funkcji F, czyli od zadania obliczeniowego. W tym miejscu wyprowadzimy proste oszaco-
wanie z dotu wartosci ¢(F, D), przyjmujac pewne do$é naturalne ograniczenia dla rozwaza-
nych zadan i algorytmow.

Zatdéimy, ze dla zadania (2.1) znamy skoriczony algorytm W, w ktérym, po wykonaniu
k dzialan arytmetycznych, otrzymujemy wynik. (Jesli algorytm obejmuje réwniez operacje
logiczne, to ograniczamy dziedzing D tak, aby wyniki operacji logicznych nie zalezaly od da-
nycha.)

Niech ciag

(23) dv, s, ..., d;

zawiera wszystkie wyniki dziatan (zgodnie z ich kolejnoscia) w algorytmie W. Zatem mozemy
zapisaé
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(24) ' d;=0,;@;v)

dla pewnych it,. oraz v; ze zbioru {ai,aa,..., a,,dy,dy,..., d,._1§ , gdzie [J; oznacza okreslo-
ne dziatanie arytmetyczne (+, —, *, /). Zaktadamy dalej, ze wyniki wy, w, ..., w,, zadania
sg réwne

w, =di1’ w =d-2 3
dla wskaznikéw i,, i, ..., i, €[1, k], niezaleznych od danych @ (stad m <Kk).
Méwimy, ze rozwazane zadanie na zbiorze D ma n danych istotnych jedli

(2:5) 3V 3@+8&eD oz FQ)#F@+5 &),
deD 1<j<n &

gdzie & = [0, ..., 1o 0)7.

TWIERDZENIE. Jesli zadanie (2.1) ma n danych istotnych, to minimalna ilos¢ dziatan
¢(F,D)=n/2.

D o w 6 d. Zatézmy przeciwnie, Ze ¢(F, D) < n/2. Istnieje wigc algorytm W, ktéry dla
wektora danych @ z (2.5) jest jednoznacznie okreslony przez (2.3) i (2.4), gdzie k < n/2.
Wsrod argumentow u,, vy, ..., u;, v, dziatan 0, , ..., 0, nie moga wystepowa¢ dane
ay, --., a, gdyz 2k <n. Niech a; ¢luy, vy, ..., up, v }. Oznacza to, Ze dla dowolnej warto-
§ci 8, takiej, ze d + & 31. €D, wyniki wy, ..., w,_ otrzymane algorytmem W nie zaleza od §, co
sprzeczne jest z (2.5) (F@) # F(@ + & e?].)) i tym samym koriczy dowéd. )

Zauwazmy, Ze oszacowania n/2 nie mozna na ogét poprawic. Na przyktad definiujac F
przez

W, =ay, | tay, i=1,2,....m, (n=2m), g;€R,

otrzymujemy zadanie, w ktérym ilo$¢ dziatan potrzebnych do obliczenia w jest doktadnie
réwna n/2.

Przedstawione twierdzenie oznacza, ze liczba istotnych danych okresla oszacowanie z do-
tu ztozonosci obliczeniowej. Stad tez wynika, Ze obliczenia zwiazane z wielomianami stop-
nia 7 musza wymaga¢ co najmniej O (n) dziatar, a rozwiazywanie réwnan liniowych z dowol-
na macierza n x n, co najmniej O(n*) dziatan.

3. Szybka transformacja Fouriera. Rozpatrzmy nastepujace zadania:

(Z1) Dia danych liczb zespolonych w(0), w(1), ..., w(n—1) szukamy wielkosci

1N omikin _ .
B c®=-> e w®, k=0,1,..,n-1, =+,

=0

lub odwrotnie,
(Z2) Majac dane liczby zespolone c(0), ¢(1), ..., c(n—1) szukamy

. n-1
(3.2) w®) = > FHinck),  1=0,1,...,n-1,
k=0 )
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Klasyczna metoda rozwiazywania (Z1) lub (Z2) wymaga okoto n? zespolonych mnoze i do-

dawar oraz wyznaczania e~ 2mikl/n w1965 roku Cooley i Tukey [5] zaproponowali algorytm
tzw. szybkiej transformacji Fouriera (FFT), w ktérym ilo§¢ zespolonych mnoZeri i dodawan
zostata zmniejszona do okoto n(r, +r, +... + rp) jeSlin=r -ry-...- "o Idee¢ tego algo-
rytmu przedstawiamy za Reinschem [21].

WprowadZmy nastgpujace oznaczenia:

P, gl, & d=frl-r2-...-rp,
P, ('l"_‘f’n @, ifrz-...-rp,

P2 gfrl S 2
............. Qp_1 cifrp,

Pp grl CRRTRRY (=n), Qp u 1.

Zauwazmy, e dowolng liczbg catkowitg z przedziatu {0, n—1] mozemy jednoznacznie przed-
stawi¢ w postaci

k=kpP _ +..tkPy, gle O<k<r-1dai=12..p

lub
1=1,0Q, +...+Ip0p, gdzie 0<li<ri—l dai=12,...,p.

Latwo takze sprawdzi¢, ze .

n-1 rp—l r,—1
D 4= D 2 % Q +.. 41 Q"
1=0 1,=0  1;=0 PP
Mozemy zatem przepisaé (3.1) nastepujaco
3.3) c(k)= c(kap_l t...+kP)=
rp—l r,—1
1 9T
=;‘_ Z‘ .. Ze Zﬂl(kap_l+...+klPo)(l,Ql+...+Ipr)/n W(I‘Ql + ...+ Ipr)
1 =0 1,=0
ale
L Ip
(e, + ...+Ipr)/n—7;l + “'+_r;‘

Stad iz (3.3)
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noc(k,P, ) +..+kP)=

{
. 14
’p_l "27"(kppp_1+...+kllio)‘?

- e Py
=0
o1
Tp—-1-1 201Gk Py gt ety Po)
X e “Tpmly
1,1=0

.................................

Il
-1 Lo —

r 2m(kap_l+...+k,Po) 7,
X Z e X

1,=0

xwl, @, +...+ ’pr) =

1
_ . 4
rp—1 =2i(k P,y +.tkyPo) =
=0
Ip .
b1
rp—1~1 2mitk, _1P, 5+ +k1P0)-P——1
X e P=tx
1,1=0
................................... >
ri-1 =2wik, P, —II;‘-
X Ze 1 x N
1,=0
xwlh,@ +...+1,@)1,) | »

Wyrazenie zakre$lone klamra }o oznaczymy symbolem S, (I, ..., Ip),‘klamrq }, symbolem'
Sy (ky, 1y, ..., 1), klamra }p symbolem S (ky, ..., ky)-
Algorytm Cooley’a i Tukey’a ma przy tych oznaczeniach nastgpujaca postaé

start:
Sollys e 1) =Wl @y + ... +1,Q))

dla0<li<ri— 1,i=1,2,...,p.
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a=1(1)p:
S Uy Ky Ly -oes 1)
@ 2mitk P 4 +..tk Po)l [P
S I I AT I CPPRN.
1 =0
[+
dla 0<ki<ri—l, i=1,...,0 0<I].<rj—1,
wynik:
c(k oo etk Po)- S (k,, .,kp)
dla 0<ki<ri—l,
Niech
a=la+lQa+l+"'+pop’ b=k, P, 5%
b=k,Q * ...t k,_1Q, 4
oraz
-217i/P -2
u=eée Y “  ‘v=e ‘/"".

- A zatem w kroku a

r

ka b
7o~ 1 —25ri—+—)l
. = a a @
S, (b +KQ, +a)—l Eoe

b=0,...,P_; -1, a=0,.,Q,—-1, k=0,

Mozemy wigc dlaa =1(1)p realizowaé algorytm nastgpujaco
dlab=0(Q1)P,_, -1t
dlag =0(1)Q,_ — 1:
skalowanie

dlal=0()r, —1:S, ,@+b+1Q,) = u?ls,_,@+b+1Q.)

transformacja
Ty~ 1

Scz—l(5 + IaQa‘+ a)

dlak = 0(1)r, — b :S,(a+b+kQ,) = 12 WIS, @+BHQ,).
=0

e 11y ...,Ip)

j=atl,...,p
i=1,...,p.

+klP0’
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Skalowanie i transformacja réwnowazne sa mnozeniu odpowiednio przez macierze Di T,

1 7] F1 1 oo 1 ]
ub 1 v vl
u2b
D= s T=
e L overl L yaen?

i wymagaja facznie ri +r, — 4 mnozefi oraz ra(ra — 1) dodawan. Ogétem w kroku o musi-
my wykona¢ O(P, _, - Q,- ri) dziatan, czyli, ze wzgledu na réwnos¢ P, - @ .= 2 koszt
o ra
kroku ajest O(n-r ).
Zatem w catym algorytmie mamy O(n(r, +r, +... +r p)) zespolonych mnozeri i doda-

wan.

Szybkie transformacje Fouriera dla 2n danychrzeczywi-
sty ¢ h. W przypadku rzeczywistym odpowiednikiem (Z1) i (Z2) sa zadania:

(R1) Majac dane liczby rzeczywiste y; (=0,...,2n-1) szukamy

2n-1
ak=% E y,cosfg dla k=0,...,n
1=0

oraz
bk=;11—E ylsinq—%—l dla k=1,...,n-1;

lub odwrotnie
(R2) Przy danych wsp6tczynnikach rzeczywistych a, k=0,...,n oraz b, k=1,..
..., n—1, chcemy wyznaczy¢é wartosci

n-—1 :
. a

y =2+ T\:{ak cos™ + 5, sin’-'%’§+7"(—1)’
k=1

dlal=0,...,2n- 1.
Rozwigzanie (R1) sprowadza si¢ do wykonania transformacji zespolonej (por. (Z1))

-1
_1”" ~2iki/n _
C(k)712=oe _ w(l), k=0,...,n-1,

gdzie
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.

W(1)=y2,+i~y2,+l, 1=0,...,n-1.
Nastepnie podstawiamy c(n) = c(0) i obliczamy wielkosci
fk =c(k)+5(n-—k), gk =c(k)_c-(n_k)’ hk =gk e-iﬂk/n’

dlak=0,...,[n/2].
Dalej tatwo sprawdzi¢, ze

1
2

(Ref, +Imhy), b, =3 (-Imf, +Reh),

a,_, =3Ref,—Imhy), b, , =;(mf, +Rehy),

dlak =0,...,[n/2].
Podobnie zadanie (R2) mozna rozwiazaé nastgpujaco: Najpierw wyznaczamy wielkosci
pomocnicze

fe=ata,_j+i(=b+b, ), e =b tb, ,tilg—a, ;)
g = eif(k/n -h

dlak=0,...,[n/2]
Nastepnie obliczamy

c®) =3, +g)  c-K)=3F-2)

dlak =0, ...,[n/2].
Jesli wykonamy teraz zespolona transformacje (por. (Z2))

n—1
wl) = D XMk ek),  1=0,..,n-1,

+ to szukane wartosci y; sa réwne

21 =Rew(l),  yy54y =Imw() dla 1=0,...,n-1.

Zastosowania FF T. Aby uzmystowié sobie, jakie korzyéci moze da¢ FFT, roz-
patrzmy nast¢pujacy przykiad.

Niech n = 2%, Zwykty algorytm rozwiazywania np. (Z1) wymagatby okoto n? Zespolo-
nych dziatan, natomiast FFT tylko okoto 2n log,n dziatan. Zat6zmy, ze realizujemy obli-
czenia na maszynie wykonujacej 10® zespolonych operacji na sekundg. Oto tabelka przybli-
zonych czaséw rozwiazywania (Z1):

k | Zwykty algorytm | FFT
10 1 sek 2,0 — 2sek
15 17 min 1 sek

20 ponad 250 godz 40 sek
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Szybka transformacja Fouriera jest interesujaca sama w sobie ze wzgledu na szerokie zastoso-
wanie dyskretnej analizy Fouriera. Okazuje si¢ jednak, Ze czesto jest to dobre ,,narzedzie po-
mocnicze” przy konstruowaniu algorytméw. Wazne s rdwniez zastosowania teoretyczne
w problematyce ztozonosci obliczeniowej. Koszt algorytméw wykorzystujacych FFT stanowi
czesto znacznie lepsze oszacowanie z géry wielkosci ¢(F, D) niz koszt algorytmow , klasycz-
nych”. Jako przyktad zastosowan FFT rozwazymy teraz algorytm szybkiego mnoZenia wie-
lomianéw.

Niech P, (x), P, (x) beda wielomianami w przyblizeniu tego samego stopnia o wspétczyn-
nikach zespolonych takimi, Ze stopiefi P, - P,(x) réwny jest n — 1.

,Zwykty” algorytm mnoZenia takich wielomianéw wymaga co najwyzej O(n”) dziatan.

Jeflin=r, -ry-...- T i2) r; <<n, to mozemy tg ilos¢ dzialan istotnie zmniejszy¢ wykorzy-
stujac szybks transformacje Fouriera (por. [10]). Algorytmem FFT wyznaczamy kosztem co
najwyzej O(n(r, + ...+ rp)) dziatari wartosci P, (x)) oraz P, (x)), gdzie x; = e27n 3 nastep-

nie obliczamy w(x,) = P, (x)) - P,(x,)dlal=0,1,...,n - L.

W ten sposdb zadanie wyznaczania wspétczynnikéw iloczynu P, (x) - P, (x) sprowadzili$-
my do rozwiazania (Z1), co wymaga znowu O(n(r, + ... + rp)) dziatan.

Mozna pokazaé, ze stosujac przedstawiony algorytm szybkiego mnozenia wielomiandéw za-
danie obliczania wartosci wielomianu stopnia n w n punktach lub znalezienie wielomianu inter-
polacyjnego, opartego nan + 1 weztach, wymaga tylko O(n log§ n) dziatan (n = 2K) w po-
réwnaniu z O(nz) w ,klasycznych” algorytmach [ 14]. Zadanie interpolacyjne jest zresztg jed-
nym z niewielu, dla ktérych znamy nieliniowe ze wzgledu na ilo§¢ danych oszacowanie z dotu
minimalnej ilo$ci dziatari ¢(n).

Strassen [26] pokazat na gruncie geometrii algebraicznej, ze O(nlog,n) < ¢(n).

4. Jako nastepne zadanie rozpatrzmy problem obliczania wartosci wielomianu i jego znor-
malizowanych pochodnych w danym punkcie. Niech wigc”

n
@.1) POY= D a, V¥
k=0

bedzie wielomianem stopnia n. Chcemy obliczy¢

P(x P(x 1
@.2) o Fw L L
dla danego x # 0 orazm < n.

Do niedawna w tym celu stosowano iterowany algorytm Hornera, ktéry wymaga (m — 1) x

X (n — m/2) dodawari i mnozeni. Czy jednak nie istnieje algorytm tarszy lub ogdlniej, jaka jest
minimalna ilo§¢ dziatan potrzebna do obliczenia wielkosci (4.2)? OdpowiedZ na to pytanie
w pewnym sensie zawiera praca Shaw—Trauba [24]. Autorzy zdefiniowali jednoparametrowg
rodzine algorytméw obliczania (4.2). Mianowicie, niech

n+l= p-q
dla naturalnych p oraz q i niech

s() = (n - j) mod q,
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0 dla jmodgq#0,
rG) =

q dla jmod g =0.
Algorytm

T}-l=ai+l xs(i+1)1 i= O’ 1’ s — 1’

T}f =a, »O j=01,...m

‘

=7 +7_ x"CD, j=0,1,..,mi=j+1,..,n

Po obliczeniu T{ interesujace nas wielkosci sa réwne

; ')
PO _ Ty
7! x/mod g )

Dla g = 1 otrzymujemy iterowany algorytm Hornera. Natomiast dla ¢ = n + 1 otrzymujemy
algorytm wymagajacy wykonania (m — 1)(n — m/2) dodawan i tylko 2n + m mnozei i dzielen.

Co wigcej Shaw~—Traub udowodnili, ze obliczenie (4.2) dla m = n wymaga co najmniej
2n — 1 mnozen, a wigc algorytm dla ¢ = n + 1 jest ewentualnie gorszy od optymalnego co
najwyzej o n + 1 mnozen. Algorytm Shaw—Trauba dlag = n + 1 jest najtariszym znanym
algorytmem obliczania wartosci wielomianu i jego wszystkich pochodnych. Warto takze
wspomnieé, ze dla m = 0 Borodin [2] udowodnit, ze jedynym algorytmem, ktéry minimali-
zuje ilos¢ dodawan i mnozen jest algorytm Hornera.

Numeryczna stabilno$¢ algorytméw Shaw—Trauba zostata pokazana w pracy [37], gdzie
udowodniono, Ze kazda obliczona warto$¢ T ;, w arytmetyce zmiennopozycyijnej jest doktad-
ng wielkoscig dla wielomianu P o nieco zaburzonych wspétczynnikach. Algorytm Shaw—
Trauba dla ¢ = n + 1 minimalizuje ilo§¢ mnozen, natomiast ilo§¢ dodawari dla m = n jest
w dalszym ciagu rzgdu n*. Zastosowanie szybkich transformacji Fouriera i w tym przypadku
pozwala zmniejszy¢ ogdlna ilos¢ dziatar z n? na O(nlog; n) mnozen i dodawan (por. [14]).
A wigc teraz ilo$¢ mnozeti jest log? n razy wieksza, niz w algorytmie Shaw—Trauba, za ilo$é
dodawar jest n/log: n razy mniejsza. W kazdym razie widzimy, Ze postawienie problemu z}o-
zonosci obliczeniowej dla zadania (4.1)—(4.2) doprowadzito do nowych, tariszych i w petni
efektywnych algorytmow.

5. Rozwiazywanie uktadéw rownaii liniowych. Z rozdziatu 2 wiemy, Ze minimalna licz-
ba dziatan ¢(n), potrzebnych do rozwiazania uktadu réwnan liniowych
-

(5.1) ' AX=b,

o dowolnej nicosobliwej macierzy A n x n, szacuje si¢ z dotu liniowo ze wzgledu na liczbe
danych, tzn. ‘

0(n*) <op(n).

Do roku 1969 wszystkie znane algorytmy wymagaty co najmniej O(n*) dziatan. Ponadto
Klujew i Kokowkin-—Szczerbak [12] udowodnili, Ze algorytm eliminacji Gaussa jest optymal-
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ny 3 mnozen!) w klasie metod korzystajacych tylko z przeksztatceri elementarnych ma-
cierzy. W roku 1969 V. Strassen [25] pokazat, wykorzystujac algorytm mnqzenia macierzy
2 x 2 wymagajacy tylko siedmiu mnozen, ze

\P(n) < 0(n10g2 7)\% 0(n2.8] )
Za Strassenem [25] zdefiniujmy najpierw algorytmy o,k (indukcyjnie ze wzgledu na k)
mnozenia macierzy kwadratowych stopnian = m - 2k Niech a, o bedzie zwyktym algoryt-

mem mnozenia macierzy m x m (wymagajacym m> mnoze i m* (m — 1) dodawarn). Zakta-
dajac, Ze znamy @, ., definiujemy a ' k+1 Dastepujaco:

1° macierze A i B stopniam - 2k*1 ktére chcemy pomnozy¢, oraz ich iloczyn zapisu-
jemy w postaci blokowej

A,y Ag By, B Ci Cp
A= , B= , AB = ,
Ay Ay, By, By G, G

gdzie 4, , B;, oraz C;; sa macierzami stopnia n/2=m -2k,
29 obliczamy

My = (A, +A45,)* By, +By,),

M, =(4,, +4,,)*B,,,

My = Ay, *(By, - By,),

M, =A4,, *(=B,, *+ By,),

Mg =(4,, +A1,) % By,

Mg =(-4,, +A4;,) * (B, +B,,),

M, = (4,5 — A3,) * (By, + Byy),

gdzie symbol * oznacza mnozZenie macierzy algorytmem a m,k + oraz — zwykte dodawanie
i odejmowanie macierzy.

Stad
Ciy =M, + M, — M, + M,,
Cyy =M, +M,,
Cip =M, + M,

Copp =M +M, - M, +M,.
Moina udowodnié, ze algorytm @, , mnozenia dw6ch macierzy stopnia m - 2k wymaga

m> 7% mnozen oraz (5 +m)-m27% — 6 (m - 2%)* dodawan (odejmowari).
Natomiast dla macierzy dowolnego stopnia n okazuje si¢, Ze ich iloczyn mozna obliczy¢,

wykorzystujac mniej niz 4.7 n'e27 eracji arytmetycznych.
J ) P
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PrzejdZmy teraz do omdwienia algorytmu odwracania macierzy. Zaktadamy nie tylko,
7e macierz jest odwracalna, ale réwniez, Ze algorytm nie zatamie sie, tzn. beda odwracalne
odpowiednie macierze potrzebne dla jego realizacji.

Podobnie jak przy mnozeniu definiujemy algorytmy Bm, x 0dwracania macierzy stopnia

n=m-2% indukcyjnie ze wzgledu na k.
B,, ¢ niech bedzie zwyktym algorytmem Gaussa.

Znajac Bm, % definiujemy B m, k+1 Nastepujaco:

1 odwracang macierz A stopnia m - 2k*1 ijej odwrotno$é A~ zapisujemy w postaci

blokowej
A 11 A 12 Cl 1 CIZ
A= , Al = ,
A2l A22 C21 C22

gdzie A, , C;; s3 macierzami stopnia m - 2k,
29 obliczamy
M, =47,
M, =4, *M,,
My =M, *A4,,,

M, =4, *M,,

My =M, -4,,,

My =M,

Cy, =M, *M,,

Gy =M * M,,

M, =M, *C,,,

C, =M -M,, -
Ca =-M,,

gdzie symbol * oznacza mnozZenie algorytmem @, .»amacierze M, i My obliczamy algoryt-
mem ﬁm, k- Pokazuje si¢, Ze algorytm §, , odwracania macierzy stopnia m - 2k wymaga

m - 2K dzielen, nie wigcej niz ¢ m37% — m - 2 mnozeti i co najwyzej g (5 +mym?7% —

—7(m - 2%)? dodawan (odejmowari). Wnioskiem stad jest oszacowanie z géry minimalnej
liczby dziatari arytmetycznych potrzebnych do odwrécenia macierzy dowolnego stopnia n
przez 5.64 nlog27.

Analogicznie rozumujac mozna pokaza¢, ze jesli ¢ mnozeri wystarcza do obliczenia ilo-
czynu dwoch dowo}nych macierzy p X p orazn = m- p¥, to minimalna liczba dziatan ¢(n)
potrzebnych do rozwiazania uk}adu (5.1) spetnia nieréwnoéé
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0(n) < O (n'°8p°).

A wigc, aby otrzyma¢ wynik lepszy od Strassena, nalezaloby podaé np. dlap = 3 algorytm
mnozenia dwéch dowolnych macierzy 3 x 3, wymagajacy nie wigcej niz 21 mnoze, dla

p = 4 co najwyzej 48 mnozen itd. Problem oszacowania ¢(n) pozostaje nadal otwarty, tylko
dla p = 2 znany jes* cytowany juz algorytm, wymagajacy mniej niz p> mnozen dla obliczenia
iloczynu macierzy p x p. Jak dotychczas nie wiadomo takze, czy algorytm Strassena jest nu-
merycznie stabilny. Co wigcej, jest on lepszy (tzn. szybszy) od algorytmu eliminacji Gaussa
tylko dla odpowiednio duzych n. Przy zatozeniu, Ze oba algorytmy sa programowane w jezy-
ku Gier-algol oraz, ze kazde mnozenie i dodawanie zwiazane jest z pobraniem jednego elemen-
tu tablicy dwuwskaZnikowej, okazuje sig, ze koszt odwrdcenia macierzy n X n algorytmem
Strassena jest mniejszy od kosztu algorytmu Gaussa dopiero dla n > 1000.

W przypadku szczegdlnych postaci macierzy A znamy algorytmy wykorzystujace efek-
tywnie te postac i to czgsto w sposéb optymalny. Na przyktad, dla macierzy wielodiagonal-
nych w wielu znanych algorytmach liczby danych oraz dziatasi sg proporcjonalne do 7. Dla
uktaddw tréjkatnych lub prawie tréjkatnych liczba danych i dziatan w najprostszych znanych
algorytmach jest rzgdu n?. Ciekawa klase réwnan liniowych stanowia uktady pochodzace
z dyskretnej aproksymacji zagadnien brzegowych dla réwnan rézniczkowych. Macierze tych
uktadow sg silnie rozrzedzone, co pozwala czg¢sto (ale nie zawsze) zastosowaé w sposob efek-
tywny iteracyjne metody rozwigzywania. Typowym zadaniem w tej dziedzinie jest problem
rozwiazania uktadu pochodzacego z pieciopunktowej aproksymacji réwnania Poissona na pro-
stokacte. Macierz tego uktadu ma postaé

T - 7
g T "

. . —]
| -I T

gdzie T jest macierza tréjdiagonalng n x n, a I macierza jednostkowa n x n (liczba danych =
= 0(n?)).
Jedna z najbardziej efektywnych metod iteracyjnych, metoda ADI, rozwiazuje ten uktad

kosztem O{n? log, nlog, é), gdzie € > O jest zadang doktadnoscia rozwiazania. Zastosowanie
szybkich transformacji Fouriera pozwala to samo zadanie rozwigza¢ kosztem O (n? log, n)

dziatan, a wiec log, %razy taniej, niz metoda ADI. Co wigcej Bank, Birkhoff i Rose [1] podali

algorytm rozwiazywania uktadéw tej postaci, wymagajacy O(n*) dziatan, a zatem optymalny.
Niestety autorom tego sprawozdania cytowany algorytm nie jest znany i mozemy jedynie za
Traubem [29] podaé, ze nie jest on numerycznie stabilny.

6.1. Dotychczas omawialiSmy ztozono$¢ obliczeniowa probleméw, dla ktdrych istnieja
skoniczone algorytmy. Teraz przejdziemy do probleméw, dla ktérych znamy jedynie algoryt-
~ my nieskoriczone. Problematykg oceny kosztow rozwigzania tych zadan nazywamy za J. F.
Traubem (por. [29]) analityczng ztozonoscig obliczeniowq.
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Nasze rozwazania skoncentrujemy na iteracyjnym rozwigzywaniu réwnar nieliniowych.
Zalézmy zatem, Ze poszukujemy rozwiazania réwnania

6.1) ' F(x)=0

daF:pDccV-cV, gdzie ¢V oznacza N- wymiarowa przestrzen zespolona.
Iteracyjne rozwiazywanie (6.1) polega na konstrukdji ciagu {x;} C CV, zbieznego przy
dodatkowych zatozeniach do rozwiazania «, F(a) = 0. Zatézmy, ze znamy n + 1 kolejnych

przyblizefi x;, x;_, ..., X;_, rozwigzania a. Aby skonstruowaé nastgpne przybliZenie x, ¢
korzystamy z pewnej informacji o funkcji F w obliczonych juz punktach x;, ..., x;_ . Infor-

macja ta moze by¢ dana np. poprzez wartosci jej pochodnych
(6.2) FOG,_) da  k=0,1,...5 j=01,..,n

Ogdlnie mozemy zatozyé, ze informacja o funkgji F jest dana przez pewna funkcje
(6.3) T = YZ(xi, ...,x‘._n;F),
gdzie W:Dy, > V,Dp C (€Myr+1 x F dla zadanej klasy zadan &, F e F, oraz zadanej prze-
strzeni V (por. [35]). Na ogdt elementy V sa zbiorami, zawierajacymi dyskretne wartosci F,
oraz jej pochodnych. :

Funkcjg 1¢ nazywamy informacjq. Informacje dang zwiazkiem (6.3) nazywamy informa-
¢jq standardowq.

Przy zadanej funkcji 1Z niech ¢ b¢dzie metoda iteracyjna, konstruujaca nastgpne przybli-
Zenie,x; 41, W mysl reguty

(6.4) TP RVTC FRRS SN (1 FUPNS ST )}
(por. [35]).
PRZYKLAD
1. Metoda Newtona korzysta z informacji standardowej,n = 0,s = 1, .
W F) ={F(x), F(x)} -
i konstruuje ciag § x;} zgodnie z wzorem ‘
Xp4q =% — [F'x)I™ Flx,)
(por. np. [20]).
2. Wielowymiarowa metoda siecznych korzysta z informacji standardowej n = N, s = 0,
Wy, oo x;_ g F) = {1F(x), ..., F(x;_p}-
Ciag {xi} jest dany poprzez
Xie1 =% — XFF(x),

gdzie
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Xp= =% pss X yey — Xyl
= [F(xi)“F(xi_l), "”F(xi—N+l)~F(xi—N)]

(por. np. [20], [7]).

Przystapmy teraz do oceny efektywnosc1 metody iteracyjnej ¢. Z praktycznego punktu
widzenia chcieliby$my, aby konstruowany ciag {xl} z (6.4) mozliwie szybko dazyt do roz-
wiazania a. Z drugiej strony musimy pamigta¢, Ze wykonanie kazdego kroku iteracyjnego
wiaze si¢ z okreslonym kosztem. Przez ,koszt” na ogét rozumiemy liczbe dziatatt arytme-
tycznych potrzebnych do obliczenia zadanej wielkosci. Czasami ograniczamy si¢ tylko do
liczby mnozer i dzielesi, ignorujac dodawanie i odejmowanie jako dziatania tansze. Wielko-
$cig charakteryzujaca ,,miar¢ dobroci” metody v jest tzw. wskaznik efektywnosci e(y; F),
definiowany naste¢pujgco

log; p(y) p(p)
6.5 e(y;
©5) S i
gdzie p(y) oznacza wyktadnik zbieznosci , a c(p; F) jest miarg kosztu wykonania jednego
kroku iteracyjnego (por. np. {3], [16], [29], [30]).

6.2. Oméwmy pokroétce przedstawione wielkosci p(w) i c(g; F). Wyktadnik zbieznosci
p(p) okresla szybkos¢ zbieznosci ciagu { x;} do rozwiazania. Zdefiniowanie p(¢) w przypad-
ku ogdlnym jest sprawa nieco skomplikowana (por. [4], [33], [34] i [35]). Tu przytoczymy
tylko jedna z najprostszych definicji (niezbyt ogdlna). Wyktadnikiem zbieznosci p = p(p)
nazywamy najwigkszg liczbe = 1, dla ktdrej

Ix;,; —el

(6.6) limsup ——— <+ o0
i»e lx;—al?

dla wszystkich funkcji F odpowiednio regularnych, o prostym zerze « (tzn. istnieje [F'(a)]~").

PRZYKLADY:

1. Dla metody Newtonap = 2.

2. Przypadek wielowymiarowej metody siecznych jest duzo bardziej skomplikowany. Na
ogo6t nie mozemy zagwarantowa¢ zbieznosci z wyktadnikiem zbieznosci wiekszym od jedno-
Sci (wyjatek stanowi przypadek jednowymiarowy, N = 1, gdzie p = (1 ++/5)/2). Kluczows
sprawg w tej metodzie jest potozenie punktéw x;, x;_,, ..., x;_, W przestrzeni CN . Jedli za-
tozymy, ze punkty te s3 odpowiednio potozone, to wéwczas p jest jedynym dodatnim zerem
wielomianu

VYL _ NV g

(por. [6],[20]).

Nalezy tu podkres’lié ze dla zadan wielowymiarowych, N > 2, korzysta]qcych z informa-
i W=NR(x;...,x;_,;F)dlan>1, potozenie poprzednich przyblizeri x;, ..., x;_, W spo-
sob istotny wp{ywa na charakter zbieznosci. Aby uniezaleznié wtasnosci badane] metody ite-
racyjnej od potozenia punktéw, definiuje si¢ tak zwany zbidr dopuszczalnych przyblized Tt
w przestrzeni C" i bada wplyw zbioruYH na wyktadnik zbieznosci metody ¢ (por. [6], [7] i
[35]).
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PrzejdZmy do omdwienia wielkosci ¢(y; F), ktéra oznacza koszt wykonania jednego kro-
ku iteracyjnego. Wielkos¢ ta sktada si¢ z dwoch niezaleznych od siebie sktadnikow

6.7) c(p; F) = c(t; F) + (o),

gdzie c(¥; F) oznacza koszt otrzymania informacji o funkcji F w punktach Xy ooy Xy
a wigc koszt obliczenia ¥(x;, ..., x;_,;
Ie . 2 n,l’l(x . .,xi_n,F)).

PRZYKLAD.

1. Dla metody Newtona:

¢(; F) = < koszt obliczenia F(x;) oraz F'(x,) >,

c(p) = < koszt rozwigzania uktadu réwnar liniowych F/ '(xi) -Adx; = — F(x;) oraz do-
dania poprawki x,, ; =x; +x;>.

Poniewaz do rozwiazania uktadu réwnaf liniowych stosujemy na ogét metode¢ elimi-

nacji Gaussa z pewnym wariantem wyboru elementu gtéwnego, wigc liczba dziatar arytme-
tycznych jest rzgdu N?, a stad réwniez

c(p) = O(V?).

2. Dla wielowymiarowej metody siecznych:

¢(1; F) = <koszt obliczenia F(x;) >, gdyz wielkosci F (e;_ 1) --s Flx;_ p) byty juz
poprzednio obliczone i mogty by¢ zapamigtane. '

c(p) = <Xkoszt rozwigzania uktadu réwnan liniowych

(6.8) x, Fi'Ax, = - F(x)

i-n’
; F), natomiast ¢(y) jest kosztem obhczema funkcp

oraz obliczenia X;, | = X; +Ax >.
Z uwagi na specyﬁke; ukladu (6.8), jesli punkty x;, ..., x;_,
w €V, to rozwiazanie Axi mozna otrzymaé kosztem proporc;onalnym do N? dziatan aryt-

s3 odpowiednio potozone

metycznych, czyli
() = 0V?)
(por. [201, [7]). -

6.3. Powré¢émy do wskaznika efektywnosci e(y; F). Najistotniejsza cechg wskaznika
efektywnosci jest:

Wskaz nik efektywnosci jest odwrotnie proporcjonalny do ogolnego kosztu otrzymania
dostatecznie dobrego przyblizenia rozwigzania.

Oznacza to, ze rozwiazujac iteracyjnie uktad réwnari (6.1), powinniSmy poszukiwaé
metod iteracyjnych v, kt6re maja mozliwie duzy wskaznik efektywnosci.

Badanie analitycznej ztoZonosci obliczeniowej wspdtczesnie koncentruje si¢ na badaniu
wiasnosci wskaZnikéw efektywnodci i na doskonaleniu tych metod iteracyjnych, ktére pro-
wadza do najlepszych wskaZnikéw efektywnosci.

U w aga. Jeli dla danego zadania (6.1) oraz dla danej informacji 1 istnieja tylko meto-
dy zbiezne liniowo (p = 1 oraz e(y; F) = 0), tzn. takie, ze

lx/py —al<p™1lx, —al  dastatejp = plp) <1,
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to wéwczas definiujemy L-wskaZnik efektywnosci

e, (v F) = T EL0)

i poszukujemy metod ¢ o mozliwie duzym L-wskaZniku efektywnosci.

6.4. Oméwimy teraz pokrétce otrzymane rezultaty dotyczace analitycznej ztozonosci
obliczeniowej. Zauwazmy przede wszystkim, Ze dla wielu zadan koszt wykonania jednego
kroku iteracyjnego c(y; F) jest w przyblizeniu réwny kosztowi uzyskania informacji ¢ (17; F),
tzn. z (6.7):

(6.9) c(p) << c(1:F).

Zaleznosc (6.9) jest prawdziwa dla funkcji F, dla ktérych obliczenie informacji 7 jest stosun-
kowo drogie (na przyktad, gdy obliczenie F' (xi) wymaga rozwigzania oddzielnego problemu,
lub F(x;) zadane jest skomplikowana formuta).

PRZYKLAD. 1. Rozwazmy metodg siecznych w przypadku skalarnym, N = 1, dla
funkcji

F(x) = det (4 — x), A (kx k).
Wéwczas c(1; F) = O(k*) (ewentualnie wykorzystujac algorytm Strassena ¢ (1%; F) =
= 0(K'°827)),ac(y) = 4.
Przyjmujac zatozenie (6.9) otrzymujemy

log, p(v)

c(GF)’
Stad tez wynika, ze dla ustalonej informaciji 1Z, a wiec dla ustalonego kosztu ¢ (1Y; F), naj-
wiekszy wskaznik efektywnosci ma metoda ¢ o mozliwie duzym wyktadniku zbieznosci
p(p). Metody, ktdre przy ustalonej informacji 17 maja maksymalnie duzy wyktadnik zbiez-
nosci, nazywamy metodami maksymalnymi. Problem poszukiwania metod maksymalnych

zostal po raz pierwszy postawiony przez Trauba ([27], [31]). Poczatkowe prace dotyczyty .
informacji standardowej

6.11) 1, =N(x,,.

(6.10) e(p; F)=

) ={FPx_)k=01,..,5/=0,1,..,n}.

xn’

I'tak w przypadku skalarnym, NV = 1, definiuje si¢ interpolacyjng metode /, _ jak nastgpuje.
Niech w, ; bedzie wielomianem mterpolacy]nym Hermite’a stopnia co na]wyzej r=
=(n+ 1) (s + 1) — 1 danym warunkami

(k) - (k) = Ci=
W, (xi_/.)—F (xi_j), k=0,1,...,87=0,1,...,n.

Nastgpne przyblizenie x;, | w metodzie I, _ definiuje si¢ jako zero wielomianu W,
w,_ ;(x;41) = 0,z pewnym kryterium jego wyboru (np. zero lezace najblizej x;), por. [27] i
[33] Dla n = 0, Traub [27] oraz Kung i Traub [17] udowodnili, Ze maksymalny wyktadnik
zbieznosci réwna sie s + 1 i jest osiggany dla metody interpolacyjnej lo,s (por. [17], [37D).

Dlan = 1 orazs = 0, Rissanen [23] udowodnit maksymalno$¢ metody siecznych 7,
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o wykladniku p = (i + +/5)/2. Nastepnie, dla dowolnych wartosci n, s, w pracach [33]1 [34]
udowodniono maksymalno$¢ metod interpolacyjnych /, - o wykiadnikup, . réwnym jedy-
nemu dedatniemu zeru wielomianu ' '

] .
G+, s+1<p, <s+2,  limp, =s+2.
]'_ n

. Ponadto Brent, Winograd i Wolfe [4] udowodnili, Zze w przypadku tak zwanych niestacjo-
narnych metod iteracyjnych dla dowolnej wartosci » wyktadnik zbieznosci jest <s + 2.
W przypadku wielowymiarowym (N = 2) w pracach [33] i [34] udowodniono, ze dla dowol-
nej wartosci n maksymalny wyktadnik zbieznesci jest réwny s + 1 i jest osiagany dla metody

interpolacyjnej IN Rezultat ten oznacza, Ze informacja standardowa zawarta w F (k)(x, ])
dlak=0,1,...,5;7 = 1, ..., n nie moze zwigkszy¢ wyktadnika zbieznosci. Warunkiem ko-
niecznym na wtasciwe wykorzystanie tej informacji jest dodatkowe zatozenie o potozeniu
punktow x;, x;_q, ..., X;_, W przestrzeni VN, co prowadzi do wspomnianego juz zbioru do-
puszczalnych przyblizen (por. [35]).

Przedstawione powyZej rezultaty uzyskano, narzucajac na rozwazane metody iteracyjne
pewne na ogét mato krepujace warunki regularnosci. W pracy [35] rozwazano problem me-
tod maksymalnych korzystajacych z dowolnej informagji 1 przy zadanym zbiorze dopuszczal-
nych przyblizen . Zdefiniowano pojgcie wyktadnika informacji p(;11Y) i udowodniono, ze
maksymalny wyktadnik zbieZnosci jest 1dwny wykiadmkow1 informaciji i jest osiagany dla
uogdlnionej metody interpolacyjnej Iy 1.

Powyiszy rezultat, dzigki zmodyfikowanej definicji wyktadnika zbieznosci, nie wymaga
narzucenia warunkéw na rozwazang klas¢ metod iteracyjnych. Przyktadem pracy, gdzie roz-
waza si¢ informacje¢ catkowy

o |
Wx; F) ={F(x), ..., F)x), [ F(x; + 10, - x)) dt},

dla odpowiednio dobranych y;, sa prace [8], [9], gdzie udowodniono, ze wyktadnik informa-
¢ji (a tym samym i maksymalny wyktadnik zbieznosci) jest réwny

{s+3 dla N=1lub(N=2is22),
p= '

.3 dla N=2is=
Pamietajac, ze maksyfalny wyktadnik zbieznosci dla informacji F(x,), ..., F (s)(xi) wy-
1

nosis + 1, widzimy, ze powigkszenie informacji standardowej o warto$é catki f F(x; +
[

+ t(yl. — x;)) dt, zwigksza maksymalny wyktadnik zbieznosci o jeden dlaN=2is=1
a w pozostatych przypadkach o dwa. Wydaje sig, Ze szczeg6lnie dla uktadoéw réwnan
(N = 2) otrzymany wynik jest ciekawy, gdyz catka jest reprezentowana poprzez N liczb
a ewentualne wykorzystywanie kolejnych pochodnych F (k )(x) wiaze sie ze wzrostem liczby
danych proporcjonalnym do N k.
Wptyw zbioru dopuszczalnych przyblizen I'C na charakter zbieznosci w przypadku wie-
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lowymiarowej metody siecznych jest przedstawiony w pracy [7]. Pokazano tam, Ze maksy-
malny wyktadnik zbieznosci przy réznych zbiorach I'/zmienia si¢ w przedziale [1, py],
gdzie p, jest jedynym dodatnim zerem wielomianu NN g, Wykorzystanie informa-
cji standardowe;j TZn’ s (6.11) dla zadari wielowymiarowych, N> 2, przy zatozonych zbiorach
dopuszczalnych przyblizen T, prowadzi do maksymalnego wyktadnika zbieznosci p s éw-
nego dodatniemu zeru wielomianu

,
o >
k=0

gdzie r dane jest przez warunek

J (N+r)<(n + 1)(N+s)<(N+r+l) ,

r s r+1

a7, jest najmniejsza liczba naturalng > (N;k)/(N”) (por. [3] dlas = 0i[32] dla dowolne-

' s
go s).
Omodwimy teraz tak zwane wielopunktowe metody iteracyjne bez pamieci (n = 0, por.
[27]), w ktérych informacja jest postaci

TN G ) 08
VG F) =4F V), F Ry, o F V), 0 F K (2 )Y,

gdziej*, u=1,2,...,r,v°= 1,2, ..., k , 0znaczaja nieujemne liczby catkowite, przy czym
v u p
ky +hy + otk =k,

dla zadanej z gory liczby k. Ponadto punkt x,, ; jest funkcja poprzednich punktéw i infor-
magcji, tzn. - '

.1 1 v Sy
)] G ) GA
Xyry =Xy @roXas o X, F U0 F R GG), BV (), F O F ()

v

dlav=1,2,...,r-1 (por. [17]).

Pytanie postawione przez Kunga i Trauba jest nastepujace: Jaki jest maksymainy wyktad-
nik zbieznosci przy ustalonym k? Tzn., jak nalezy okresli¢ 7, x,, x5, ..., X, oraz j¥, aby
otrzyma¢ informacje o mozliwie duzym wyktadniku informacji p (7). Dla przypadku skalar-
nego (N = 1), Kung i Traub postawili hipoteze:

p)<2t-1.
W tej chwili wiadomo, ze wykladnik ten jest osiagany dla informacji postaci
@) _ F@x,), ... F(xp)
lub
(if) F(x,), F'(x;), F(xy), ..., Flxp_y)

dla odpowiednio dobranych x,, ..., x, .
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Ponadto, Kung i Traub w [18] udowodnili prawdziwo$¢ tej hipotezy dla k = 112 w pew-
nej klasie metod iteracyjnych. Opierajac sig na pojeciu wyktadnika informacji mozna udo-
wodni¢ t¢ hipoteze dla k = 3 oraz dla dowolnego k w przypadku/‘l‘)‘ =v—1

6.5. Powr6émy raz jeszcze do wskaZznika efektywnosci e(p; F) danego przez (6.5).
Przyjmijmy teraz, ze nie mozemy w zwiazku (6.7) pomina¢ kosztu c(p). Okreslajac koszt
c(yp; F) jako liczbe mnozen potrzebnych do wykonania jednego kroku iteracyjnego, Kung
[13] udowodnit, ze zawsze

e(p; F)<1,

a dla szczegblnych funkcji F powyzsze oszacowanie jest osiagane dla metody Newtona

w przypadku skalarnym. Oznacza to, ze wykonujac k = ¢(p; F) mnozen, mozna osiggnac
wyktadnik zbieznosci co najwyzej réwny 2k . Ponadto dla réwnan skalarnych Kung i Traub
[16] udowodnili ciekawe oszacowania na wskaznik efektywnosci. Zacytujmy dla przyktadu,
ze dla informacji standardowej przy n = 0, mamy

log, (s + 1 log,(s +1
8, ( . ) <elg:F)< g ( )
c(,F) + p(s + 1)* log,(s + 1)

h c(W,F) +s
dla pewnej statej p > 0.

6.6. Rozdziat ten koriczymy pewnymi uwagami ogélnymi. WskaZnik efektywnosci sta-
nowi asymptotyczna wtasno§¢ metody iteracyjnej. Nie charakteryzuje on wielkosci statej
asymptotycznej, ani obszaru zbieznosci metody, ani osiggalnej w rachunku numerycznym
doktadnosci. Dlatego przedstawione rezultaty nalezy rozumie¢ tylko jako wskazowki dla
wyboru optymalnej taktyki obliczeniowej i to nie dla okreslonego zadania, lecz raczej dla
pewnej klasy zadan. W przypadku konkretnej funkcji F mozemy niekiedy wykorzystac
specyficzne wtasnosci tej funkcji i w rezultacie zaproponowac efektywniejsza metodg, niz
metoda optymalna w szerokiej klasie zadan.

Dla wielu zadari w praktyce obliczeniowej kluczowa sprawa jest zapewnienie zbieznosci.
Korzystajac z informacji standardowej na ogét musimy dodatkowo zatozy¢, Ze przyblizenia
poczatkowe sa dostatecznie bliskie rozwiazania. Ma to miejsce np. dla czgsto uzywanych
metod Newtona i siecznych. Podanie przyblizent poczatkowych bliskich rozwiazania jest na
og6t trudne, a stosowanie losowych przyblizen poczatkowych czesto oznacza, ze poczatko-
we wyrazy konstruowanego ciggu {xi} wcale nie muszg zblizaé si¢ do rozwiazania. Dopiero
z chwilg gdy jeden z wyrazéw x; znajdzie si¢ w obszarze zbieznosci metody, uzyskujemy
zbiezno$¢ procesu, asymptotycznie tym szybsza, im wigkszy jest wyktadnik zbieznosci. Po-
szukiwanie metod iteracyjnych o zapewnionej zbieznosci jest sprawg bardzo istotng. Warto
tu wspomnie¢ o nowej pracy Micchelliego i Mirankera [19], gdzie zdefiniowano dla rzeczy-
wistych réwnan skalarnych maksymalne metody iteracyjne o wyktadnikach zbieznosci
wigkszych od jednosci, ktére w okreslonej klasie zadan konstruuja ciagi na pewno zbiezne
do rozwigzania. Metody te wykorzystuja informacjg postaci

(AT SV {F(xl.), ...,F(xi_n),mi,Mi§,

gdzie x; <x;_, <...<x;_,, natomiast m;, M; spetniaja zwigzek m; < F(k)(x) <M, dla

x € [x;,x;_,]idla pewnej liczby k <n.
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Chcieliby$my poruszy¢ jeszcze jedna bardzo istotna sprawe. Do tej pory charakteryzo-
wali$my rozwazane metody poprzez pewne ich wtasnosci teoretyczne. Warunkiem koniecz-
nym stosowalnosci tych metod w praktyce obliczeniowej jest podanie algorytmu numerycz-
nie stabilnego. Musimy przyznad, ze problemy analizy numerycznej proceséw iteracyjnych
nastreczaja spore trudnosci i na razie nie potrafimy odpowiedzie¢ na wiele pytari zwigzanych
z moZzliwoscia dobrej numerycznej realizacji tych metod. Analiz¢ numeryczng wielowymiaro-
wej metody siecznych oraz metod interpolacyjnych / ns W przypadku skalarnym ilo’s

w przypadku wielowymiarowym zawieraja prace [7] i [36].

6.7. W rozdziale 6 oméwiliSmy analityczna ztozono$é obliczeniows na przyktadzie ite-
racyjnego rozwiazywania réwnan nieliniowych. Oczywiscie tematyka ta dotyczy dowolnych
zadan, dla ktorych stosujemy algorytmy nieskoriczone. Wystarczy tu wymienié takie proble-
my, jak iteracyjne rozwiazywanie wielkich uktadéw réwnan liniowych, znajdowanie mini-
mum funkcji jednej i wielu zmiennych, numeryczne rozwiazywanie réwnar rézniczkowych,
szczegOlnie problemy brzegowe dla réwnari eliptycznych czy tez problemy aproksymacii
funkcji. Nie omawiamy doktadnie tych spraw odsytajac zainteresowanych do przytoczonej
literatury (por. np. ksiazka [38] pod redakcja Trauba i praca [22]).

7. Uwagi koricowe. Do niedawna metody numeryczne przypominaty ogromna ,ksiazke
kucharska”, w ktdrej dla jednego problemu mozna byto na ogét znalez¢é wiele metod jego
rozwigzywania. Proponowane metody réznity sie czesto tylko drugorzednymi szczegétami
i nieraz tylko ,,wtajemniczeni” wiedzieli, jak poréwnywaé te metody i w rezultacie, jak wy-
biera¢ metody najlepsze. Wydaje sig, Ze dalszy rozw6j metod numerycznych bedzie polegat
nie tyle na powigkszaniu juz i tak bogatego zbioru metod, lecz raczej na badaniu ztozonosci
obliczeniowej probleméw i poszukiwaniu metod optymalnych. Bedziemy wigc zapewne
obserwowali w najblizszych latach kompletowanie zbioru ,,prawdziwych” metod numerycz-
nych, tzn. metod numerycznie stabilnych i optymalnych w sensie przyjetego kryterium.

W zbiorze tym prawdopodobnie nie znajdzie si¢ wiele z obecnie stosowanych metod. Wyda-
je si¢ nam, ze ocena kazdej metody obliczeniowej dla danego problemu powinna zmierzaé
do uzyskania odpowiedzi na nastgpujace pytania:

1. Co wiemy o ztozonosci obliczeniowej badanego problemu?

2. Jaki jest koszt i charakterystyka pozostatych wtasnosci istniejacych najlepszych me-
tod rozwiazujacych dany problem?

3. Czy rozpatrywana metoda jest optymalna, tzn. czy miara jej kosztu jest réwna ztozo-
nosci obliczeniowej? Jesli nie, to czy jest to najtarisza ze znanych metod?

4. Czy oceniana metoda jest numerycznie stabilna?

Jesli odpowiedzi na dwa pytania ostatnie s3 pozytywne, to na pewno mamy do czynienia

z metoda zalecang do stosowania w praktyce. Jesli nie potrafimy odpowiedzie¢ chociazby
na jedno z tych pytan, to nie posiadamy petnej wiedzy o rozwazanym problemie. W tej
chwili tylko dla nielicznych probleméw znamy optymalne metody obliczeniowe. Mamy
jednak nadzieje, ze dalsze badania pozwolg pozna¢ ztoZonos§¢ obliczeniowa wielu dalszych
probleméw i by¢ moze uda si¢ skonstruowac¢ ,,prawdziwe” metody numeryczne dla tych
zadan.

Pragniemy ztozy¢ wyrazy podzigkowania doc. dr hab. Andrzejowi Kietbasiriskiemu
za cenne rady i pomoc w przygotowaniu tej pracy.
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