ROCZNIKI POLSKIEGO TOWARZYSTWA MATEMATYCZNEGO

SERIA III: MATEMATYKA STOSOWANA V (1975) . f ms ptm

H. WOZNIAKOWSKI (Warszawa)

Metoda minimalnych B-bledéw dla wielkich ukladéw réwnan liniowych
o dowolnej macierzy

1. Wstep. Wigkszos¢ wspdiczesnych metod iteracyjnych (np. metody T, mr, cg, SOR —
por. [1], 2], [4], [5], [8]) rozwiazywania wielkich uktadéw réwnar liniowych

(1) AX+b=0, A(n x n), g(nx 1),

wymaga, aby macierz 4 byta hermitowska i dodatnio okre$lona. Szybkos¢ zbieznosci do roz-
wigzania X* konstruowanego ciagu {)‘c'k },jak réwniez osiagana maksymalna graniczna doktad-
nosé, zalezg przede wszystkim od wskazZnika uwarunkowania zadania (1) cond, (A4) =
=141, 147"),. Wigkszos¢ zadari pojawiajacych si¢ w praktyce obliczeniowej (np. numerycz-
ne rozwiazywanie rownan eliptycznych) spetnia powyzsze zalozenia z cond,(A4) >> 1.
Powstaje jednak problem, jak rozwiazywac wielkie uktady (1) dla dowolnej nieosobliwej
macierzy A. Czgsto stosuje sig¢ w takiej sytuacji transformacje Gaussa, polegajaca na obustron-
nym przemnozeniu (1) przez macierz sprzezong A7 (gdy A = (a;), to AH = (a'].i))‘ Otrzymu-
jemy wéwczas rownowazny uktad

. > > > X H > H7
2) - Mx+g=0, gdzie M=A"A, g=A"b.

Macierz M jest hermitowska i dodatnio okreslona. Do uktadu (2) mozemy zatem zastosowaé
jedna z powyzej wspomnianych metod iteracyjnych. Zauwazimy jednak, ze

cond, (M) = [cond, (4)]?,

czyli zadanie (2) moze by¢ znacznie gorzej uwarunkowane, niz zadanie (1). Powoduje to od-
powiednie wydtuzenie procesu iteracyjnego, jak réwniez moze spowodowac znaczne pogor-
szenie osiaganej maksymalnej doktadnosci. O ile to mozliwe, nalezy wiec starad sie tak sfor-
mutowaé zadanie wyjsciowe, aby odpowiadajaca mu macierz A w (1) byta hermitowska i do-
datnio okreslona (por. [4], rozdziat 1). I tak np., przy numerycznym rozwiazywaniu zadania
samosprzgzonego w liniowych rownaniach rézniczkowych, mozna zalecié¢ przejscie do réwno-
waznego problemu wariacyjnego, a nastgpnie bezposrednio minimalizowaé odpowiedni funk-
cjonat kwadratowy. Niczaleznie od sposobu dyskretyzacji zadania prowadzi to do uktadu li-
niowego o macierzy hermitowskiej i dodatnio okreslonej (por. [4]). Jesli jednak nie potrafimy
w ten spos6b zmienié zadania (1) z zachowaniem rzedu wielkosci uwarunkowania, to z ko-
niecznosci musimy niekiedy rozwigzywac zadanie (2) dla macierzy M szczegdlnej postaci
M=aM4.

Czy mozna wykorzystac ten znany rozktad macierzy M na czynniki dla uzyskania bar-
dziej cfektywnej metody iteracyjne;j?

129]



30 . H WoZniakowski

Odpowiedzia pozytywna na to pytanie jest przedstawiona ponizej metoda minimalnych
btedéw, me (por. [3], str. 113, przypadek jednopunktowy, [2], str. 51), ktdra jest szczegol-
nym przypadkiem metody minimalnych B-btedéw.

W niniejszym artykule przedstawiamy wiasnosci teoretyczne metody me(B) oraz formu-
tujemy jej szczegdtowy algorytm. W koricowej czesci pracy rozwazamy mozliwo$¢ stosowa-
nia metod me(B) dla wyznaczania uog6lnionych rozwiazan uktadéw liniowych (o prostokat-
nych lub osobliwych macierzach wspétczynnikéw).

2. Wielomiany jadrowe. W dalszych rozwazaniach bgdziemy korzysta¢ z wtasnosci wie-
lomianéw jadrowych. Przypomnimy teraz ich definicje i niektdre wtasnosci (por. [5]). Niech
{p;} bedzie ciggiem rzeczywistych wielomianéw ortogonalnych wzgledem iloczynu skalar-

nego z wagg p, tzn. stopient B, (A) jest réwny k oraz
' af 2 X
3) @ p) = [ PP, MpN)aN=0  dla  i#).

a
Wielomiany p; spetniaja formute tréjcztonowa postaci
Po (x)’ =1 ’

)
pk+l()\) = )\Pk()\) -akﬂPkO\) _ﬁk Pk_l()\),
gdzie .
(A py.pp)
%17 o p)”
(4:) . k’Fk
O\pk’pk—l)

fo =0, Bk=(pk-l’pk—l)’

Formuta (4) jest oczywiscie stuszna tylko wtedy, gdy I p, I = v/(p,, pk~) # 0. Niezerowo$¢
normy zalezy od przyjetej w (3) wagi p. Jesli p jest w [a, b] funkcja przedziatami ciagta, nie-
ujemna, co najmniej w jednym podprzedziale dodatnia, to dla kazdego k, Il p; I # 0 i ciag
wielomiandw ortogonalnych jest nieskoficzony. Gdy jednak przyjmiemy wage postaci

®) o) = ,,Zl SLIUE WY

gdzie < #* f), Ap €la, bldlap =1,2,...,m,a(u) oznacza uogdlniong funkcje Diraca, to
iloczyn skalarny (3) sprowadza si¢ do postaci sumy skoriczonej:

©) @ p) = 2, cap; )P ).
p=1

Dia wagi p typu (5) ciag wielomianéw {pk} jest skoriczony i koriczy si¢ na wielomianie p,,
o wiasnosci



Metoda minimainych B-btedow 31

(7 pm(7\p)=0 dla r=12....m,.

(czyli I p, Il = 0).
Majac okreslone wielomiany ortogonalne p; , definiujemy wielomiany jadrowe.
DEFINICJA. Niech A, bgdzie liczba rzeczywista. Wielomian zmiennej A,

P (o) P ()
K()\Oa)\) 2 k(pk’p:)

nazywamy i-tym wielomianem jgdrowym wzgledem wagi p. (W istocie K, ; jest wielomianem
symetrycznym dwu zmiennych A, )\ dla naszych celow bedziemy Jednak zawsze traktowali
Ao jako ustalony parametr).

Przytaczamy wtasnosci wielomiandw jadrowych, z ktérych bedziemy korzystali w dal-
szych rozwazaniach.

() JesliA, ¢[a, b], to ciag wielomianéw jadrowych {K Mo, )} i=0,1,... jest ciagiem orto-
gonalnym w sensie (3) z waga | A — X, 1 p(A).

(@) Niech B(A,, ¢) oznacza zbidr wszystkich wielomianéw IT stopnia < i, dla ktérych
JT(N\) = ¢. Wowczas jedynym w tym zbiorze rozwigzaniem warunku

(8) inf 19Tl = ||77: I, 77: GPiO\o,C),
VTePi()\o, c)

jest wielomian
©) TEO) = g i) Koo V)

Wtasno$¢ (i) pozwala konstruowaé wielomiany jadrowe K; za pomoca formuty tréj-
cztonowej analogicznej do (4).

Wtasnos¢ (ii) oznacza, ze sposréd wszystkich wielomianéw ograniczonego stopnia,
przyjmujacych w okreslonym punkcie okreslong niezerowa wartosé, wielomian jadrowy
najwyzszego stopnia (pomnozony przez odpowiednig stata) ma najmniejsza norme.

3. Metody przyblizen wielomianowych. Rozwazamy uktad réwnas liniowych
>
MZ+g=0, M=M{  M>0

gdziez(1)M=A,§=b,gdy A =A% >0,aM = 4#4,8 = AHb w przeciwnym przypadku.
Analogicznie jak w [2] zaktadamy, Ze informacja o macierzy uktadu Jest dana poprzez
procedure, ktéra dla danego elementu ¥ przestrzeni wyznacza element y = M X.
Przy tym zalozeniu mozemy konstruowad ]edyme w1elomxan¥’od macierzy M na danym
elemencie. Dlatego bedziemy przybliza¢ rozwiazanie x* = —M"p, konstruujac ciag {xk
taki, Ze

(10) F - =W N, - X7,
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gdzie W, jest wielomianem stopma k, X, jest dowolnym przybliieniem poczatkowym. Po-

niewaz nie znamy elementu x , lecz tylko jego obraz —g Mx* , wigc dla zapewnienia efek-
tywnej konstrukcji elementu 4 « Spelniajacego warunek (10), musimy przyjaé (por. [2],

str. 50) dodatkowy warunek, ograniczajacy wybdr wielomianu W, :
11) W, (0) =

Jesli okreslimy cigg wielomianéw {Wk(K)} spetniajacych (11), to bedziemy méwili, Ze meto-
da konstruujaca ciag elementéw {fk}, spelniajacy rownos$¢é (10), jest generowana przez ten
_ ciag wielomianow. Sprébujemy odpowiedzie¢ na pytanie: jak mozna racjonalnie wybrac wie-
lomiany W, ?

Wydaje si¢ celowe okresli¢ wielomiany W, tak, aby zminimalizowaé pewna norme bte-
du ;k X"

Niech

(12) [F4 if\/(Bx, ),

gdzie B oznacza pewna, odpowiednio dobrang macierz hermitowska, dodatnio okreslona
B=B">0.

Wielomiany W, € P, (0, 1), mlnlma]12u1qce biad xk —%* w normie (12) speiniaja zatem
warunek

13) W, (M(E, -}*)u g = inf ITANE, -,
JTep, (0,1) .

gdzie, jak poprzednio, P, (0, 1) oznacza klas¢ wielomianéw stoﬁnia < k, przyjmujacych w ze-
rze wartos¢ jeden.

DEFINICJA. Konstrukcje ciagu {J‘c’k} w my$i (10), gdzie wielomiany W, spetniaja (11)
i (13), nazywamy metodq minimalnych B-btedow, w skrécie metoda me (B)

ZajmJ]my sie rozwiazaniem warunku (13). W tym celu poczatkowy wektor btgdu, x0
P , przedstawmy w bazie wektoréw wtasnych macierzy M.

Doktadniej, niech
- >y m > )
(14) X, —X = 2 El. ¢ m<n, ¢ #0,
]=
gdzie
© ME =E g, =
M‘g’i—sj)\i, El.B—l, 0<A <A, <. <A

Zauwaimy, ze X, < I Ml A7T < UMM,
Zwiazek (10) mozemy teraz zapisa¢ w postaci:

m > m >
(15) X —x* =D WM ¢ = > £ W)
: j=1 i=1
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Zatéimy dodatkowo, ze macierz B, definiujaca norme (12) jest tak dobrana, ze
Zatozenie (16) jest spetnione np. wtedy, gdy B = MP, {3]. = 7\;’ >z dowolnym rzeczywistym p

(lub ogdlnie, dla dowolnej macierzy B, przemiennej z M).
Z(14),(15)i(16) wynika wowczas

m
17 Ix, —x*ll,; = /21 Ic].iz B | wk(xl.)lz.
]=

Ostatnia zaleZno$¢ wskazuje na $cisty zwiazek poszukiwanych wielomianéw W, z wielomia-
nami jadrowymi. Rzeczywiscie przyjmujac (por. (5)):

(18) p()\)=z Icl.I2 B;8( —2)
j=1

i wykorzystujac zaleznosci (9) i (11), dochodzimy do wniosku, ze rozwigzanie problemu (13)
wyraza si¢ wzorem '

K, (0,})

(19) W, () = X, (©,0) s
gdzie K k(O, ) oznacza k-ty wielomian jadrowy wzgledem wagi (18) przy A, = 0 (por. [5],
str. 8).

Otrzymali$my wigc

TWIERDZENIE 1. Metoda minimalnych B-btedow dla macierzy B, przemiennej z ma-
cierzq uktadu, jest generowana przez unormowane wielomiany jgdrowe (19), wzgledem
wagi (18).m

Powyzsze twierdzenie jest wariantem twierdzenia 6 zawartego w [5], str. 8.

Dla szczegblnych macierzy B metoda me(B) sprowadza si¢ do réznych znanych metod.
I tak przyjmujac szczegdélne macierze B otrzymujemy:

19 dla B = M° = I metoda minimalnych btedéw (me) (por. [2], str. 51, [3], str. 113 —
przypadek jednopunktowy, tzn. k = 1). Norma (12) jest teraz réwna normie euklidesowej.
Wyb6r wielomianéw jadrowych (19) zapewnia minimalizacj¢ normy euklidesowej btedu.

W punkcie 6 pokazemy, Ze praktyczne stosowanie metody me wymaga szczegdlinej postaci
macierzy M, np. w postaci iloczynu sprzezonych czynnikéw M = 474,

29 dla B = M — metoda sprz¢zonych gradientéw (cg) (por. [4], [5]).

39 dla B = M* — metoda minimalnych residuéw (mr) (por. [2] oraz [5], gdzie E. Stiefel
nazywa metode mr(M 2) zmodyfikowana metoda sprze¢zonych gradientéw).

Warunek (13) oznacza teraz minimalizacje wektoréw residualnych

- daf 4 -

e =Mx, tg

w normie euklidesowej.
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4. Charakter zbieznosci metody minimalnych B-btedéw. Rozpatrywana metoda konstru-
uje cigg {¥;} w mysl reguty

(20) i.k - = Wk(M)(’?o - i’*)a Wk(M) = Kk(O, M/Kk(o, 0)

dla ciagu wielomian6w jadrowych { K, } wzgledem wagi (18).
TWIERDZENIE 2. Niech zachodzi rownosc (14) oraz niech

VA =V,
g = —mm——————
VA, v,
Ciggi btedow {8}, &, = X; — X" oraz residuow {7}, 7, = M3, + g odpowiadajqce ciggo-
wiix k}’ konstruowanemu w metodzie minimalnych B-btedow, spetniajg zaleinosci:
l.dlak<m '

(A, <IMl, AT <IM™D).

(21) 181, <20k 1€, I, <20k 1BY2M 0, 17, 1y,
(22) 181, <20% 1BV 0, 1251, <20F 1B7V2 1, 1BY2M ™, R la,
(23) 17, <205 A 0Eyl, <20k 1BV M1, Uy s,
(24) 17,0, <20k 1B72M1, 1851, < 20F condy (B~ 12 M) Iy I
2.dlak>m
-
(25) & =1, =0  (znx,=x").

U w a g i. Nieréwnosci (21)—(24) wyrazaja oszacowanie btedéw i residuéw w normach
I oraz | I, dla poczatkowych krokéw iteracyjnych, k <m. Zalezno$¢ (25) oznacza, ze
metoda me(B) jest skoriczona i dok}adnie po m krokach, m < n, otrzymujemy rozwigzanie.
Wiasno$¢ ta jest niestety tylko wiasnoscia teoretyczna. Przy numerycznej realizacji metody
me(B) nie mozemy na ogdt liczy¢ nawet na przyblizone spetnienie (25) (por. punkt 7),
a zaleznosci (21)—(24) spetnione sa w przyblizeniu, i to tylko dla dostatecznie matych k.
Dowdéd. Niechk<m.Z(13) :vynika, ze dla kazdego ITe l’k(O, 1) mamy

1E N, <UIT@NE N, = ITAN B2 &1, < max I HIE, 5.

MEASA,
Wybierzmy wielomian JT; € P, (0, 1) tak, aby
(26) max l?TZ(?\)I = inf max 1TV,
A <ASA, TMeP(0,1) A <ASA,

Rozwiagzaniem warunku (26) jest (por. np. [1]) wielomian

T, (fOV)

27) T =7 0y
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gdzie T, oznacza k-ty wielomian Czebyszewa pierwszego rodzaju, za$

A) = - A
™ LI W W ¥

Uw a ga. Metoda, w ktdrej wielomiany W, w (10) sa okreslone przez (27), jest nazywa-
na metoda Czebyszewa (T) (por. [1],[2], [4] i [S]). Z wtasnosci wielomianéw Czebyszewa
wynika

max  lrp)I<2 4k,
ApSASA,

dla wartosci o zdefiniowanej w twierdzeniu 2. Stad i z faktu, ze 77 minimalizuje B-norme
w P, (0, 1), otrzymujemy oszacowanie:

Ie i, <26% eyl =205 1BY2M~1 7, <265 IBY2M VI, 7,0,
k'B o'p 0 2 ol
co stanowi dowdd (21).

Zaleznosci (22)—(24) wynikaja z (21) oraz z faktu réwnowaznosci norm (B-normy i nor-
my euklidesowej)

-1/2y~1 2 > 1/2 g
BT IR0, < XN < UBY2H, X1,

Zatozmy teraz, ze k > m. Poniewaz 0 ¢ [\, A ], z wiasnosci (i) wielomiandw jadrowych
wynika, ze ciag {Wk} z (20) jest ciggiem wielomianéw ortogonalnych wzgledem wagi

(28) P, (N =Z lcl.l’ BN B =)
j=1

Waga (28) jest waga typu (5). Na mocy (7) mamy
29) ‘ ka\p) =0
dlap =1,2,...,m Jest to réwnowazZne zaleznosci
W) & =3,

czyli z (20) otrzymujemy

, .

X =x, ek=rk=0,

co koniczy dowdd. =

Omoéwimy twierdzenie 2 dla szczegdlnych macierzy B.
1° W metodzie me, B = I, mamy wiec

e, <205 legl, <20F 1MV, 17,1,
hr I, <20* cond, (M) 17,1,

2° W metodzie cg, B = M,
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e l, <20F IM™120, im2 eoll, < 205 1M, 17,

71, <20* cond, (M''?) 17,1,
(por. [2], str. 53).
39 W metodzie mr, B = M?,
181, <20 1M, 17,

- o
170, <20 lrghy,

(por. [2]. str. 53).

5. Charakter zbieznosci w przypadku M = Af 4. 7 twierdzenia 2 wynika, ze wielkoscia
charakteryzujaca szybko$¢é zbieznosci jest o = o (M, &),
v ?\m/)\l —1

TN

przy czym 7\m/>\l < cond, (M) = [cond, (4)]?. Nalezy podkresli¢, ze wartosci whasne A, A,
macierzy M, wystepujace w roztozeniu spektralnym (14) poczatkowego wektora biedu, sa
zazwyczaj najmniejsza i najwieksza wartosciami wiasnymi tej macierzy. A wigc

Veond, (M) -1 cond,(4) — 1
0 = - .
Veond; (AN + 1  cond,(4) +1

Gdyby byto 4 = A >0t przyjmuiac M = A4 mieliby$Smy na ogét proces znacznie szyb-
ciej zbiezny.

Widzimy zatem, Ze transformacja Gaussa jak gdyby znacznie pogarsza szybko$¢ zbiezno-
$ci procesu przyblizonego.

Pokazemy teraz, ze pogorszenie zbieznosci wiaZe si¢ przede wszystkim z nieokreslono-
$cia macierzy A,a nie jak wydawatoby sie,z transformacja Gaussa.

Rozpatrzmy uktad (1),

(30)

AZ+b=0,
z dodatkowym zatozeniem o macierzy A:
(31) A=4",  spect(4)C[-b, —a]U]a, b,

gdzieb = 14l a=1/0A7 N,
Do powyiszego uktadu nie stosujemy teraz transformacji Gaussa, lecz konstruujemy ciag
{2} w mysl reguty:

(32) B - = WA E -X), W eP(0,1).
Z (32) wynika
12, =30, < UW (I, 13X - %1,

gdzie, na mocy (31),
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df
l Wk(A)II2 < I W, = max | Wk()\)l (A rzeczywiste).
a<iAl<h

Wielomiany W, wybierzmy tak, aby zminimalizowa¢ norme | Wl tzn.
(33) Iw, = inf 971,
WePk(O,l )

Powyzsza metoda jest wariantem metody Czebyszewa dla macierzy hermitowskich, nieoso-
bliwych i nieokreslonych.
tatwo sprawdzi<, Ze rozwiazaniem (33) dla parzystych wskaZnik6w jest wielomian,

T, ()

(34) wlk(x) = Tk(g(o)) ?

gdzie, tak jak poprzednio, T} jest k-tym wielomianem Czebyszewa, a

_b* +4? 2 ., -
g(x)_bz—az _bz-—az)\ '

Z (34) oraz z faktu, ze b/a = cond, (A4), otrzymujemy

=

cond, (4) — I)¥
W, ).

1
I T )~ (cond2 (A) +1
Ostatecznie konstruowany ciag {i’k} spetnia zalezno$é
1%, — X0, <20% 1%, —X*1,.

Proces przyblizajacy (32), (33), optymalny w klasie macierzy A spetniajacych (31), ma wiec
ten sam charakter zbieznoci, co metoda me(B), zastosowana do uktadu o macierzy 474,
Nieokreslono$¢ macierzy A moze wigc wiaza¢ si¢ ze znacznym pogorszeniem szybkosci
zbieznosci optymalnych proceséw przyblizonych, bez wzgledu na to, czy stosujemy trans-
formacje Gaussa, czy tez nie. .
Podkreslamy zatem raz jeszcze: Rozwiazywanie wielkich uktadéw réwnan liniowych
o niedodatnio okreslonej macierzy jest na ogét zadaniem znacznie bardziej pracochtonnym,
niz zadanie z dodatnio okreslona macierza. Nalezy zatem zawsze, o ile to tylko mozliwe,
dazy¢ do formutowania zadania wyjsciowego tak, aby odpowiadajaca mu macierz 4 byta
hermitowska, dodatnio okreslona.

6. Algorytm metody minimalnych B-btedéw. W dowodzie twierdzenia 2 stwierdzilismy,
ze wielomiany {Wk} z wzoru (20) s3 wielomianami ortogonalnymi wzgledem wagi (28).
Jako wielomiany ortogonalne, spetniaja formute tréjcztonows typu (4), ktéra dla wygody
zapiszemy teraz w postaci (por. [ 5], str. 10)

(35) Wy ) = W0 + q—i[ek_l(wk(x) —W_ ) - AWM.

Przy warunkach poczatkowych W,(0) = 1 oraz e_y =0, posta¢ (35) zapewnia spetnienie
warunku W, (0) = 1 dlak = 0, 1, ... Z ortogonalnosci {Wk} wynikaja nastepujace réwnosci

nae, ,igq,
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AW, W) Wi Wisp)
9% = w_w,) k-1 %= w.w,) %

lloczyny skalarne (W,, W,)i(A W, W), na mocy (6), (15) i (28), s3 réwne

m
Wy, W) = Zl l¢/12 B, W2O\) = Gy, B, ~34)),
’:

m
_ 2 - — d
AW, W)= E] lcl.P Bi )\]? Wk()\l.) =(r, Bry),
]=

gdzie r =Mx P g
Podst*awm]qc w (35) na miejsce X macierz M i dzialajac otrzymanym operatorem na wek-
tor x, — x*, uwzgledniajac wreszcie (10), otrzymujemy:

Algorytm metody meB
d ~» 1 -
Xpe1 =X +(_1;{ek—l CARE AN IS
rk=M§k+£
(. BT})
=-—-——————-——_.e N
KT TS
(Prs1> BG4y —i’*))q
#.B@ -*) K

e_, =0, ¢ = ]

Zauwazmy, Ze warunkiem koniecznym stosowalnosci metody me(B) jest umiejgtnos¢
obliczenia wspétczynnikow

(36) ¢ = BGy —3*) = (B, - ¥*, MB(, ).

Wsp6iczynniki te potrafimy zawsze obliczy¢ jedli B = MP dla p naturalnego, gdyZ wowczas

G = (’_';‘. -1y )
Tak wiec metody cg (p = 1) oraz mr (p = 2) prowadza do algorytméw realizowalnych bez
dodatkowych zatozen o macierzy M, i o jej widmie. ‘

PrzejdZzmy do metody me, B = I. Na ogét nie potrafimy oblicza¢ wspétczynnikow ¢,
a tym samym nie mozemy stosowa¢ metody me do dowolnego uktadu o macierzy M =
= MH > 0. Jedli jednak uktad pochodzi z transformacji Gaussa, M = AH 4, to na mocy (1)
i (2) wielkos¢

o=@ —%, AHA@ -3 =143%, +5I]
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moze by¢ efektywnie obliczana. W tym przypadku jest wigc mozliwa realizacja metody me
(por. [7]).

7. Stabilnos¢ metody minimalnych B-btedow. Niezbednym warunkiem stosowalnosci
dowolnej metody w praktyce obliczeniowej jest jej numeryczna stabilno$¢, tzn. wiasno$é
zapewniajaca, ze btad wytworzony przy numerycznej realizacji algorytmu jest poréwnywal-
ny z przeniesionym bt¢dem reprezentacji danych poczatkowych. (Btad ten w gtéwnej mie-
rze zalezy od uwarunkowania zadania). Kwestia numerycznej stabilno$ci metody minimal-
nych B-bt¢doéw nie jest w petni wyjasniona. Wiemy z przeprowadzonych testéw, Ze meto-
dy te (B = MP, p = 0, 1, 2) nie s3 stabilne przynajmniej w klasycznym sensie tego pojecia.
Czgsto si¢ zdarza, szczegdlnie dla zadan Zle uwarunkowanych, ze po wykonaniu m krokéw,
kiedy teoretycznie powinni$my osiaggna¢ prawdziwe rozwiazanie, otrzymujemy przyblizenie
g . -2 > . . . . e i - ..

x,,, dlaktérego I X~ x* Il jest tylko nieznacznie mniejsze od Il xo — x* Il. Z drugiej jednak
strony, dla szczegblnie wybranych wektorow ;0 i dla pewnych rozktadéw wartosci wtas-
nych macierzy M, metody me(B) daja zaskakujaco dobre przyblizenia.

Pytanie, co nalezy zatozy¢é o macierzy M i wektorze X, , aby zagwarantowaé numerycz-
na stabilno§é postepowania jest nadal problemem otwartym. Z uwagi na numeryczna niesta-
bilno$¢ metody me(B) stosowanie jej jako metody samodzielnej nie moze by¢ generalnie za-
lecane.

Istnieje jednak mozliwo$¢ potaczenia metody me(B) ze stabilng metoda Czebyszewa
(T) tak, aby wykorzysta¢ pozytywne wtasnosci obu metod i zapewnié numeryczna stabilno§é
catego procesu obliczeniowego. Problem taczenia tych metod byt poruszany w pracach [4]
i[5]. Prace [2] i [7] zawieraja probe pelnego zalgorytmizowania metod mr-T, me-T odpo-
wiednio.

8. Uogélnienie na przypadek macierzy osobliwych i prostokatnych. Rozpatrzmy pro-
blem znalezienia uogé6lnionego rozwigzania uktadu
(37) . AR +b=0,
gdzie dane s3: macierz4 (s x n) i wektor b (s x 1). Rozwiazanie uogdlnione ([0], str. 37)

-
definiujemy jako wektor x* (n x 1), o najmniejszej normie euklidesowej, sposréd wekto-
-

réw X minimalizujacych | Ax + b1, .

Rozwiazanie uogélnione x*, speinia réwnanie
(38) AH (4% +5) = 0.

Jesli macierzM = A®A, M (nx n), jest nieosobliwa, to (37) sprowadza si¢ do nieosobli-
wego uktadu

>, >_ 2 - H7

(39) Mx+g=0, g=A"b.
Uktad ten mozemy rozwigza¢ metoda iteracyjng startujac z dowolnego przyblizenia poczat-

kowego x,. oW N
Zatdimy teraz, ze macierz M jest osobliwa. Niech &, ,¢,, ..., ’;‘n beda wektorami wias-

nymi macierzy M, tworzacymi baze ortonormalna przestrzeni zespolonej C”. Niech

ME=EN,  O0<A SN <A, A=A, =22, =0,
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Roztézmy €" na sume prosta,
c"=C, G,
gdzie

-

c € =lin@ b, nE) G =linGEyyE Ly k)

Woéwczas kazdy wektor X mozemy przedstawié w postaci ¥ = ¥, +X,,X, € C;,i = 1,2.
Zauwazmy, Ze ,,najkr6tsze” rozwiazanie i wyraz wolny z (39) spetniaja warunki,
_x.* = ixﬁ; s g = gl .
Powré¢my do ciagu {k’k} 2 (10); uwzgledniajac powyzsze relacje otrzymujemy:
-» - - - -
Xy — X* = k(M) (xo — 4*) = Wk(M) (XO,I -x7)+ wk(mxo,z-
Z warunku W, (0) = 1 wynika,
- -
W) x5 = %0 2,

astad
-»> -+
(40) I = X*12 = Ixy , 1% + I W) Gy — %)

dla dowolnej hermitowskiej macierzy B, spekmajqcej warunki (16). Z (40) wynika, ze warun-
kiem komecznym zbieznosci ciagu x, i dox™ jest 5?0 2 = 0, co mozemy zawsze zapewnic,
przyjmujac Jc0 =0.

Niech

- -+

-
€ dla cl.#O, AM£i=Ei>\/" 0<A <A <<, m<p<n

><J
I
[\15

S~
n
oy -

Dla X, = 0 otrzymujemy z (40)

m
- > 2 2,12
(41) X, €Cy, Hx, —x*l5 = 21 le 1”8, ().
j= .
Widzimy zatem, Ze metoda me(B) ma sens nawet w przypadku osobliwej macierzy M o ile

tylko X, = 0.
Jako macierz B mozemy przyjac

B=MP +P,,
gdzie p = 0, a P, oznacza macierz taka, ze
P,X=X,.

Charakter zbieznosci jest analogiczny jak w twierdzeniu 2.
Zauwazmy w koricu, ze dla metody me wspdtczynniki ¢, z (36) sg réwne

-+ - n2
¢ = I Ax, — Ax* 3.
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Potrafimy je oblicza¢ tylko wtedy, gdy Ax* = -b,co oznacza, ze uktad (37) nie moze by¢
sprzeczny.
UdowodniliSmy zatem

TWIERDZENIE 3. Niech x* bedzie uogdlnionym rozwigzaniem uktadu
ME+g=0, M=4aH4,  F=aHp

1° Metoda me(B) dla B = MP + P,, p >0, konstruuje cigg {x,} zbiezny do X* dla
przyblizenia poczgtkowego %, takiego, Ze

-

{ dowolne, gdy M nieosobliwa,
0, gdy M osobliwa.

> e m—» > >
Xo-x*=D fceC,, G#0,  ME=EN,  0<N <A <<,

2° Konstruowany cigg 1, } spetnia zaleznosci:
Y k
- > - -+ >
@ x -x"eC, lx,-x*l,<2d,0*lrl,, 17 1,<2d, ok Irl,,
gdzie

| /A, p<2
dy = O,M) PR g,
dy/\, P22,

VA I, -1

o= k=12,
AN+
(b) =%, 7.=0 da k>m.
k k

3% Algorytm metody me(B) jest nastepujgcy
- - 1 s —-» >
X =x, t—je X, — X ~7T, ¢
k+1 k qk{k—l(k k—l) k}\
gdzie
. (e, MPF))
= o —e 1
NG XCARS S IR

> - —
ry =Mx, +g,

Cr+1 7
k)
€k

e =0, ¢ = da ¢, =, MP7I7).

Algorytm ten jest efektywny dla naturalnego p oraz dla p = 0, jesli uktad (37) nie jest
sprzeczny (¢, = IAX, + b||:). "
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