ROCZNIKI POLSKIEGO TOWARZYSTWA MATEMATYCZNEGO ("~
SERIA III: MATEMATYKA STOSOWANA V (1975) ms ptm

HO THUAN (Hanoi)

Pewne warunki dostateczne zbieznoéci metod Jacobiego i Gaussa~Seldela
dla wielkich ukladéw réwnan liniowych

0. Wprowadzenie. Praca zawiera trzy warunki dostateczne zbieznosci metod J acoblego i
Gaussa> Seidela iteracyjnego rozwiazywania uktadéw réwnar liniowych postaci AX = B. Wa-
runki te opieraja si¢ na pewnej wtasnosci macierzy A, zdefiniowanej w pracy jako , kryte-
rium sumy”’. Wtasno§¢ ta na ogét nie jest réwnowazna nieredukowalnosci macierzy 4.

Przedstawione wyniki traktujemy przede wszystkim jako przyczynek teoretyczny do
poznania metod Jacobiego i Gaussa—Seidela. Stosowalnos¢ tych metod w praktyce jest zni-
koma, gdyz na ogét potrafimy wskazaé inne znacznie efektywniejsze metody iteracyjne.

1. Niech 4 = (aij) bedzie zespolong macierza n x n, a b danym wektorem n x 1. Poszu-
kujemy rozwigzania uktadu

(L1 AX=b.
Macierz A przedstawmy w postaci
(1.2) A=D-FE-F,

gdzie D = diag(a;;), £ jest macierzg Scisle dolng tr6jkatna, F Scisle gorng tr6jkatng. Zakta-
damy, ze macierz D jest nieosobliwa.
Rozwazmy metody iteracyjne Jacobiego i Gaussa—Seidela definiowane nast¢pujaco:

(13) X =DV E+PI_+D'bh  m>0,
(metoda Jacobiego, por. [5], str. 71 i dalsze),
(1.4) X,41 = D-EY'FX +(D- EY'b
(metoda Gaussa—Seidela, por. [5], str. 72 i dalsze).
Macierze
(1.5) B=D'(E+F)
oraz
(1.6) C=(D-EY'F

nazywamy macierza Jacobiego i macierza Gaussa—Seidela odpowiednio. Metody Jacobiego i
Gaussa—Seidela s szczegélnym przypadkiem metody iteracji prostych, zastosowanej do ukta-
du réwnan postaci
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X=Gx+g.
Konstruowany ciag iteracyjny {;n} jest okreslony rekurencyjnie:
- -+ -
Xp41 = Gx, +g.

Zbieznos$¢ tej metody jest uzalezniona od p(G), gdzie p(G) jest promieniem spektralnym ma-
cierzy G (p(G)= max IAl)
Aespect(G)

Prawdziwe jest twierdzenie (por. [4]i [5]):

Cigg {;n} jest zbiezny do rozwigzania przy dowolnym przyblizeniu poczqtkowym ;o
wtedy i tylko wtedy, gdy p(G) < 1.

Dla uzyskania warunkéw dostatecznych zbieZnosci metod Jacobiego i Gaussa—Seidela
poszukuije si¢ na og6t takich wlasnosci macierzy 4, aby odpowiadajace jej macierze B i C
miaty promienie spektralne mniejsze od jednosci. Wielu autoréw (por. [5]) zaktada, ze 4
jest macierza nieredukowalna, a nastepnie, przyjmujac dodatkowe zatozenia, dowodzi
zbieznosci metod Jacobiego i Gaussa—Seidela.

W tej pracy zatozenie nieredukowalnosci zastgpujemy innym, na ogét nie réwnowaz-
nym zatozeniem (tzw. , kryterium sumy”’), a nast¢pnie otrzymujemy analogiczne twierdze-
nia o zbieznosci rozwazanych proceséw iteracyjnych. Przypomnijmy pojecie redukowalno-
éci macierzy (por. [5], str. 37). ‘

DEFINICJA 1.1. Niech n > 2. Macierz 4 (n X n) jest redukowalna jeéli istnieje ma-
cierz permutacji P (n x n) taka, Ze dla pewnegore N, N = {1,2,...,n},

Ay Ap
pAPT = [ ,
0 A,y

gdzie A,, jest macierza r x r, A,, macierza (n — r) x (n — r). Jesli nie istnieje macierz P
o powyzszej wlasnosci, to A jest macierza nieredukowaing.
Eatwo sprawdzi¢ (por. [5], str. 37 i 38), ze z definicji 1.1 wynika

TWIERDZENIE 1.1. 1. Macierz A jest redukowalna wtedy i tylko wtedy, gdy istniejqg dwa
roztqczne i niepuste zbiory 1, J takie, ze :

IVJ =N, nz?2
oraz

a.=0 dla iel, jed

Jesli takie zbiory 1, J nie istniejq, to macierz A jest nieredukowalna.
2. Macierz A jest nieredukowalna wtedy i tylko wtedy, gdy do kazdej pary i, j (1 <i,
J < n, i#]) istniejq wskaZnikii,, i, ..., i takie, Ze
aiilailiz aisj #0. 8
Z zacytowanego powyzej twierdzenia 1.1 wynikaja lematy:
LEMAT 1.1. Jesli istnieje wskaznik k, taki, zZe
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akojaﬁO dla J=142,..,n, jFk,,

oraz

ag, #0 dla  i=1,2..,n i#k,

to A jest macierzq nieredukowalng.
D o w 6 d. Skorzystamy z punktu 2 twierdzenia 1.1. Przyjmujac i, = i; = k, mamy, na
mocy zatoZen lematu 1.1,

aiko . akoi#O,

co oznacza nieredukowalno$¢ macierzy 4. »

LEMAT 1.2. Jesli liczba zerowych elementow niediagonalnych jest mniejsza niz n — 1,
to A jest macierzq nieredukowalng.

D o w 6 d. Zatézmy nie wprost, ze 4 jest redukowalna. Na mocy punktu 1 twierdze-
nia 1.1 liczba zerowych elementéw niediagonalnych A jest nie mniejsza niz
()] 1% (n— 11,

gdzie (1! przybiera wartosci catkowite z przedziatu [1, n — 1]. Iloczyn (1.7) jest zawsze nie
mniejszy niz n — 1, co jest sprzeczne z zaloZeniem i tym samym oznacza, ze A jest macierzg
nieredukowalny. =

2. W tym rozdziale podajemy trzy warunki wystarczajace zbieznosci metod Jacobiego i
Gaussa—Seidela. Warunki te opieraja si¢ na nastepujacym kryterium.

DEFINICJA 2.1. Macierz A (n x n) speinia kryterium sumy jesli istnieja dwa roztacz-
ne zbiory /1, J oraz wskaznik k, € I, takie, ze

I#0Q, IVJ=N,

la, 1> Y ia..l dla iel
i~
J#i

la,| = Zlaiji dla ieJ,
i

oraz

aikoaﬁo dla ieJ. =

Zauwazmy przede wszystkim, ze z kryterium sumy nie wynika nieredukowalno$¢ ma-
cierzy A. Swiadczy o tym przyktad

2 0 2 0
0 2 1 -1
A= .
2 0 -4 0
1 =2 0 4
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Macierz A spetnia kryterium sumy, gdy / = {3, 4%, 7 ={1, 2% oraz ko, = 3, natomiast 4
jest redukowalna na mocy punktu 1 twierdzenia 1.1, gdy I = {1, 3torazJ = {2, 4}.
TWIERDZENIE 2.1. Jesli A spetnia kryterium sumy, to A jest nieosobliwa.
D o w 6 d. Zatézmy nie wprost, ze 4 jest macierza osobliwg. Wéwczas réwnanie jedno-
rodne

>
@.n AX =0
. - - nd
ma niezerowe rozwigzanie x = [x,, ...,xn]T.
Niech
Ix t= max |x)|
1<i<n
Rozwazmy r-te réwnanie w (2.1), .
a,x, == Z”rjxi'
j#r
Stad
Siogf< S
< <<
2.2) la,, 1< Ia’jl 1< Zlarjl'
. j#r roj#Er
Z (2.2) wynika, ze r € J, oraz
- X, \
\ _ ' Tl -
la, 1= Dla,1|= Dlal,
J#r r j#r

€O oznacza, Ze

lxil =lx,| dla tych j, dla ktérycha,; # 0.

Z wtasnosci kryterium sumy wynika, ze

L #0, ko€l

czyli kao b=ix, 1.

Stad i z (2.2) wynika nieréwnos¢
< 1
0 1,1 < D Tag
_ j#kg

co stanowi sprzecznos$¢, gdyz ko € 1. Zatem A jest macierza nieosobliwg. ®

TWIERDZENIE 2.2. Jesli A spetnia kryterium sumy, to metody Jacobiego i Gaussa— Sei-
dela sq zbieine przy dowolnym przyblizeniu poczgtkowym.

D o w 6 d. Macierz Jacobiego B = (bi].) z (1.5) jest réwna
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[0 dla i=j,

i

Zdefiniujmy macierz B= (l?i].) nastepujaco:

\iko = & jesli i€l oraz biko =0,
bk(,j = £ jesli j # kg oraz bkoj =0,
b.=b.  dlapozostatychi,j (dlae>0).

Na mocy lematu 1.1 macierz B jest nieredukowaina, a dla dostatecznie matego € mamy

n
: u}i/.i<1 dla iel.

i=1

Ze znanych wtasnosci macierzy o nieujemnych wspdtczynnikach (por. {4]) wynika

p(B)<p(IB)<p(IBh<1,

co oznacza, ze metoda Jacobiego jest zbiezna.

Macierz | Bl oznacza macierz o elementach Ibij I, p(B) jest najwigckszym modutem war-

tosci wtasnej macierzy B.
Przypomnijmy, ze

B=D"(E+F)=L+U,

gdzie L = D™ F oraz U = D™ F. Macierz Gaussa—Seidela C jest réwna

C=(D-EY'F=(D-EV*DD'F=[D"D-EN"U=(U-L)y'U.

Stad tez
i=iL1+ U1, iBl= L1+ 101,

iB
Ul

gdzie ILi<|LlilUI<]
Oznaczmy

C,=u-1Ly il
Wykorzystujac twierdzenie Steina--Rosenberga (por. {4], [5], str. 120) mamy
(2.3) p(C)<p(Bh<1.
Z drugiej strony
Il =1a+L+. . +L"Hul<g+iLl+.. + 1LYy

<A+ D+ .+ LY 10 = - 1L T = C,.
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Z (2.3) wynika zatem, ze
p(C)<p(ICh<p(Cy)< 1,

co oznacza zbiezno$¢ metody Gaussa—Seidela. ®

Uwagi

1. W przypadku gdy J jest zbiorem pustym (czyli 171 = n), macierz 4 jest $cisle diagonal-
nie zdominowana i twierdzenie 2.2 pokrywa si¢ ze znanym rezultatem Misess, Geiringer [3]
oraz Collatza [1].

2. Jesli dodatkowo zatozymy, ze A jest macierza nieredukowalna, to twierdzenie 2.2 po-

krywa si¢ z rezultatem Geiringer [2], a co wigcej, z dowodu twierdzenia 2.2 jest jasne, Ze za-
tozenie o istnieniu indeksu k,, jest teraz niepotrzebne.

TWIERDZENIE 2.3. Jesli istniejg dwa roztgczne zbiory I, J takie, zZe

I#+0, IUJ=N,
iaiil>ZIaU| dla iel,
J#i
|aii|>2|ail.l dla iel, .
J#i
a ponadto ilos¢ zerowych a; dla i #}j, i € J jest mniejsza niz n — 1, to A jest macierzq nieoso-
bliwg.
D ow 6 d. Zatézmy, ze A jest osobliwa i niech X bedzie niezerowym rozwiazaniem réw-
& >
nania Ax = 0. Niech
Ix I= max lx|.
r . 1
1<i<n
Jeslir € I, to powtarzajac rozumowanie z twierdzenia 2.1 dochodzimy do sprzecznosci.
ZatemreJoraz la, 1= > Iar,. |. Z zalozen naszego twierdzenia wynika, Ze co najmniej

J#Er
jeden elementa, (s # r) jest rozny od zera.
Zatdimy, ze -
gy oty #0 (1<1<n =)
JeSlit=n—1,t0lxl=Ix,l=...= x|, czylil = @, co jest sprzeczne z zatoZeniem.

Awigct<n-1.
Rozwazmy dwa przypadki
(a) Istnieje co najmniej jeden element arsl zs, el (1 <I<t). Powtarzajac dowdd z twier-

dzenia 2.1 dochodzimy i tym razem do sprzecznosci. .

(b) Wszystkie s, e /dlal=1,2,....1. Wéwczas wérdd ¢ wierszy o numerach sy, s, ..., 5,

istnieje co najmniej jeden, ktory zawiera niezerowe elementy niediagonalne na mocy zatoze-
nia, 7¢ liczba zerowych a; dlai#j, i€J, jest mniejsza niz n — 1. Dochodzimy zatem znéw

do sprzecznosci, co ostatecznie dowodzi nieosobliwosci macierzy 4. ®
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TWIERDZENIE 2 4. Jesli A spetnia zatozenia twierdzenia 2.3, to metody Jacobiego i
Gaussa—Seidela sq zbieine przy dowolnych przyblizeniach poczgtkowych.

D ow 6 d. Teza twierdzenia 2.4 wyniké z dowodu twierdzenia 2.2 z nieznacznymi zmia-
nami.

Jako nastepny przypadek zapewniajacy zbiezno$¢ omawianych metod rozwazmy twier-
dzenie 2.51 2.6.

TWIERDZENIE 2.5. Jesli istniejg dwa roztqczne zbiory I, J takie, ze
I1+0, IuJ=N,
laiil>Z|ai/. | dla el
. J#i
la,l = Zlai].i oraz 2;; 1 #0, a;;,,#0 dla . ielJ,
j#i :
to macierz A jest nieosobliwa.

D ow 6d. Zatézmy, ze 4 ]est osobliwa i niech x bcdne niezerowym rozwu;zamem
réwnania jednorodnego AX = 0. Oznaczmy

|x’| = max Ix.l.
1<i<n

Niech i, € I spetnia warunek

lig —rl=minli - rl.
iel

Jeslirel, tzn.r = i, to powtarzajac dowdd twierdzenia 2.1 dochodzimy do sprzecznb~
§ci.
Zatem, r e J, a stad
Iarrl :Zlarl.l.
J#ETr
Oznacza to, ze lxl.l = lx |, gdy a,; #0.

Rozwazmy dwa przypadki.
(a) r >1iy. Z zatozen twierdzenia 2.5 mamya, . _; #0,czyli Ix,_; 1= Ix [ Jeslir — 1 =

= Iy, to otrzymujemy natychmiastowg sprzeczno$é. Jesli nie, to (r — 1) € J, a stad a,_y,_2 *
#0. Tak-wigc Ix,_,| = lx |, a postepujac analogicznie stwierdzamy, ze |xl.o| = Ix,|. Stosujac
rozumowanie z dowodu twierdzenia 2.1, dochodzimy do sprzecznosci.

(b) r <i,. Z zatozenia twierdzenia 2.6 wiemy, ze a, .41 # 0itak jak w przypadku (a)
stwierdzamy, Ze |xi°[ = Ix, |, co prowadzi do sprzecznosci.

Udowodnili$my zatem, ze A4 jest macierzg nicosobliwg. ®

TWIERDZENIE 2.6. Jesli A spetnia zatozenia twierdzenia 2.5, to metody Jacobiego i
Gaussa—Seidela sq zbieine przy dowolnych przyblizeniach poczqtkowych.

D o w 6 d. Macierz Jacobiego B = '(bl.].)jest réwna,
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Macierz B = (l;;.].) jest definiowana nastgpujaco:

~

bj;y=¢ da ielorazb;; | =0,
I;;',i+l= € dla ielorazb,;,, =0,
bi]. = bi;‘ dla pozostatych i, j,

gdzie £> 0 jest dostatecznie mate, tak aby

n
Z 15.1<1 dla iel.
. ij
j=l -

Macierz B jest nieredukowalna, gdyz 17, i1 3. ;1 $aroine od zera (por. [4]).

Dalszy dowdd jest analogiczny do dowodu tw1erdzema 2.2, skad tez wynika zbiezno$¢
omawianych metod. ®
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