
ROCZNIKI POLSKIEGO TOWARZYSTWA MATr~MATYCZNEGO 
SERIA III: MATEMATYKA STOSOWANA V (1975) 

B BARTŁOMIEJCZYK i S. LANOWY (Gliwice) 

Wielokrokowe schematy dla jednopunktowych 
optymalnych funkcji iteracyjnych 

Celem niniejszej pracy jest podanie różnych sposobów przedstawienia pewnej podklasy 
wymiernych f.i. Na tej podstawie podane zostaną pewne wielokrokowe schematy dla oblicza-
nia wartości n-optymalnych f.i., które mogą znaleźć zastosowanie w praktyce. 

Przyjmujemy oznaczenia i definicje podane w [ 1 ]. 
W pracy rozpatrywać będziemy n-optymalne wymierne f.i., tzn. f.f.i. postaci 

ao Kn-1 (ao,a1' ... ,aµ) 
l.p =z - ---------

Kn (ao, a1 • · · ··Pµ) ' 
(1) 

gdzie KP(a0 , a 1 , ••• , aµ) (p = n - 1, n; n,µ EN, n~µ) są pewnymi wielomianami je.dnoród-
. nymi stopnia p zmiennych a0 , a 1 , ••• , aµ, przy czym 

Kn (O,a 1 , ••• ,aµ)~O, 

Których rząd zbieżności jest równy n·+ 1. 
Modyfikując twierdzenia podane w [ 1] (twierdzenia 6.1 - 6.3) otrzymujemy: 
TWIERDZENIE 1. Każda ff i. dająca się przedstawić w postaci (1) ma rząd zbieżności 

~n+ 1. 
TWIERDZENIE 2. F.f i. jest n-optymalną fi. wtedy i tylko wtedy, gdy jest postaci 

n-1 
"" o: u ai+ 1 

·L i n-1-i o 
(2) i=O 

ł.Jf = z - -------n n 
~o:.u .a1

0
• L 1 n-1 

. i=O 

gdzie a0 =I= O, a 1 , ... , O'.n są dowolnymi liczbami zespolonymi. 
Podamy obecnie twierdzenia charakteryzujące n-optymalne f.i. w inny sposób niż twier-

dzenie 2. 
TWIERDZENIE 3. F.f i. jest n-optymalną fi. wtedy i tylko wtedy, gdy jest postaci 

ao vn-1 k 
<Pn= z - V , ' 

n,k 
(3) 

f61) 
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gdzie: k-liczba naturalna, 

(4) V = s,k 

s 

k 
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o o 
o 

o 
o 

o 
o 

o 
o 

">'s+k-1 'Ys+k-2 'Ys+k-3 'Yk 'Yk-1 'Yo 

'Ys+k 'Ys+k-1 'Ys+k-2 'Yk+l 'Yk ... 'Y1 

s = n - 1, n;( 1) 'Yo, "f 1, ... , 'Y n +k - dowolne liczby zespolone takie, że 

(5) 

(6) 

o 
'Yo 

o 
o 

...................... 

'Yk 'Yk-1 'Yk-2 ... 'Y 1 , 

D o w ó d. Oznaczmy 

'Y;+ 1 'Yo o o 

a.= (-Ii 'Y;+ 2 "f I 'Yo o 
l 

'Y;+k 'Yk-1 'Yk-2 ... 'Y1 

Rozwijając wyznacznik (4) według ostatnich k wierszy otrzymujemy 

(7) 

gdzie a; są określone równościami (6). 
Stosując wzór (7) do (3) otrzymujemy tożsamość 

<I> = tp n n 

i=O(I)n. 

dla ai określonych wzorami (6) (a0 *O na podstawie założenia (5)). Stąd na podstawie twier-

dzenia 2 wnosimy, że f.f.i. <Pn jest n-optymalną f.i. 
Pozostaje wykazać, że dla dowolnych liczb zespolonych a0 =I=- O, a 1 , •.. , an można dobrać 

liczby 'Yo, 'Y 1 , ••• , "f n+ k takie, że zachodzą równości (6). 

( 
1

) Dla s =O przyjmujemy, że wiersze zaznaczone klamrą z literą s nie istnieją. 
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Przyjmijmy 

'Y1 =#=O, 'Yo= O. 

Równości (6) przyjmują wtedy postać 

" - ( l)i k-1 ( <Xi - - 'Y 1 · 'Y i+ 1 , i = O 1) n, 

a więc 

. <X; 
'Y;+1 =(-l)' -1i-1, i= O (1) n. • 

Przyjmiemy obecnie pewne oznaczenia i wykażemy lemat potrzebny do dowodu na-
stępnych twierdzeń. 

Niech 

f31,f32,{33,··· 

będzie dowolnym ciągiem liczb zespolonych. 

(8) 

(9) 

Oznaczmy 'Y 1 = (3 1 , 

o o 
o 

~k (3k-l (3k-2 ... /31 

LEMAT 1. Dla i EN 

o o 
o 

k = 2, 3, 4, ... 
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Do wód. Dla i= I lemat zachodzi. Załóżmy, że jest on słuszny dla i= l (l)k-1. 
Rozwijając wyznacznik 'Yk (wzór (8)) według elementów pierwszej kolumny i obniżając 

stopnie wyznaczników występujących w równości otrzymujemy wzór 

Z ostatniej równości po przekształceniu mamy 

gdzie f3; dla i = l (I) k-l na podstawie założenia indukcyjnego określają równości (9). 
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Zauważmy, że prawą stronę równości (I O) można otrzymać rozwijając wyznacznik (9) 
dla i= k według elementów pierwszej kolumny (podobnie jak uprzednio wyznacznik -yk). • 

TWIERDZENIE 4 F.f.i. jest n-optymalną f.i. wtedy i tylko· wtedy, gdy jest postaci 

.... aoWn-1 
<P =z----n W (11) 

(12) 

(13) 

o 

s 
cs =as+ L (-lif3Ps-i 

i= 1 

n 

o 
o 

dla 

k =n - 1, n, 

s = 1 (l)n, 

gdzie ~ 1 , {32 , ••• , {3n sq dowolnymi liczbami zespolonymi. 

(14) 

Dowód twierdzenia poprzedzimy lematem. 
LEMAT 2. Przy oznaczeniach {30 = -y0 = 1, (8) i (13) dla k = 1 (l)n zachodzi tożsamość 

k 

L ck-i 'Y; = ak, 
i= o 

gdzie -y. sq określone wzorem (8). 
I 

Do wód. Stosując do lewej strony równości (14) wzór (13) i przekształcając kolejno 
otrzymujemy 

k k k-i k i 
'1 -y. ck . = / -y. ;-' ( -1 Y 11. ak . . = )' ak . Y' ( -1 )j -y . . {3. = ak, L I -I .__ I~ I -1-J L.J -l '-' 1-1 I 

i=O i=O j=O i~O j=O 

ponieważ z równości (I O) wynika, że 

i 
'\' (-1Y 1 - .13 . =o L.J 1-1 I 

dla i€ N. • 
j=O 

D o w ó d t w i e r d z e n i a 4. Dla j = 2 (I) n dodając do i-tego wiersza wyznacznika 
( 12) kombinację liniową j - 1 pierwszych wierszy o wsp1łczynnikach 'Yj- l, 'Yj_ 2, ... , 'Y 1 

(wzór (8)) otrzymujemy 



w = k 

Wielokrokowe schematy dla funkcji iteracyjnych 

k-2 

I: "f,.Ck - 1-i 
i=O 

k-1 

" L 1,.ck-i 
i=O 

c o 

k-2 
~- , 

~ 'Ylk-2 - i 
i= o 
k-1 
L 'Y;Ck-1-i 
i=O 

o 

k - 3 
I; "(,.ck - 3 - i 
i= o 
k-2 

.6 'Y,Ck-2-i 
i= o 

Stosując do elementów ostatniego wyznacznika lemat 2 otrzymujemy 

(15) w = k 

o o 
o 

Łatwo zauważyć, że wyznacznik (15) można zapisać w postaci 

a. ao o . .. o 
• . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

wk = ak-1 0 k-2 ak-3 o 
ak ak-1 ak-2 ao 

'Yk 'Yk-1 'Yk-2 

Stąd na podstawie (4) mamy, że Wk = Vk, 1 przy 'Yo = I. 

o 
o 

F.i . {11) jest więc identyczna z n-optymalną f.i. (3) dla k = 1 i 'Yo = 1. 
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Z lematu 1 wynika, że każdemu układowi liczb (3 1 , {32 , ... , {3n odpowiada dokładnie jeden 
układ liczb 'Y 1 , 'Y 2 , •.• , 'Y n i na odwrót. 

Wzory (3) dla k = 1 i 'Y 0 = l ora.z (I I) przedstawiają więc identyczne f.i. wtedy i tylko 
wtedy, gdy spełnione są związki (8) (łub (9)). 

(16) 

Równoważność ta dowodzi prawdziwości twierdzeJ!ia 4. • 
TWIERDZENIE 5. Ff.i. (I I) można przedstawić w postaci 

gdzie ó n jest rozwiązaniem układu równań 

c0 + c 1 ó 1 =O, 

(I 7) 
c0 + c 1 ó2 + c2 ó2 ó 1 =O, 
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(18) 

D o w ó d (indukcyjny). Wystarczy wykazać, że 

ao Wn-I 
ón = - W 

n 

Dlcfn = 1 mamy c0 + c 1 ó1 = O, stąd (na podstawie (12)) 

- co - ao Wo . 
ł)l ------w· 

c1 1 

Załóżmy, że 

(19) 

Z (I 9) otrzymujemy 

(20) 
w. 1 

ł) ł) ł) _ ( I)n-i n-i 1-
n-I n:..... 2 · · · ;-- .ao w-, 

n-1 
i= 1 (l)n-1. 

Na podstawie (20) ostatnie równanie układu (17) zapisujemy w postaci 

W W 2 ( l)n-1 W n-1 
c1 - c2 n-2co + c3 n-3co - ··· + - en oco 

co+ ón W =O. 
n-1 

Zauważmy, że licznik ułamka występującego w ostatniej równości (na podstawie wzoru ana-
logicznego do (IO)) jest równy Wn. Zatem 

stąd łatwo wynika (18), gdyż c0 = a0 . • . 

Przyjmując 

(21) 'Y1 = ... =-yn=O 

otrzymujemy następujący 
WNIOSEK. F.fi. Koniga (por. [I]) można przedstawić w postaci 

<.pn=z+8n, 

gdzie 8 jest rozwiązaniem układu równań n 

a0 + a 1 łi 1 =O, 

a0 + a 152 + a 2 cS2 S1 =O, 

a0 +a 1 K n + ... + ant n ... 61 = O. 

Z (21) na podstawie (9) mamy bowiem 
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fł1 = ... = {3n = O, 

a stąd na podstawie (13) ci= ai dla i= O(l)n. • 

67 

Mając da1!._e konkretne wartości z, c0 , c 1 , .•• , c~ możemy w prosty sposób obliczyć war-
tość funkcji <Pn = ~ + bn korzystając z twierdzenia S. Proces ten zapisujemy 

(22) 

l) - Co 
1 - -c;· 

-Co b,.+ 1 = -----------i+ 1 

c1 + L c/>; ... bi-k+2 
k=2 

dla 

Do obliczenia wartości mianownika wyrażenia (22) 

i+ 1 

bi+ l = c_1 + ~ ckbi ··· 6i-,k+2 
k=2 

przy ustalonym i stosujemy następujący schemat Hornera 

dla 

Literatura 

i= 1 (l)n-1. 

s=l(l)i. 

• [ 1] R. B a r t ł o m i ej c z y k i S. Ł a n o w y, Algebraiczna charakteryzacja jednopunktowych wy-
miernych metod iteracyjnych, Matematyka Stosowana 3 (1974), str. 35-52. 
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