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Wielokrokowe schematy dla jednopunktowych
optymalnych funkcji iteracyjnych

Celem niniejszej pracy jest podanie réznych sposobSéw przedstawienia pewnej podklasy
wymiernych f.i. Na tej podstawie podane zostana pewne wielokrokowe schematy dla oblicza-
nia wartosci n-optymalnych f.i., ktére moga znaleZ¢ zastosowanie w praktyce.

Przyjmujemy oznaczenia i definicje podane w [1].

W pracy rozpatrywaé bedziemy n-optymalne wymierne f.i., tzn. f.f.i. postaci

ap K, 4 @,ay,-..,a,)
(1) qj:Z - [y
K, (ao,al,...,,a#)
gdzie Kp(ao,a, , .,.,a“) (p=n-1,n,n,ueN, n<u)sa pewnymi wielomianami jednorod-
“ nymi stopnia p zmiennych a,, a,, -e-> @y, PIZY CZym

K, ©0,a,, ...,a“)¢0,

Ktorych rzad zbieznosci jest rtéwny n- + 1.
Modyfikujac twierdzenia podane w [1] (twierdzenia 6.1 — 6.3) otrzymujemy:

TWIERDZENIE 1. Kazda f.f.i. dajgca sig przedstawic¢ w postaci (1) ma rzqd zbieznosci
<n+l.

TWIERDZENIE 2. F.f.i. jest n-optymalng f.i. wtedy i tylko wtedy, gdy jest postaci

n-1 .
i+
Z Uy, _1-i%
i=0
(2) Wn =7 — " ’
i
i Un—i%
i=0

gdzie oy #0, oy, ..., a, sq dowolnymi liczbami zespolonymi.

Podamy obecnie twierdzenia charakteryzujace n-optymalne f.i. w inny sposéb niz twier-
dzenie 2.

TWIERDZENIE 3. F.f.i. jest n-optymalng f.i. wtedy i tylko wtedy, gdy jest postaci

(3) ¢ =z-——"nn"
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gdzie: k—liczba naturalna, .
a, a, 0 0 0 0
a, a, a, 0 0 0
s
a a a a a 0
@ Vs,k= s s—1 s—2 1 Y ,
Ts+1 Vs Ts5-1 Y2 "
Wl
Ysek—1 Vs+k-2 Vs+k-3 - Yk Te-1 -+ Yo
UYs+k Vstk-1 Ys+r—2 - Ve+1 % s M

s=n—1,n;(1) 79,15 s V4 — dowolne liczby zespolone takie, ze

Yr Yo 0 ... O
Y2 Y 0t ... 0

©) @ ° #0.
Yo Ye-1 k-2 "1

D o w 6 d. Oznaczmy

R ... 0
(6) o =(-1) , i=0()n

Yirk Tk-1 V-2 -+ M

Rozwijajac wyznacznik (4) wedtug ostatnich k wierszy otrzymujemy

s
— i
) Vs,k = EO fxi“s—iao’
. =

gdzie a; sa okreslone réwnosciami (6).
Stosujac wzor (7) do (3) otrzymujemy toZzsamos¢
¢, =%
dla a; okreslonych wzorami (6) (o # 0 na podstawie zatozenia (5)). Stad na podstawie twier-
dzenia 2 wnosimy, ze f.f.i. @, jest n-optymalna f.i.
Pozostaje wykaza¢, Ze dla dowolnych liczb zespolonych o # 0, @, ..., @, mozna dobraé
liczby Yo, 715 --+5 7, 4+ takie, Ze zachodza réwnosci (6).

(])Dla s = 0 przyjmujemy, Ze wiersze zaznaczonc klamrg z literg s nie istnieja.
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Przyjmijmy
71 # Oa 70 = 0.
Roéwnosci (6) przyjmuja wtedy postaé
= i k-1 .

ai—("' l)"yl '71'4.1, l=0(1)n,

a wiec
a;
,yk— 1
1

Przyjmiemy obecnie pewne oznaczenia i wykazemy lemat potrzebny do dowodu na-

stepnych twierdzen.
Niech

Yipg = (1) ’ i=0()n. =

ﬁl’ 62’ 63, A

bedzie dowolnym ciagiem liczb zespolonych.

Oznaczmy v, = By»

e 0
(8) "= . k=2,3,4,..

LEMAT 1.Dlaie N

y, 1 0 0
Y, Y 1 ... 0

©) > = 6,
Vi Yier Yiea oo My

Dowdd. Dlai = 1 lemat zachodzi. Zat6zmy, ze jest on stuszny dlai = 1 (1)k—1.
Rozwijajac wyznacznik v, (wzdr (8)) wedtug elementSw pierwszej kolumny i obnizajac
stopnie wyznacznikow wystepujacych w réwnosci otrzymujemy wzor

Ve =B Voot =B gog * et CDF B vy + CIF 2Ry, + (-1F g,
Z ostatniej réwnosci po przeksztatceniu mamy '
(10) BBy~ Ty o Dy, DE Ny,

gdzie §; dlai = 1 (1) k—1 na podstawie zatozenia indukcyjnego okreslaja réwnosci (9).
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Zauwazmy, ze prawa strong réwnosci (10) mozna otrzymaé rozwijajac wyznacznik (9)
dlai = k wedtug elementéw pierwszej kolumny (podobnie jak uprzednio wyznacznik v, ). ®
TWIERDZENIE 4 F.f.i. jest n-optymalng f.i. wtedy i tylko wtedy, gdy jest postaci

~ a W
-1
(11) ¢ =, 2 "
n W,
gdzie W0 =1, Wl =c,,
¢, ¢ 0 0
c, ¢ c ... 0 .
(12) we=| * 0 ' , k=n-1,n,
% k-1 k-2 3
Co =dy,
s .
(13) c,=ag+ Z (-1)Ba,_; dla s=1()n,
i=1
gdzie 8, 52 s B , 54 dowolnymi liczbami zespolonymi.

Dowdd twierdzenia poprzedzimy lematem.
LEMAT 2. Przy oznaczeniach , =y, = 1,(8)i (13) dla k = 1 (1)n zachodzi tozsamosc¢

k
(14) D ki Vi = e
i=

gdzie ;54 okreslone wzorem (8).
D o w 4 d. Stosujac do lewej strony réwnosci (14) wzdér (13) i przeksztatcajac kolejno
otrzymujemy

k k—i k i
- v AN j Z‘ Y—‘ j -
2 Vi Cr i ‘0 i‘ 0(—1)’131.01(_' : ( l)j‘Yi_ij—ak,
i= j= =

poniewaz z réwnosci (10) wynika, ze
i .
2, Wy j£=0 dla  ieN. =
j=0
Dowdd twierdzenia 4.Dlaj=2(1)n dodajac do j-tego wiersza wyznacznika

(12) kombinacje liniowa j — 1 pierwszych wierszy o wspdtczynnikach Vim1> Yoo Y
(wzdr (8)) otrzymujemy
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¢, o 0 0
€, N € T 1) Co 0
W, =| k-2 k-2 k-3
k = %
L Yi€kr-i L Yi€k-2-i 2 Yk -3-i o
i=0 i=0 i=0 ’
k-1 k-1 . k-2
<
< Vik—i Z YiCr_1-i Z Y€k-2-i -+ €176
i=0 i=0 i=0

Stosujac do elementSw ostatniego wyznacznika lemat 2 otrzymujemy

a,—v,a, 4a, 0 ... 0
a,—v,a, a a ... 0
. _ | %27 % 1 0
(15) W, =
G-y 4 G _, ... 4

Latwo zauwazy¢, ze wyznacznik (15) mozna zapisaé w postaci

a, aq, 0 0
-
We=lap_y a5 a5 0
a, @G 4 @G5 .. a
Ye o k-t Yg—p oo ]

Stad na podétawie (4) mamy, ze W, = Vk,l przy v, = 1.

F.i. (11)jest wigcidentyczna z n-optymalna fi. (3) dlak = 1ivy, = 1.

Z lematu 1 wynika, ze kazdemu uktadowi liczb Bl ,62, ...,ﬁ odpowiada doktadnie jeden
uktad liczb v, 7,, .. Y, i na odwrét.

Wzory (3)dlak =11y, = 1oraz(11) przedstaw1ajq wigc identyczne f.i. wtedy i tylko
wtedy, gdy spelnione sa zwiazki (8) (lub (9)).
Rownowazno$c ta dowodzi prawdziwosci twierdzenia 4. =

TWIERDZENIE S. F.f.i. (11) mozna przedstawi¢ w postaci
(16) $ =z+5,,

gdzie § n jest rozwigzaniem uktadu rownan
c() + cl 5l = .
a7 ¢y tec, 8, +tc, 8,6 =0,
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Dowdd (indukcyjny). Wystarczy wykazad, ze

aou;—l

- (18) 5 =—

n 1]

Dl2n = 1 mamy ¢, + ¢,8, = 0, stad (na podstawie (12))

5 = __fg = __aO wO .
! cl wl

Zatoimy, ze

(19) 5 - a,W, 5 - a,W, 5 _ a, W, _,
LT W 2 w,” n-1 W,

Z (19) otrzymujemy
20 5 .5 A Rt = B
( ) n—1%p-2 - i—(— ) “ay Wn—:l, 1= ( )n— .
Na podstawie (20) ostatnie réwnanie uktadu (17) zapisujemy w postaci

¢, -, W, ¢, + cawn_3c; — ..t (—1)”"10"W°c:)'_l
¢, t98, W =0
n-1

Zauwazmy, Ze licznik utamka wystepujacego w ostatniej réwnosci (na podstawie wzoru ana-
logicznego do (10)) jest réwny W, . Zatem :

w’l
co 3, W, =0,
stad tatwo wynika (18), gdyzc, =a,. ™.
Przyjmujac :
(21) v =..=7,=0

otrzymujemy nast¢pujacy
WNIOSEK. F.f.i. Kéniga (por. [1]) moina przedstawic¢ w postaci

¢, =2t8,,

gdzie 5 , Jest rozwigzaniem uktadu rownan
a, + a18| =0,

Z (21) na podstawie (9) mamy bowiem



.
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a stad na podstawie (13) c; =a; dlai = 0(1)n. =
Majac dane konkretne wartosciz, ¢, ¢, ..., cn' mozemy w prosty sposéb obliczy ¢ war-
to$¢ funkeji 4)" =z + 8, korzystajac z twierdzenia 5. Proces ten zapisujemy

__co

¢ +ch zk+2

Do obliczenia wartosci mianownika wyrazenia (22)

biyy =¢, +ch O k+2

przy uétalonym i stosujemy nastepujacy schemat Hornera

(22) 84q =

da i=1()n-1.

by=ciypr b =bS, e da  s=1(Q)i

i—-s+1
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