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Srednia efektywnos¢ ukltadéw blokowych

Wprowadzenie. W doswiadczeniach z jakimi mamy na ogét do czynienia w rolnictwie,
biologii czy technice, na wyniki pomiaréw, poza czynnikami badanymi, maja takze wplyw
czynniki uboczne. Wplyw tych zaktdcajacych czynnikéw moina catkowicie lub czesciowo
wyeliminowac, w zaleznosci od przyjetego uktadu doswiadczalnego. W niniejszej pracy roz-
wazac bedziemy blokowe uktady eksperymentalne. Stosujemy je wéwczas, gdy jednostki
doswiadczalne daja si¢ sklasyfikowac ze wzgledu na dwa czynniki o dziataniu addytywnym,
mianowicie ze wzglgdu na bloki (czynnik zakidcajacy) i warianty doswiadczalne (czynnik
badany). Jezeli liczba jednostek w bloku jest tak duza, ze kazdy obiekt moze wystapic
w kazdym bloku co najmniej jeden raz, wowczas stosujac tzw. uktad ortogonalny (patrz roz-
dziat 2), zaktocajacy wptyw czynnika blokowego mozna wyeliminowad zupelnie. W prze-
ciwnym razie, jezeli eksperyment musi by¢ zaktadany w okolicznosciach naktadajacych
pewne ograniczenia na pojemnosci blokéw, np. w przypadku, gdy liczba obiektéw jest zbyt
duza, aby zachowa¢ jednorodnos¢ wewngtrz kazdego bloku, wéwczas zmuszeni jestesmy
stosowac uktady blokowe nieckompletne (nieortogonalne). Stosowanie uktadéw nieortogo-
nalnych wiaze si¢ z pewna strata informacji w stosunku do czynnika badanego, spowodowa-
n3 uwiktaniem obiektow z blokami. Stopien tego uwiktania mozna przyjaé jako miare efek-
tywnosci uktadu. Poniewaz czynniki s3 z reguty w réznym stopniu uwiktane z blokami,
wigc kazda definicja efektywnosci uktadu blokowego powinna dotyczy¢ estymacji konkret-
nej funkcji parametrycznej lub uktadu takich funkcji. W rozdziale 3 podana jest definicja
Pearce’a ([S], [6]), Sredniej efektywnosci uktadu blokowego dla estymacji wektora $rednich
obiektowych a. W tej pracy rozszerza si¢ definicj¢ Sredniej efektywnosci uktadu blokowego
dla estymacji dowolnego uktadu kombinacji liniowych sktadowych wektora a (rozdziat 3).
Rozdziat 5 poswigcony jest badaniom wtasnosci wektoréw wiasnych macierzy My, wpro-
wadzonej przez Caliriskiego ([1]). Na tych wektorach oparta jest konstrukcja ortogonalnej

bazy przestrzeni V:“g‘o' estymatoréw wszystkich liniowych kombinacji sktadowych wekto-

ra a, otrzymanych metoda najmniejszych kwadratow (estymatoréw NK) oraz definicja bazo-
wych kontrastow Sredniej obiektowej (rozdziat 6). W rozdziale 7 podany jest zwigzek pomig-
dzy $rednia efektywnoscig uktadu blokowego dla estymacji bazowych kontrastéw wektora
Sredniej obiektowej, a srednia efektywnoscia dla estymacji sktadowych wektora a. Zwiazek
ten zawarty w twierdzeniu 7.1 jest uogélnieniem wyniku Pearca’a ([S]), kt6ry zbadat zalez-
nos¢ sredniej efektywnosci uktadu dla estymacji wektora réznic pomigdzy srednimi, od
Sredniej efektywnosci dla estymacji wektora a, przy zatozeniu, ze obiekty sa rowno-repliko-
wane. W ostatnim rozdziale pracy podaje si¢ zasady konstrukcji uktadow blokowych o ma-
ksymalnej sredniej efektywnosci dla estymacji uktaddw funkcji parametrycznych, ktérych

estymatory NK tworza pewna podprzestrzen przestrzeni Vk S.0.

(89]
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1. Ogolny model liniowy. Oznaczenia. Rozwazmy eksperyment, w ktérym ¢ obiektow
rozmieszczonych jest w b blokach w pewien okreslony sposob, wyznaczony jednoznacznie
przez macierz incydencji n. Niech Y bedzic obserwowalnym wektorem losowym. Zatozymy,
7e
(1.1) Y=[1D'A][af y] +e,
gdzie 1 jest N-wymiarowym wektorem ztozonym z samych jedynek, D' jest (V x b)-wymia-
rowa macierza, ktorej elementy dij s3 réwne 1, gdy i-ta obserwacja pochodzi z j-tego bloku,
a 0 w przeciwnym przypadku, 4 jest (V x t)-wymiarowa macierza, ktorej elementy & i 52
réwne 1, gdy i-ta obserwacja jest obserwacja j-tego obiektu, a O w przeciwnym razie, a jest
parametrem ogélnym uktadu, Bwektorem parametréw blokowych, y wektorem parame-
trow obiektowych e jest wektorem btedow losowych, spetniajacym nastgpujace warunki:

E(e) = 0i E(ee") = 0*I. Rozwazania nasze ograniczymy do przypadku, gdy rzad macierzy
[1 D'A'} jest réwny t + b — 1. Dodatkowo zalozymy, ze

(1.2) kB=ry= 0,
gdzie r jest wektorem replikacji obiektow, a k jest wektorem pojemnosci blokowej (k =
=(k,,k,,.. kb)' r=(r,,ry,.cn )') Przy powyiszych zatozeniach kazda kombinacja li-

niowa parametréw a, i } Jest funkc;q estymowalna (Scheffé [9]). W dalszej czgsci pracy po-
stugiwac si¢ bedziemy nastepujacymi oznaczeniami mé = diag(m,, m,, ..., m ) m° =

= diag(1/m,, 1/m,, ..., l/mp) = diag™' (m,, m,, ..., mp),gdme m -(ml, mz, e,m ) jest
dowolnym wektorem p-wymiarowym.

2. Ogolna postac macierzy 2. Ortogonalne uktady blokowe. Zanim oméwimy gtéwne
rezultaty z zakresu teorii uktadéw blokowych, wprowadzimy nast¢pujace oznaczenia

2. n, =n—rk'/N,

(2.2) P =nk®n,

(2.3) P, = n,k’ng,

(2.4) M =r°p,

(2.5) M,=r %P, =1 %P —1r'/N,

2.6) ' Q' = - nkn’ + /N = B(I°~ M,).

Dla wyzej wprowadzonych mac1erzy w tatwy sposob mozna wykazaé prawd21wosc na-
stepUchychzwmszW nl=r=A41,n"t =k =DL,r'1 =k'l =N,n=AD",DD' =k%,AA" =
=, D1=A1=1,2"1=r,Pl =r,M1 =1,P,1=0,M,1=0.

Uwaga. Z warunkéw AA" = 18 i DD’ = k® wynika, ze macierze A" i D' s3 petnego rzedu.

Estymatory NK dla wektora efektéw obiektowych yi wektora srednich obiektowych
a = al + y (patrz Tocher [10]), maja postac

Q.7 : y=02@-nk®D)Y, .
(2.8) a=al+y,

dzie & = Y'1/N. Macierz kowariancji wektora 3 wyraza si¢ wzorem
24 )
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(2.9) cov(a) = N ¢*.

Szczegdlnie uzyteczng w badaniu uktadéw blokowych jest wprowadzona przez Califiskie-
go macierz M, , okreslona wzorem (2.5). Caliriski udowodnit, ze jezeli rzad [1 D'A'] =
=t +b— 1, to wartoici wiasne macierzy M, spetniaja nieréwnos¢ 0 <y, <1 (i =

=1,2,...,1), a wigc szereg 2, 7 Mh jest zbiezny. Wéwczas "' jest macierza nieosobliwa i na
h=1 :
mocy wzoru (2.6) mozemy napisaé

(2.10) Q=01°+ > M),
h=1
Podobny wynik otrzymal Pearce [6] w nastepujacej fbrmie

(2.11) ‘ Q=90(1° + 3 Hg®,

h=1
gdzie H =@7°Pg~% 2 @? = r®. Przy zafozeniu, ze rzad [1 D'A"} = ¢ + b — 1, symetryczna
macierz H jest nieujemnie okreslona, a jej wartosci wtasne spelniaja nierdwno$é 0 <h ;<1

(=1,2,...,0). Niechu ,u,, ... u, beda ortogonalnymi wektorami wtasnymi macierzy H

odpowiadajacymi wartosciom wtasnymh , h,, ..., h,. Wowczas mozemy napisac (por. [7])
¢
(2.12) Q=r"?+g? 3 [0 - )]y, uig®.
i=1

Jezeli macierz M da si¢ przedstawié w postaci
(2.13) M, =ulL,

gdzie L jest pewna macierza idempotentna, a0 <u <1, to Mh = llh 1M . Przy zatozeniu
(2.13) mozemy wigc zamiast (2.10) napisac

(2.14) Q=18 +[1/(1 -] My)ro.

Uktadami, dla ktérych macierz M, jest postaci (2.13), s3 migdzy innymi uktady zréw-
nowazone, omawiane w rozdziale 9. Szczegdlny przypadek uktadéw zréwnowazonych stano-
wia uktady ortogonalne, tzn. takie, dla ktérych M, = 0. Mozna udowodnié (patrz [5]), ze
warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, aby uktad blokowy by} uktadem ortogonal-
nym jest aby macierz incydencji przyjmowata postaé n = rk'/N. Dla uktadéw ortogonalnych
ze wzoru (2.10) wynika, Ze

(2.15) Q=r%
Stad i z wzoru (2.9) otrzymujemy
(2.16) cov(d) =r% ¢2.

Rozwazmy dowolng kombinacj¢ p'a sktadowych wektora a. Dla dowolnego uktadu blo-
kowego na mocy wzoréw (2.9) i (2.12) -
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var (p'd) = p'Qpo® = p'r°po’ + S[h/(1 — ) (P u)(Pg )] 0* =
1
=pripe’+ Zln(1 - h)(pe’u)] o’
{

Poniewaz 0<h; <1 (i =1,2,...,1), przeto h,/(1 — h)) >0, a wigc var(p'a) > p'r’po®.
Z drugiej strony ze wzoru (2.15) wynika, ze dla uktadu ortogonalnego o wektorze replikaciji
r mamy var(p'a) = p'r®po®. Stad otrzymujemy natychmiast nastgpujacy

LEMAT 2.1.-Uktady ortogonalne minimizujg wariancje kazdej kombinacji lfniowej skta-
dowych wektora a, w klasie wszystkich uktadow o ustalonym wektorze replikacji r.

3. Srednia efektywnosé uktadu. Poniewaz blokowe uktady ortogonalne minimizuja wa-
riancje kazdej kombinacji liniowej sktadowych wektora a, wigc moga petnic rolg¢ uktadoéw
wzgledem ktdrych okreslac si¢ bedzie efektywnosé innych uktadéw blokowych. Niech
U(n) bedzie dowolnym uktadem blokowym o macierzy incydencji n oraz niech r bgdzie
wektorem replikacji obiektow. Wariancja i-tej sktadowej wektora a w uktadzie U(n) jest
Jzia2 , gdzie ‘Qi jest i-tym diagonalnym elementem macierzy §. Wariancja i-tej sktadowej
wektora a w uktadzie ortogonalnym o tym samym wektorze replikacji r jest na mocy wzoru
(2.16) wielkos¢ (1/r,)0 . Niech dlai =1,2, ...t

3.1 e; = (1/r)I2; = 1/(r,d2).

Poniewaz 1/’1' <52,., przeto mamy nieréwnos¢é

(3.2) 0<e <1  (=1,2,..,0.

Utwdrzmy srednig harmoniczng ilorazéw e;,

(33) e@ =12 (1e) =42 1,2;

Ze wzoru (3.2) wynika, ze 0 <e&(a) < 1. Ponadtoe(a) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy U(n)
jest uktadem ortogonalnym. Pearce [5] zaproponowat, aby wyrazenie £(a) okreslone wzorem
(3.3) przyja¢ za miare efektywnosci uktadu U(n) dla estymaciji wektora srednich obiekto-
wycha =al +}.

Niech uy, uy, ..., 1, beda wartosciami wtasnymi macierzy M, . Poniewaz o =
= (15 —M,)™, przeto

1350,82) =t Q® = t)tr C-M, )" = 't/Zl/(l - ),

a zatem w my$l wzoru (3.3)

(3.4) tle (@) =2,1/(0 - ).

W wielu zagadnieniach interesowa¢ nas moze nie tylko estymacja $rednich obiektowych,
lecz takze estymacja liniowych kombinacji tych érednich. Zanim podamy uogdlniong defini-
cje $redniej efektywnosci uktadu dla estymacji dowolnych liniowych kombinacji sktadowych
wektora a, zauwazmy, ze w modelu (1.1) przy ograniczeniach (1.2) kazda funkcja parame-
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t

tryczna ¢ = Z lia; = I'a jest funkcja estymowalna, a ¢= ZI
i=1

NK. Rozwazmy wektor funkcji parametrycznych (¢,,¢,, ..., «ps)f =L'a, gdzie L jest macie-

A

= I'd jest jej estymatorem

rz ztozong ze wspétczynnikéw kombinacji ;. Estymatorem NK wektora L'a jest wektor
L'a. Oznaczmy wariancjg i-tej sktadowej wektora L'a w ukladme U (n) przez p; 0?,a w ukta-
dzie ortogonalnym o tym samym wektorze replikacji r przez p o?

DEFINICJA 3.1. Srednig efektywnoscig uktadu U(n) dla estymacji wektora L'a nazy-
wad bedziemy wielko$é

. s
e(L'a) =5/ (p;lp})-
i=1

Poniewaz p:.‘ < p; na mocy lematu 2.1, przeto mamy nierdwnosc¢ 0 <&(L'a) <1 dla kaz-
dego wektora L'a i dla kazdego uktadu blokowego U(n).

Macierz kowariancji wektora L'a w uktadzie U(n) wyraza si¢ wzorem L'QQL 6%, a w ukta-
dzie ortogonalnym wzorem L'r8Lo?. Stad, zgodnie z definicja 3.1, moZzemy napisac

(3.5) e(L'a) = s/tr (L'QL diag™'L'r™®L),

gdzie symbol diag A oznacza macierz diagonalna o elementach réwnych diagonalnym elemen-
tom macierzy A, a diag™' A = (diag A)™".

4. Przestrzenie kontrastow. W poprzednim rozdziale zdefiniowalismy Srednia efektywnos¢
uktadu blokowego dla estymacji s dowolnych kombinacji liniowych sktadowych wektora a.
Przedmiotem naszych rozwazarn bedzie teraz przestrzen liniowa estymatoréw NK tych kom-
binacji. Odtad bedziemy utozsamiac kazda kombinacj¢ sktadowych wektora Y z wektorem
jej wspotczynnikow.

Oznaczmy przez R, N-wymiarowa przestrzert kombinacji liniowych sktadowych wekto-
ra Y, a przez V?\;—l (N—1)-wymiarowa przestrzeri kontrastéw, tzn. kombinacji p'Y, dla kt6-
rych p'1 = 0. Jezeli istnieje wektor s taki, ze p = A's, to kontrast p'Y nazywamy kontrastem
obiektowym. Podobnie, jezeli istnieje wektor u taki ze p = D'u, to kontrast p'Y nazywamy
kontrastem blokowym (miedzy-blokowym). Z warunku p'l = 0 wynika, ze s'AY jest kontra-
stem obiektowym jezeli s'Al = s'r = 0, podobnie u'DY jest kontrastem blokowym jezeli
u'D1 = u'k = 0. Kontrast, ktéry jest ortogonalny do kazego kontrastu blokowego nazywa-

my kontrastem wewngtrz-blokowym. Oznaczmy symbolami V; %}, V2 b iVyY b “ odpo-
wiednio przestrzenie liniowe kontrastéw obiektowych, blokowych i wewnatrz blokowych

(wskaznik u dotu oznacza wymiar dane] przestrzeni). Wowczas R, = V ® Vc _y oraz
Vo1 = V; o VY, b gdzie V1 jest przestrzenig generowang przez wektorl Przestrze-

-
nie V7, szl i va_b s3 parami ortogonalne.

Poniewaz V;:% C V|, przeto dowolny kontrast obiektowy s'AY mozna jednoznacz-
nie przedstawi¢ w postaci sumy dwoch ortogonalnych komponentéw, kontrastu blokowego

i wewnatrz-blokowego (Jones [3]), tzn.
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@.1n s'AY = u'DY + (s'A - u'D)Y,
przy czym D(A's — D u) 0.

Pomewaz DA =n'iDD' = k%, wiecz powyiszego wzoru wynika, ze n 's =kéu, astad
u = k™% n's.Wz6r (4.1) mozna zatem napisaé w nastgpujacej postaci
4.2) s'AY = s'nk™°DY +5'Q,
gdzie s'Q = s'(A — nk™®D)Y jest wewnatrz-blokowym komponentem kontrastu obiektowego
sAY.

Oznaczmy symbolem Vf‘_g‘lo' przestrzen liniowa estymatoréw NK kontrastéw wektora
a, tzn. tych kombinacji c¢a, dla ktdrych ¢l = 0. Udowodnimy teraz nastgpujacy

LEMAT 4.1. Przestrzen Vf_s '1°‘ jest identyczna z przestrzeniq liniowg komponentow we-
wngtrz-blokowych kontrastow obiektowych.

D o w 6 d. Niech c¢'a bedzie dowolnym kontrastem a. Estymatorem NK kontrastu c'a
jestcd = c’'al + ¢’} = c'§. Na podstawie wzoru (2.7)
4.3) - c'¥=c'QQ.

Poréwnujac wzory (4.2) i (4.3) mozna zauwazyé (Caliriski [1]), ze warunkiem koniecz-
nym na to, aby estymator NK kontrastu ¢'a byt wewnatrz-blokowym komponentem kontra-
stu obiektowego s'AY jest, aby zachodzita réwno$¢

(4.4) . s = Qc.

Poniewaz £ jest macierza nieosobliwa (zatozyliémy, ze rzad [1 D'A’) = ¢ + b — 1), prze-
to rownosé (4.4) okresla wzajemna jednoznacznos¢ pomigdzy wewnatrz-blokowymi kom-
ponentami kontrastéw obiektowych, a estymatorami NK kontrastow sredniej obiektowe;.
Dowdd lematu jest zakoriczony.

Oznaczmy przez V:"é'°' przestrzen liniowa estymatoréw NK wszystkich kombinacji
sktadowych wektora a, czyli tych funkcji parametrycznych dla estymaciji ktérych srednia
efektywnosc zosta?a zdefiniowana. Przestrzen Vk 40 mozna przedstawi¢ w postaci,

Vk $0. 2 v, ® v l° , gdzie V, jest Jednowymlarowa przestrzenia ortogonalna do fo'l(",
a V‘;_l jest na mocy lematu 4.1 identyczna z przestrzenia komponentéw wewnatrz-bloko-
wych kontrastow obiektowych. ‘

5. Wartosci wlasne i wektory wtasne macierzy MiM,. W niniejszym rozdziale przedsta-
wimy niektdre wiasnosci wektorow wiasnych i wartosci wiasnych macierzy M i M,, okreslo-
nych wzorami (2.4) i (2.5), z ktérych skorzystamy przy konstrukcji ortogonalnej bazy prze-
strzeni V:"g"" i definicji bazowych kontrastow wektora a. Przypomnimy w tym celu niekto-

re poj¢cia z algebry liniowe;j.
Niech K bedzie dowolng symetryczna i dodatnio okreslong macierza nieosobliwg o wy-
miarach n xn, a x i y niech bgda dowolnymi wektorami z przestrzeni R, .

Jezeli x'Ky = 0, to wektory x i y nazywamy K-ortogonalnymi.
Niech A bedzie dowolng macierza o wymiarach n x n. Jei‘eli

(5.1 A =K'AK,

to macierz A nazywamy macierza K-symetryczng.
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Kazda macierz K-symetryczna o wymiarach n x n ma n liniowo niezaleznych wektoréw
wtasnych, parami K-ortogonalnych (mdéwimy woéwczas, ze liniowo niezalezne wektory
wtasne tworza uktad petny). '

Oméwienie wlasnosci wektorow wiasnych macierzy M i M, rozpoczniemy od udowod-
nienia nastepujacego twierdzenia.

TWIERDZENIE 5.1. Macierze M i M, majq petny uktad liniowo niezaleznych wektorow
wiasnych parami -ortogonalnych.

D o w 6 d. Aby udowodni¢ to twierdzenie, wystarczy pokazad, ze macierze Mi M, sq
ra-symetryczne. Wobec (2.4)i(2.5) mamy, M =r Spj M,=r 5!‘0. Poniewaz P i P sa ma-
cierzami symetrycznymi, przeto r°M'r’= r"®P = M i podobnie r®M,r® = r°P, = M,, co
konczy dowdd.

Poniewaz M1 = 1iM,1 = 0, przeto 1 jest wektorem wiasnym macierzy M i M,,, odpo-
wiadajacym wartosciom wlasnym 1i0.

Niechs,,s;,...,s,_; = (1/A/M)1 bedzie petnym uktadem liniowo niezaleznych, pa-
rami r® -ortogonalnych wektorow wtasnych macierzy M,,. Nie zmniejszajac ogélnosci moze-
my zatozy¢, ze S; r‘ss = 8 dlai, j=1,2,...,t. Wowczasdla;=1,2,...,t -1 mamy,s;rést =

= (1\/N)s;r = Oczyll
(5.2) ssr=0 dla i=1,2,...,t=1.

1

Oznaczmy symbolem £, _ | przestrzeri generowana przez wektory s, ,s,, ..., s, _ 1 Jezeli
sel, ),to s'r = 0, a zatem zgodnie z definicja kontrastu obiektowego 1stmeJe wzajemna
jednoznaczno$¢ pomi¢dzy wektorami z przestrzeni Vf_"l, a wektorami z przestrzeni £, .
Wektory z przestrzeni £, | bedziemy nazywali réwniez kontrastami obiektowymi. Poniewaz
relacja s AA s; = 0 jest rownowazna relacji s; r‘ss = 0, przeto wektory s, A ; "0 ktdre naleza
do przestrzem Vc o | s ortogonalne wtedy i tylko wtedy, gdy wektory S; oraz s; z przestrze-
nif, 3 e ortogonalne tzn.s; R s; = 0.

waqzek pomiedzy wektoraml wtasnymi macierzy M i M, podaje nastepujacy

LEMAT 5.1. Kazdy kontrast obiektowy bedqcy wektorem wiasnym macierzy M, jest
rowniez wektorem wtasnym macierzy M, odpowiadajgcym tej samej wartosci wtasnej.

D o w 6 d. Niech s bedzie wektorem wiasnym macierzy M, , odpowiadajacym wartosci
whasnej g, takim, ze s't = 0. Ze wzoru (2.5) wynika, ze Ms = M, +(Ir'/N )s = Mys = ps.

WNIOSEK 5.1.Jezeli p, 1y, -, 4,y » 1, = O sg warfosciami wtasnymi macierzy My,
10 By lys sy uf = 1 sq wartosciami wtasnymi macierzy M.

. ]
6. Ortogonalna baza przestrzeni V:"S'°'. Kontrasty bazowe. W rozdziale tym wprowa-

dzimy pojecie bazowych kombinacji i bazowych kontrastow wektora sredniej obiektowej
a oraz oméwimy wlasnosci ich estymatorow NK. W poprzednim rozdziale pokazali$my, ze

wektory wiasne macierzy My, s,,$,, ..., s,_| parami r°—ortogonalne generuja w przestrzeni
V;°; ortogonalng bazg

! + !
6.1) Asy,b8s,,...,85,_.

Uktad (6.1) uzupetniony wektorem A's, = (1/7/N)A'l tworzy ortogonalng baze w prze-
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strzeni wszystkich kombinacji obiektowych. to jest kombinacji sktadowych wektora Y po-

staci s'AY. Oznaczmy przez S, macierz. ktérej kolumny tworza wektory s,.8,.....8,_y,
a przez S macierz powstatq z S, przez dotaczenic kolumny s,. Wowczas
(6.2) S =[S s
oraz
(6.3) $'r’s=1°.
Wprowadzmy nastepujace oznaczenia
(6.4) C, = 'S,
oraz
(6.5) c=Q's,

oczywiscie C = [C, ¢, ] gdziec, = Q's,.
Niech ¢; bedzie i-ta kolumng macierzy C. Ze wzoru (6.5) wynika, ze

¢, ='s, =rP(1-Mg)s, =(1 —p)r’s;  dla i=1.2,..0-1

oraz

¢ = Q's, = (1NN r.
Wobec tego prawdziwe sg nastepujace rownosci

S 1o -6 6. — 2
c.r c/—(l—-ﬂ,-)(l—lil-)s,«"' I’SI.—(I—'IJ'-) 5!}
a stad

(6.6) Cr®C =A%,

gdzie A = (1 —py. 1 =gy =y 1)

Rozwazmy wektor kombinacji sktadowych wektora a postaci Cya. Poniewaz Q7' 1 =,
przeto Cy1 = Syr = 0, a wige C,a jest wektorem kontrastow a. Na mocy wzoréw (2.7) i
(2.8) wektorem estymatorow NK dla Cpa jest wektor C,, a = C,NGY = S,GY, gdzie
G = A — nk™®D. Stad i ze wzoru (4.4) wynika, ze sktadowe wektora C,4 sa wewnatrz-bloko-
wymi komponentami kontrastéw obiektowych sjAY,s;AY, ...,s,_ AY.

Udowodnimy teraz nast¢pujace

TWIERDZENIE 6.1. SkfadoWe wektora C,a tworzq ortogonalng baze w przestrzeni

$.2
Vo
D o w'6 d. Poniewaz Cya = S, GY, wystarczy wigc udowodni¢, Ze dowolne dwie kolum-

ny macierzy G'S, sa ortogonalne.

s;(8 — nk™°D)(&" - D'k %n") s

s;AA's,.—s;.AD'k’b n's; —sink” DAs +snk'6DDk'5 ’] =

s'r®s. —s'nk®n's, —s'nk®n’s. + s'nk®n's. =
it T ) i i i I

— P = o'y
= s'.Ps/.— s;T Ms]..
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Z lematu 5.1 wynika, 7¢ S jest wektorem wlasnym macierzy M, stad s;.riMsj = ;,4/.5;.1'1S s; =
=0.

Poniewaz s, = (1/7/N)1 jest wektorem wiasnym macierzy M odpowiadajgcym wartosci
wtasnej 1, przeto wektor G's, jest ortogonalny do kazdego wektora G'si dlai=1,2,...,¢t-1.
Z drugicj strony 5,GY = c,a. Otrzymujemy stad nastepujacy ‘

WNIOSEK 6.1. Sktadowe wektora C'a tworzq ortogonalng baze w przestrzeni V:('é'o'.
DEFINICJA 6.1. Sktadowe wektora C'a = (c\a, ¢34, ..., ¢, _,a,c/a) bedziemy nazy-
wac kombinacjami bazowymi, a sktadowe wektora Cya = (c)a, c;a, ..., ¢, _,a)’ kontrasta-
mi bazowymi. )

Z twicrdzenia 6.1 i z wniosku 6.1 wynika, ze estymatory NK kontrastéw bazowych two-
1z ortogonalna baze w przestrzeni Vf'_i'lo', a estymatory NK kombinacji bazowych tworza

ortogonalng baze w przestrzeni V%50,

7. Srednia efektywnosé uktadu blokowego dla estymacji kombinacji bazowych i kontra-
stow bazowych. Nastepujace twierdzenie podaje zaleZnos¢ pomiedzy $rednia efektywnoscia
uktadu blokowego dla estymacji bazowych kontrastow i bazowych kombinacji wektora a,

a $rednig efektywnoscia dla estymacji samych srednich.

TWIERDZENIE 7.1. Srednia efektywnosc uktadu blokowego U(n) dla estymacji kom-
binacji bazowych C'a wyraza sie wzorem

£(C'a) = &(a),
a dla estymacji kontrastow bazowych wzorem
£(Cya) ={(t — 1)/t —e(@)}} e(a),
gdzie :(a)=t/2r 2, = t/2[1/(1 - )] jest efektywnoScig uktadu U(n) dla estymacji
’ , :

4
wektora Srednich obiektowych.

Do w 6 d. Na mocy (3.5) mamy £(C'a) = t/tr(C'QC diag™' C'r °C). Z wzoru (6.6) wyni-

ka, 76 C'r®C = \?* Poniewaz C = 'S, przeto
t/e(C'a) = tr S’ SA28 = S’ (- M, )S\ 28,
ale kolumny macierzy S sa wektorami wtasnymi macierzy M, stad (16~ M,)S = S\ Teraz
mozemy napisac ’
t/e(C'a) = trS'PSX® = tr \® = tr(1°- My )" = t/ea),
czyli
£(C'a) = £(a).
Z drugiej strony, wobec (6.2) i (6.4), otrzymujemy )
C,0C, C,fc, CrtC, Cyroc,
t/e(a) = t/e(C'a) = tr diag™

' ' (- ' .8 '
¢, C, ¢ Nc, ¢rC, crvc .
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Poniewaz c, = R7's, = (1A/N)r, wiec c;r“5 ¢, = 1 oraz ¢, ¢, = 1. Korzystajac z tych

réwnosci mozemy napisac
tlea) = tr(CLNC, diag ' Cor®Cy) + 1 = (t — 1)/e(Cha) + 1.
Z powyiszego wynika, ze
£(Cha) ={(r — /[t — (a)l}e(a).

Poniewaz 0 <¢c(a) < 1ic(a) = 1 wtedy i tylko wtedy gdy uktad U(n) jest ortogonalny,
przeto z twierdzenia 7.1 wynika nastgpujacy

WNIOSEK 7.1. Nieortogonalny uktad blokowy jest dla estymacji kontrastow bazowych
zawsze mniej efektywny niz dla estymacji samych Srednich.

8. Wspotczynnik efektywnosci Jones’a a srednia efektywnos¢ uktadu. Caliriski ([2] ) zau-
wazyl, ze jezeli kontrast obiektowy s jest wektorem whasnym macierzy M, odpowiadajacym
wartosci wlasnej u, to wariancja jego komponenfa wewnatrz-blokowego c'a- (¢ = 27's) jest
proporcjonalna do warianciji s'AY

8.1) var(cd) = (1 — u)lvar s'AY.

Wielko$¢ u mozna uwazaé za strate informacji w odniesieniu do kontrastu s'AY, spowo-
dowang czesciowym uwiktaniem kontrastu z blokami. Jezeli snk "¢ D = 0, to na mocy wzoru
(4.2) kontrast obiektowy lezy w przestrzeni Vf'_g'l"'. W takim razie cato$é informacji dotycza-
ca tego kontrastu zawarta jest w jego komponencie wewnatrz-blokowym. Wielko$S¢ £ = 1 — u
nosi nazwe wspdtczynnika efektywnosci danego uktadu blokowego wzgledem kontrastu s
(Jones [3]). Z drugiej strony stosunek wariancji w uktadzie ortogonalnym do wariancji
w uktadzie U(n) wewnatrz-blokowego komponentu kontrastu obiektowego s, bedacego wekto-
rem wtasnym macierzy M, odpowiadajacym wartosci wtasnej u, wyraza si¢ wzorem ([1]):

(8.2) crée/c'Re=1—p.

Wyrazenie ¢'t~®¢/c'Qdc, gdzie ¢ = R7's mozna przyja¢ jako uogdlnienie definicji wsp6t-
czynnika efektywnosci Jones’a na przypadek dowolnego kontrastu s. Srednia efektywnosé
dla estymaciji funkcji c'a = s’ a pokrywa si¢ ze wspétczynnikiem efektywnosci Jones’a
wzgledem kontrastu s.

9. Uktady zrownowazone. Dowodzac twierdzenie o ortogonalnosci komponentéw we-
wnatrz-blokowych kontrastow obiektowych A's;, As,, ..., A's,_,, wistotny sposéb wyko-
rzystali$my fakt, ze s, s,, ..., s,_; s3 wektorami wtasnymi macierzy M, . Zastanéwmy si¢
teraz, dla jakich uktadéw blokowych kazda para ortogonalnych kontrastow obiektowych
ma ortogonalne komponenty wewnatrz-blokowe. Zauwazmy, e z ortogonalnosci wewnatrz-

“-blokowych komponentéw ortogonalnych kontrastéw obiektowych wynika ortogonalnos¢ ich
komponentow blokowych. Jones ({3]) udowodnit, ze warunkiem koniecznym i dostatecznym
na to, aby kazda para ortogonalnych kontrastow obiektowych miata blokowe i wewnatrz-
-blokowe komponenty ortogonalne, jest aby dla pewnych u i v spetniona byta réwnos¢
P = ur® + vrr”. Poniewaz P1 = ur + vr - N = 1, przeto otrzymujemy nastgpujaca réwnosé
v =(1 -u)/N. Teraz mozemy napisa¢ P = ur + [(1 — p)/N]rr’. Na mocy wzoru (2.5) mamy

9.1y : M, = u(1° - 1r'/N).
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Uktady biokowe, dla ktérych macierz M, jest postaci (9.1) nazywamy uktadami zrow-
nowazonymi. Kazdy kontrast obiektowy s jest wowczas wektorem whasnym macierzy M,
odpowiadajacym wartosci whasnej u i wspdtczynnik efektywnosci Jones’a wzgledem dowol-
nego kontrastu obiektowego, jak tez srednia efektywnos¢ dla estymacji dowolnego uktadu
kontrastow wektora sredniej obiektowej a jest rdwna 1 — p. Rozwazmy raz jeszcze wektory
wiashes, ,s,, ..., s, macierzy My, odpowiadajace wartosciom wtasnym p,, u,, ..., u, = 0.
Niech iMoo uix (s <t) beda wartosciami wtasnymi réznymi, tzn. uik # “il dlak #1

i niech X' 'k bedzie przestrzenia generowana przez wektory whasne macierzy M, , odpowia-
dajace wartosci wlasnej uik. Woweczas przestrzen L, generowang przez wektory s, , s, , ..., S,
. ., NG L M , . , . s

mozna roztozy¢ na przestrzenie A ‘1, X "2, ..., X 'S. Wspdtczynnik efektywnosci Jones'a

Mi.
wzgledem dowolnego kontrastu obiektowego z przestrzeni X '/ jak tez érednia efektywnos¢
dla estymacji dowolnego uktadu kontrastéw c'a, ktérych estymatory NK sa wewnatrz-blo- -

B
kowymi komponentami kontrastéw obiektowych z przestrzeni X' '/, jest réwna 1 — u; .
u. u.
Uktad blokowy, dla ktérego przestrzeri £, daje si¢ roztozy¢ na podprzestrzenie A 't \ ‘2,

ooy )\u,s nazywamy uktadem zréwnowazonym wzgledem tego rozktadu. Oczywiscie kazdy
uktad blokowy jest zrownowazony wzglgdem pewnego rozktadu przestrzeni £,. Powinnis-
my jednak zaktadac¢ doswiadczenie tylko w takim uktadzie, dla ktérego rozktad ten jest
korzystny, tzn. dla ktdrego interesujace nas kontrasty obiektowe generuja przestrzenie
o mozliwie matych y; .
/ .

10. Konstrukcja uktadéw blokowych pewnego typu. W niniejszym rozdziale zajmiemy
sie konstrukcja uktadow blokowych, dla ktdrych rozktad przestrzeni £, na podprzestrze-
nie generowane przez wektory wtasne macierzy M, , odpowiadajace réznym wartosciom
wilasnym, moze okaza¢ si¢ w wielu praktycznych zagadnieniach korzystny.

Niech U(n) bedzie dowolnym uktadem blokowym o macierzy incydencji n i niech k, r
iV beda odpowiednio wektorem pojemnosci blokowej, wektorem replikacji obiektéw i licz-
ba obserwacji dla tego uktadu. Rozwazmy uktady blokowe o nastepujacych macierzach in-
cydencji

n n 0
U): n =} | U,(n,): n, =[n n], Us;(n;): ny = 5
n 0 n
n n
Us(ng): ny =
' n n

Wektorami replikacji obiektow i pojemnosci blokéw dla tych uktadéw sa odpowiednio
r Tt r
=11 r, =2r, r; ={ | r, =2{ |,
r r r
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_ Niech P,P,, M, M, beda macierzami okreslonymi wzorami (2.2) do (2.5) dla uktadu
U(n). Dla uktadéw Ui(n)) (i =1,2,3, 4) z prostych obliczen otrzymujemy

PP PO PP
P = (1/2) ,  P@=2p,  pB)I= ,  P®=
PP 0P PP
M, M, M-1r'/2N —1r'[2N
MED = (1/2) . MP =M, M= ;
M, M, —If/2N  M-1r/2N
MO MO
MY = (1/2)
MO MO

Przechodzac do obliczenia wartosci wtasnych macierzy M(()i) (i =1,2,3,4), wykorzysta-
my nastepujacy, prosty w dowodzie A
LEMAT 10.1. Niech A bedzie macierzq postaci A = [ !

2
rzami kwadratowymi o tych samych wymiarach. Wowczas wyznacznik macierzy A dany jest

wzorem ’

A2
,gdzie A, i A, sq macie-
1

IAl=1A, + A, 1A, — A, L
Z powyzszego lematu wynika, ze
M, —2M1° M,
(10.1) IM§D — a8 1= (1/2)¥ = — (1722112181 12M, — 2A18 1.
M, M, — 218 ‘
Niech uy, My, oos My_ 15 My = 0 beda wartosciami wiasnymi macierzy M. Na mocy wzo-
ru {(10.1) wartosciami wiasnymi macierzy Mf,l) sg liczby uy, 1y, ..., M;, PIZY CZym zerowa
wartos¢ wiasna y, jest (¢ + 1)-krotna. Niech s, ,s;,...,8, 1,8, = (1V/N)1 bedzie petnym
uktadem r® -ortogonalnych wektoréw wtasnych macierzy M, . Latwo zauwazy¢, ze wektora-
mi wlasnymi macierzy M{D), odpowiadajacymi wartosci wiasnej zero sa

S

$1 S2 t—1
S(ll) = ’ sgl) = > cery sgl.)l = >
-8, -8, ‘—S‘_1
1
(1) - =
S , S,41 1.
-1

Srednia efektywno$é dla dowolnego uktadu wewnatrz-blokowych komponentéw kontra-
stéw z (¢ + 1)-wymiarowej przestrzeni generowanej przez wektory st(.l) i=12,..,t+1)
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jest réwna 1. Wektorami wtasnymi macierzy M(()l), odpowiadajacymi wartosciom wlasnym
My My, ooty 88 kontrasty obiektowe postaci

a _| ™ a ™
S¢42 = » o NS4y T
S, S, S_1

Wraz z wektorami sl(.l) (i=1,2,...,t + 1) tworza one petny uktad r‘? -prtogonalnych wek-
toréw wtlasnych macierzy Mgl ),

Macierz M(()?‘) jest réwna macierzy M, a wigc uktad U, (n, ) wie wydaje si¢ by¢ zbyt
ciekawym. W praktyce moze jednak okaza¢ si¢ przydatnym, zachowuje bowiem $rednia
efektywnos$¢ uktadu wyjsciowego dla estymacji bazowych kontrastéw i bazowych kombina-
cji kosztem zwigkszenia liczby blokéw, nie zwigkszajac ich pojemnosci.

Uktad U, (n,) jest ztozeniem uktadéw U, (n,) i U, (n,) i szczegétowo omawiac go nie
bedziemy.

Ciekawym wydaje si¢ by¢ uktad U;(n,). ZnajdZmy wartoéci whasne macierzy Mg}) .

IM(()3) —A1%1=IM =181 IM = 1r'/N — A181. Na mocy wzoru (2.5) otrzymujemy

(10.2) IMB) —A1%1= IM 181 IM, — NI8 1.

Z wniosku 5.1 i z wzoru (10.2) wynika, Ze wartosciami wtasnymi macierzy M((,” sg licz-
by 1,0, 1y, My, .o My, Przy czymkrotno$é u; (i = 1,2,...,t — 1) jest dwa. Poniewaz 1

jest wartoscia wlasng macierzy Mg”, przeto macierz 1 - M((,3), a wigc i macierz Q7 jest dia
uktadu U, (n;) macierza nieosobliwa. Z postaci macierzy incydencji n; wynika, ze w ukta-
dzie U;(n;) wystepuja dwie grupy obiektéw rozmieszczonych w oddzielnych blokach. Takie
postepowanie sprawia, ze macierz uktadu [1 D'A'] jest rzgdu mniejszego niz b + ¢t — 1.

Powréémy jeszcze do uktadu U, (n, ), w ktérym dwie grupy obiektéw rozmieszczone sg
we wspdlnych blokach w jednakowy sposéb. Funkcje parametryczne, dla estymacji ktorych
srednia efektywnos$¢ jest jeden, tworza co najmniej (# + 1)-wymiarowa przestrzen liniowa.
Jezeli macierz M, uktadu wyjéciowego ma zerowa wartos¢ whasna krotnosci wigkszej niz
jeden, wowczas wymiar tej przestrzeni jest odpowiednio wigkszy. W szczegdlnosci, jezeli
uktad wyjsciowy jest ortogonalny, to ortogonalny jest réwniez uktad U, (n,).

Uogélnieniem uktadu U, (n, ) jest uktad, w ktérym m réznych grup obiektéw rozmie-

n
szczonych jest w blokach wedtug macierzy incydencji n, =| n|. Macierzami okreslonymi

wzorami (2.2) do (2.5) sa odpowiednio "
PP...P M, M, .M,
P(l)=(l/m)P P ... P’ M(()l)=(1/m) M, M, M,
.P. p ..... p MO .I.w.o ...... l.w.o.

Aby obliczy¢ wartosci wtasne macierzy M((,l) Wykorzystamy lemat, ktéry jest uogdlnie-
niem lematu 10.1.
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LEMAT 10.2. Niech A bedzie dowolng macierzqg kwadratowg postaci

A, A, ... A,
A, A, ... A,

gdzie A, i A, sq macierzami kwadratowymi o jednakowych wymiarach. Wowczas, jezeli m
jest liczbq podmacierzy A,, to
IAl= 1A, — A IM=DIA + (m—1) A, l.

Z powyzszego lematu wynika, ze

M, —mA1® M, ... M,
IM{D — A121 = (1/my™¢| M, M, —mAI® ... M, -
M, M, eoo My —mA18|”

= (1/m)™t 1-mA12 11 | My — mA1% 1,

Zerowa wartos¢ wlasna macierzy M((,l) jest wigc co najmniej [£ x (m—1) + 1]-krotna.
W podobny sposéb mozna uogdlni¢ konstrukcje uktadéw U, (n,), U;(n;), U, (n,). Szcze-
g6towa ich analiza jest podobna jak w przypadku ukladu U, (n,) i nie bedziemy si¢ nig
blizej zajmowali. Inne uogdlnienia uktadu U, (n, ) znaleZ¢ mozna w pracach Pearce [4]
i Caliriskiego [1].
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