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Probabilistyczny model fluktuacji jasnosci swiatla galaktyk

1. Opis sytuacji. Jednym z probleméw, ktérych rozwiazaniem zaczgto si¢ zajmowaé
w latach trzydziestych XX-ego wieku jest zagadnienie fluktuacji jasnoci $wiatta pochodza-
cego od galaktyk tworzacych Droge Mleczna. Badajac widmo $wiatta, astronomowie zauwa-
zyli istotne odchylenia od $redniej barwy w réznych czesciach Drogi Mlecznej. Odchylenia
te ttumaczono specyficzna atomows struktura materii. Okazato sie, Ze nie wystarcza to do
petnego wyjasnienia zjawiska. Postanowiono rozpatrze¢ zagadnienie z probabilistycznego
punktu widzenia stosujac teorig¢ proceséw stochastycznych.

Pierwszym zadaniem byto zbudowanie modelu matematycznego pozwalajacego na ci-
ste okreslenie procesu stochastycznego odpowiadajacego zjawisku fluktuacji jasnosci $wia-
tta oraz zbadanie ogdlnych wtasnosci tego modelu. W tym celu przyjeto nastepujace postu-
laty (por. [1], str. 335-336):

1°. Punkt obserwacyjny, w ktérym przeprowadzane sa badania, znajduje si¢ w $rodku
kuli 0 dowolnie duzym promieniu. Na powierzchni kazdej kuli o tym §rodku i dowolnym
promieniu wystepuja gwiazdy i chmury. Przyjeto, Ze ich rozktad jest tam réwnomierny.
Dzigki temu spetniono konieczny postulat, ze badanie jasnosci $wiatta nie zalezy od kie-
runku obserwacji.

2°. Kazdy element przestrzeni promieniuje ze stala intensywnoscia B, inaczej méwiac
jasnos§¢ swiatta zmienia si¢ liniowo w zaleznosci od odlegtodci. Jesli wigc jasno$é swiatta
mierzona w punkcie obserwacyjnym byta réwna u,, to w odlegtosci # od obserwatora jas-
nos¢ ta osiagnie warto$¢ u, + Bz, 8> 0. Ten przyrost jasnosci §wiatta wywotany jest przez
gwiazdy posrednie.

3°. Wzdtuz linii obserwacji pojawiaja si¢ chmury pochtaniajace $wiatto. Liczba N(t)
chmur wystepujacych na odcinku dkugosci ¢ opisana jest procesem Poissona{NV (t)}te[ 0, +w)
w szczegOlnosci
e (ar)

—

1) P{N(t) =n} =
We wzorze tym o oznacza $tednig liczbe chmur przypadajacych na jednostke dtugosci.
4°. Chmury wystepujace w przestrzeni mogg mie¢ zréznicowana strukture atomowa,
od ktérej zalezy absorbcja przechodzacego przez nie Swiatta. Aby uregulowad to zjawisko
wprowadzono pojecie wspdtczynnika przezroczystosci. MOwimy, Ze chmura ma przezro-
czysto$c g, jesli jasno$¢ u $wiatta po przejsciu przez chmurg wynosi g u, gdzie 0 < g <1
Zatozono, ze wspdtczynnik przezroczystosci jest zmienng losowa @ o gestosci ¥ (g).
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2. Proces stochastyczny opisujacy zjawisko fluktuacji jasnosci $wiatta. Rozwazmy ro-
dzine jednowymiarowych zmiennych losowych{U (t)}re[ 0, +e)- JE8l U(D) = u, to m6wimy,

ze jasno$¢ §wiatta, mierzona w odlegtosci # od obserwatora, jest réwna u. Zaktadamy, ze
kazda ze zmiennych losowych U(r) ma gestos¢, ktdra oznaczaé bedziemy g,(u). W dalszym
ciggu postaramy si¢ wyznaczy¢ te gestosc.

Rozwazmy taricuch {S n} n=0,1,..2 W% ktérym zmienna losowa S, okresla jasnos¢ Swiatta
po przejéciu przez n chmur. Naturalnym jest przyja¢, ze jasno$¢ swiatta po przejsciu przez &
chmur zalezy tylko od jasnosci $wiattd po przejéciu przez k — 1 chmur. Absorbcyjny wptyw
weczesniejszych chmur nie jest tu-istotny. Dlatego przyjmujemy, Ze ciag zmiennych losowych
{S3,- 0,1,... jest taricuchern Markowa. Zauwazmy réwniez, ze {S,}, 0,1,.. jest taficuchem

jednorodnym, gdyz jasno$¢ zalezy tylko od ilosci chmur, jakie $wiatto napotka na swej dro-
dze, tzn. dla kazdego zbioru borelowskiego 4 C R':

P{S,H_m €eAlS, = u} nie zalezy od n.

Utwozmy teraz proces {5 N(t)}te[O, +oo)» 8dzie dla ka_i&égo t, €[0, +), N(z,) jest
zmienna losowa o rozktadzie prawdopodobienstwa (1). Wéwczas zmienna losowa X (f) =
= Sp () OPisuje jasnoé¢ $wiatla po przejiciu przez'chmury na odcinku dtugosci ¢.

Proces stochastyczny X (¢) daje opis probabilistyczny naszego zjawiska bez uwzglednie-
nia deterministycznego przyrostu jasnosci wywolanego przez gwiazdy posrednie. Niech wigc
{U®}c[0, +=) bedzie procesem stochastycznym w petni opisujacym nasze doswiadczenie.

Woéwczas, przy uwzglednieniu postulatu 2°, mamy
)] U(?) - Bt = X(2).
3. Konstrukcja taricucha Markowa {S §n=0.1,.. Przypomne dwie réwnosci znane

z teorii jednorodnych taricuchéw Markowa (zob. [2], str. 195-200).

Niech S, S, , ... bedzie jednorodnym taricuchem Markowa i niech K (x,I'), gdzie x € R*
oraz I jest dowolnym zbiorem borelowskim w R, oznacza prawdopodobieristwo przejscia
od x doZ" w jednym kroku. Jesli u, jest rozktadem zmiennej losowej S, , to rozktad zmiennej
losowej S, spetnia réwnanie

3) w@ = [ @) KD,  n=1,2,.., .
Rl

gdzie prawdopodobieristwa przejécia K (")(x,I") w n krokach spetniaja rownanie rekurencyjne

() KM@y = [Kex, d) K@Dy, n=2,3,...
Rl

Prawdopodobieristwa przejscia w jednym kroku dla taricucha {S”} n=0.1,.. O przestrzeni
stanéw R! wyrazaja si¢ wzorem T

qt+dq
(5) P{Sn € [ug, u(q + dg)} ISn_1 = u}= P{Q elg.q+ dq]} = / v(@)dg.
q
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Przy zatozeniu istnienia gestosci Y(q), istnieje gesto$é k(x, y) jadra stochastycznego
K(x,I') dla taricucha {S } n=0.1,. . izachodzi wzor :

© . ke»=d) o<
Zat6zmy, 2e zmienna losowa S, ma rozktad prawdopodobieristwa u, skupiony w punk-
cie x,, tzn.
- P{S, =x,} = 1.

Z réwnosci (3) i (4) wynika, Ze przy znajomosci (5) i rozktadu poczatkowego , znamy roz-
ktad zmiennej losowej S, dla kazdegon > 1.

4. Konstrukcja procesu stochastycznego § X (1)} te[0, +w)* Niech dany bedzie jednorodny

proces Markowa { X (1)}, [0, +.) Z Przestrzenia stanow R !, Oznaczmy
Q,x,I)=P{X(t +s)el'| X(s) =x} =P{X(t) el 1 X(0) = x},
gdzie x € R', I'— zbidr borelowski w R! .

Rozpatrzmy taficuch Markowais,§, _ 0.1,... Generowany przez jadro K (x,7") oraz pro-

ces Poissona{ N ()} rel0, +e) niezalezny od %ancucha 1S4 = =0,1,... Tworzymy zmienne lo-
sowe )

X0 =Sy

Mozna pokaza¢ (zob. [2], str. 310), Ze w procesie stochastycznym § X (t)} 1[0, +c)» Prawdo-
podobieristwa przejscia maja postad:

S n
c g ny=et 3 Gty o,

n=0
Rézniczkujac ten zwigzek otrzymujemy réwnanie prospektywne Kotmogorowa

0Q (x,IM)
(7) o T meQuI) +a [ K D)@y, di).
R

Roéwnanie Kotmogorowa jest réwniez spetnione dla gestoéci warunkowych przy zatozeniu,
ze jadraK(z, I"), Qt(x, I') majg gestosci. Zatem, jesli

Kz I) =fk(z, w)du, oraz Q") =fgt(x, z)dz,
r r

to zaktadajac, ze funkcje K(z, I"), Qt(x,l‘ ) sa dostatecznie regularne, z réwnosci (7) otrzy-
mujemy':
ag,(x, u)

®) - T = _ agt(x, u)+a _/; k(z, u)gt(x: z)dz.
R
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Réwnanie Kotmogorowa spetnia réwniez gesto$¢ bezwarunkowa g,(u) prawdopodobieri-
stwa P{X(7) <u}, przy zatozeniu istnienia gestosci rozktadu poczatkowego w chwili 7 = 0.
Wykorzystujac wigc réwnanie (8) mamy:

ag,(u)

©) = - g re [ ke we
R 1

W tym przypadku réwnanie to nosi nazweg réwnania Fokkera—Plancka (zob. [2], str. 290
293).

Jesli uwzglednimy podany w zatozeniach naszego modelu deterministyczny przyrost
jasnosci $wiatta, to wykorzystujac (9) oraz wobec (2) i (6) otrzymamy réwnanie

og, (1) og,(u) s
(10) i =8 —es@raf Y@y

u

3

Réwnanie to nosi w astronomii nazwe réwnania Chandrasekhara—Miincha (zob. [1], str.
335-337).

Metody rozwigzywania tego réwnania oraz rozwiazania w szczeg6lnych przypadkach po-
dano w pracach [1] i [3].

Uwagi koricowe. Znaleziona z réwnania Chandrasekhara—Miincha gestos¢ gt(u) okresla
rozktad prawdopodobieristwa jasnosci §wiatta U(f). Rozk}ad ten pozwala oceni¢ jasnos¢
$wiatta w dowolnym punkcie Drogi Mlecznej przy zatozZeniu istnienia absorbcji $wiatta.
Fakt ten jest bardzo przydatny w badaniach astronomicznych. Rozmiary, ksztalt oraz szcze-
g6ty struktury obiektéw naszej Galaktyki okreslane sa migdzy innymi przy uzyciu funkcji
jasnosci $wiatta g,(u) i wspStczynnika przezroczystosci (zob. [4]). Znajomosé tych wielko-
éci jest konieczna na przyktad przy badaniu rozktadu przestrzennego gwiazd, ocenianiu
odlegtosci chmury, okreslaniu masy gwiazd itp. Do czasu wyprowadzenia réwnania Chan-
drasekhara—Miincha w wielu problemach przyjmowano, Ze funkcja jasnosci jest stata, absorb-
cje za$ zaniedbywano. Zatozenia te powodowaty znaczne rozbieznosci w wynikach badan
astronomicznych. Problem rozwiazaty dopiero prace Chandrasekhara i Miincha, ktdrzy sto-
sujac metody proces6w stochastycznych wyprowadzili fundamentalne réwnanie na funkcje¢
jasnosci §wiatta Drogi Mlecznej przy uwzglednieniu zjawiska absorbcji.
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