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Teoria pomiaru i jej zastosowania w teorii prawdopodobienstwa

Zarys historii teorii pomiaru. Pod koniec lat czterdziestych i w latach pie édziesiatych
badacze-empirycy (nie fizycy) dostrzegli, ze wystepujace w ich badaniach zmienne ilosciowe
wygodnie jest podzieli¢ na pewne kategorie ze wzgledu na ich zawarto$¢ informacyjng. Naj-
bardziej przekonujacy i jednoczednie najuzyteczniejszy praktycznie wydaje si¢ ponizszy po-
dzial.

1) Zmienne klasyfikujgce. Zachowuja one pewna empiryczna relacjge réwnowaznosci.
Mozina je przeksztatcacé za pomoca dowolnego przeksztatcenia wzajemnie jednoznacznego.
Przyktady zastosowan: typy chordb, pteé, pochodzenie spoteczne, typ etniczny.

2) Zmienne porzqdkowe. Zachowuja dodatkowo empiryczng relacje stabego porzadku
liniowego. Mozna je przeksztalcaé za pomocy dowolnego przeksztatcenia $cisle rosnacego.
Przyktady zastosowaii: odpowiedzi typu: nie — czgsciowo — tak, wyksztalcenie, stopieri
oparzenia, miejsce w grupie, twardo$¢ materiatéw.

3) Zmienne przedziatowe. Zachowuja one dodatkowo pewna empiryczna odlegtosc.
Mozna je przeksztatcac za pomoca dodatnich liniowych przeksztatcen. Przyktady zastoso-
war: temperatura, niektdre testy inteligencii, czas.

4) Zmienne stosunkowe. Majace dodatkowo naturalne zero. Dopuszczalne sg prze-
ksztatcenia podobnosciowe. Przyktady zastosowari: temperatura liczona od zera absolutne-
go, dtugosé, wiek, szybkosé.

5) Zmienne absolutne. Posiadajgce dodatkowo naturalng jednostke. Nie mozna ich
przeksztatcac na co§ od nich réznego. Przyktady: procenty, prawdopodobienistwo.

Za pomoca tego lub podobnych podziatéw dokonano nowej kiasyfikacji metod sta-
tystycznych. Klasyfikacja ta jest rozszerzeniem tradycyjnego podziatu na metody parame-
tryczne i nieparametryczne.

We wstepnym etapie rozwoju teorii pomiaru najwigkszy udziat mieli: S. S. Stevens,

C. H. Coombs, C. G. Hempel, P. Suppes i S. Siegel.

Kolejnym etapem rozwoju teorii pomiaru byto wprowadzenie doti pojgcia struktury
relacyjnej. Miato to miejsce w pracy Suppesa i Zinnesa [8].

A=(A;R,,..., R, ), gdzie R; - k;-krotna relacja na zbiorze mierzonych obiektow 4,

df
jest empiryczng strukturq relacyjng <, relacje R; maja sens empiryczny (moga by¢ empi-

rycznie sprawdzalne);
N =(Re;S;, ..., S5, ), gdzie Re — zbidr liczb rzeczywistych, jest strukturq numeryczng

o df
odpowiadajgcq A < relacje S; maja krotnos¢ k.

[133]
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Na bazie tych pojg¢ autorzy wprowadzili nastepujaca definicje: .
& -skala (niektSrzy autorzy np. [1] nazywaja ja miarg) strukiury A zwigzana ze strukturg

N{odpowiadajgca A ) © & -homomorfizm: A - N.

Niektorzy autorzy (np. [6]) probowali uogélnié to podejscie poprzez zamiane struktury
numerycznej na tzw. strukture formalna, niekoniecznie zwiazang z liczbami rzeczywistymi.
Jest to moim zdaniem kierunek niewtasciwy z punktu widzenia dajacych si¢ przewidzieé za-
stosewan. Nie chodzi tylko o to, Ze struktury zwiazane z Re maja dobrze opracowane teorie
i s powszechnie znane. Chodzi réwniez o to, Ze liczby rzeczywiste (a réwniez wektory, czy-
li punkty Re") sg realizowane na elektronicznych maszynach cyfrowych Wiele maszyn po-
siada zmienny przecinek juz w-hardware.

W latach sze$¢dziesiatych pojawito sie wiele prac rozwijajacych idee Suppesa i Zinnesa.
Rozwingta si¢ m.in. zapoczatkowana pracg [4], teoria tzw. pomiaru tacznego, umozliwiaja-
ca badanie glebokich zwigzkdw migdzy réznymi pomiarami dotyczacymi tego samego
zbioru obiektéw.

Zasadnicze rysy aktualnej teorii pomiaru. W roku 1971 ukaza? si¢ pierwszy tom dzieta
,Podstawy mierzenia” [2]. Nosi ono wszelkie znamiona wyktadu-filozofii badan iloSciowych.
Migdzy innymi podana jest nowa klasyfikacja pomiaréw (nie ma w niej pomiaru klasyfikuja-
cego, uznanego zapewne za nieilosciowy):

1) Pomiar porzgdkowy. Dotyczy on zbioréw skoriczonych i przeliczalnych. Relacjom
empirycznej réwnowaznosci i stabego liniowego porzadku odpowiadaja w liczbach rzeczy-
wistych relacje: = i 2.

2) Pomiar poprzez liczenie jednostek. Zaktada si¢ dodatkowo istnienie empirycznego
dodawania (dotaczania). Podstawa pomiaru jest ciag standardowy sktadajacy si¢ z obiektu
i z kolejno dotaczanych do niego jego idealnych kopii. Poprzez zmniejszenie obiektu podsta-
wowego mozna zwigkszaé doktadno$é¢ pomiaru.

3) Pomiar poprzez rozwigzywanie nieréwnosci. Oprocz powyzszego zaktada si¢ jeszcze
istnienie ograniczefi pomigdzy poszczegdélnymi mierzonymi obiektami. W liczbach rzeczywi-
stych prowadzi to do koniecznosci spetnienia pewnego uktadu nieréwnosci liniowych.

Definicje pomiaru rozszerzono teraz do nastgpujace;j:

A=(4,X...XA,;R,,...,R,) — struktura empiryczna; relacje okreslone s3 na catym
iloczynie 4, X ... X4, tzn '

1 w

R r"Ak"x XAE
ib 1 sen w s

przy czym pewne k{ mogg by¢ réwne O. ‘
N =(Re";S,,...,S,) — struktura numeryczna odpowiadajaca A,
[#,,..., D, ], gdzie #;: A; > Re, jest skala pomiarowa < [9:,.... D, ]]jest wektoro-

wym homomorfizmem: A = N.

Jednym z zasadniczych celéw teorii pomiaru jest sformutowanie i dowodzenie twier-
dzert o istnieniu i jednoznacznosci powyiszych homomorfizméw dla danych systeméw A
iN. )

Na zakoniczenie ogélnych rozwazan o teorii pomiaru warto, jak si¢ wydaje, zwrdci¢ uwa-
ge na pewien jej aspekt wazny z punktu widzenia zastosowan statystyki matematycznej.
Chodzi o to, ze wielu statystykow interesuje tylko ten etap pracy badawczej czy inzynier-
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skiej, w ktérym wystepuja juz uzyskane wczesniej dane liczbowe. Teoria pomiaru umozliwia
sformalizowanie wczeéniejszego etapu, na ktérym liczby te si¢ uzyskuje. "

Prawdopodobieristwo jako pomiar. Przedstawimy obecnie gtéwne rysy przedstawione;
w [2] koncepcji potraktowania pojgcia prawdopodobienstwa jako pewnego typu pomiaru.
Autorzy wystepuja przeciwko czysto indywidualistycznemu podejsciu do pojecia prawdo-
podobieristwa. Uwazaja oni, Ze wokd! tego pojecia nie powinno byc wigcej kontrowersji
niz wokot np. poje¢ masy czy diugosci.

Na wstepie rozpatrzmy przypadek, gdy chcemy. uzyskaé miare skoriczenie addytywna.

(c‘o‘X;b), gdzje &y — ciato podzbioréw pewnego niepustego zbioru X, jest strukturg
prawdopodobieristwa jakoSciowego (w skrécie SPJ) <.

1) (482> — struktura stabego porzadku liniowego (tzn. relacja & jest przechodnia i
spjna dla ciata &).

Dodajmy tu od razu, Ze kazda relacja stabego porzadku liniowego & generuje pewng nie-
zwrotna, przechodnia relacj¢ & i relacje réwnowazno$ci~

2) X& @B, A- O (o wszelkich wystepujacych tu zbiorach bedziemy zakiadaé, ze naleia
one do ciata &, @ — zbidr pusty).

3)ANB=ANC=0 = (BEC *AUBEAVU().

4) Dowolny ciag standardowy odpowiadajacy A& () jest skoriczony.

df
{A }— ciag standardowy odpowiadajacy 4 <.
Istme]q ciagi {B;$, {C,} spetniajace warunki:
B, ~4, C;,~4, BiﬂCi=(2),
A 1 = B 1 B 1~ A’
Ay =B,VC,
WNIOSEK. Jesli na & 'y Okreslona jest miara skoriczenie addytywna P i okreSlimy relacje &
nastepujgco:
daf
A & B+ P(4) = P(B),

to (é’x',&) bedzie SPJ. Jednak nie na odwrdt, tzn. struktura prawdopodobieristwa jakosciowe-
go nie musi jednoznacznie generowac miary prawdopodobieristwa.

Mozna poda¢ kontrprzyktad nawet dla pigcioelementowego X.

Wielu autoréw podawato sformutowanie piatego aksjomatu, w taki sposéb by zapew-
ni¢ istnienie prawdopodobienistwa (w tym przypadku skoriczenie addytywnego). Najogdl-
niejszy podal Luce [3].

AKSIOMAT. Dia dowolnych A, B, C, D spetniajgcych warunki:

ANB=0, A& C, BED,
istniejg C, D.E spetniajgce warunki:
E~AUB  CnND =0,
CUD'GE, C~(GD~D
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TWIERDZENIE. Struktura prawdopodobienistwa jakoSciowego spetniajgca aksjomat
Luce'a jest w sposob jednoznaczny reprezentowalna w [0, 1] poprzez funkcje P zachowujgcq
porzadek. Funkcja ta jest miarq z warunkiem skoriczonej addytywnosci.

PrzejdZmy teraz do o-ciat. Niech (&y; &) — SPJ przy czym é’X — g-ciato.

df
Relacja ¢- jest monotonicznie ciggta na é’X <. Jedli dla dowolnego, wstepujacego ciagu
zbioréw {4 i} istnieje zbi6r B taki, ze B¢ A, to BE U4 i
1

Pojecie monotonicznej ciagtosci porzadku, wprowadzone w pracy [9], umozliwia sformu-
fowanie nast¢pujacego mocnego twierdzenia.

TWIERDZENIE. Niech istnieje reprezentacja P: & ¥~ [0, 1], skoriczenie addytywna. Jest
ona przeliczalnie addytywna wtedy i tylko wtedy gdy porzqdek SPJ jest monotonicznie ciggty.

Dla przestrzeni X skoriczonych sytuacja jest prostsza. Dla wzmocnienia twierdzen wygod-
nie jest w tym przypadku wprowadzié pojecie atomu. Zatézmy dalej, Ze rozwazana przez nas
struktura (é'X;t) jest SPJ. Cdf
A —atom+ 1)A&Q,

2)BCA=(B~Av B~0).

'TWIERDZENIE. Zatdzmy, ze spetniony jest warunek Suppesa [7}:

AT B=Y4~BUC

Istnieje wowczas jednoznaczna reprezentacja probabilistyczna.

Poniewaz

1) wszystkie atomy sq rownowazne,

2) kazde zdarzenie jest roztgczng sumgq atomow,
prawdopodobieristwo mozna bardzo tatwo wyliczyc.

Zastosowania teorii pomiaru do probabilistyki ida poza tym w nastepujacych kierunkach.

1) Szukanie jakosciowych warunkéw dla prawdopodobieristwa rozwazanego w mechanice
kwantowej. Rozwaza si¢ tam tzw. QM-ciata, gdyz ,.zwykte” ciata nie sa adekwatne. Chodzi
0 to, ze w mechanice kwantowej iloczyn dwdch zdarzeri nie mozZe by¢ w wielu przypadkach
uwazany za zdarzenie.

2) Definiowanie porzadku odpowiadajacego nie ,,zwyktemu” prawdopodobieristwu,
a prawdopodobienistwu warunkowemu. Argumentami takiej relacji sa wigc nie pojedyricze
zdarzenia, a pary AlB.

3) Wprowadzanie jako pojecia podstawowego relacji niezaleznosci zdarzer.

Rozwazania wlasne. Géwnym kierunkiem rozwazar byty préby przedstawienia pojecia
przestrzeni probabilistycznej w jezyku struktur relacyjnych. Uzyskana obecnie struktura jest
jednak nieco innego typu niZ rozwazane w teorii pomiaru. Jej bowiem ,,teorio-pomiarowy”
odpowiednik przedstawiony w pracy [5] nie wydaje si¢ by¢ naturalnym. (X; R), gdzie R jest
relacja okreslona na [0, 1] x 2X , jest strukturg typu Prob &

DR, X),

2)(p=p'A R, 4))= R, A),

3)R(0, A)= R(0, AC), gdzie AC — dopetnienie A,

4)/i\R(O’ A4)=R(0, l;J A)),

-
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5) AR(0, A4,), A; — parami roztaczne =
1
supip: R(p, L')Ai)}=;sup{p: R(p, A)} '

Uwagi:

1) To, ze warunki 3, 4, 5 dotycza ,,czego$” wynika z 1 i 2, bowiem zachodzi R(0, X).

2) To, ze zbiér wystepujacy po lewej stronie réwnosci 5 jest niepusty, wynika z wa-
runku 4. ‘

3) Jesli chcemy aksjomatyke dostosowaé do ciat skoticzenie addytywnych lub QM-
-ciat, nalezy odpowiednio zmieni¢ 4.

TWIERDZENIE. 1. Kazda struktura {X, R) typu Prob jednoznacznie definiuje prze-
strzen probabilistyczng (X, &, P), przy czym sktadowe tej ostatniej sq okreslone nastepu-
jaco:

& ={4: R(0, A}V,

supip: R(p, A)} jesli A#0Q,
P4) =
0 jesli A=0.

2. Kazda przestrzen (X, &, P)wyznacza doktadnie jedng strukture Prob przy czym:
R(p, A)* (A € E~AP(4)>p).

Twierdzenie powyZsze zapewnia wigc nie tylko wystarczalno$é dla uzyskania miary
prawdopodobienistwa, lecz réwniez konieczno$é warunkéw naktadanych na strukture re-
lacyjna. Trudno jednak uznaé na razie te warunki za ,,dostatecznie empiryczne”.
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