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O filtracji beznaporowej w osrodku jednorodnym i izotropowym (I)

Termin , filtracja” oznacza w tej pracy przeptyw cieczy przez osrodek staly i porowaty.
Jako typowe przyktady filtracji mozna wymieni¢ przesaczanie si¢ wody przez grunt i ropy
naftowej przez osrodek skalny. Badanie tych zjawisk ma donioste znaczenie gospodarcze.
Zagadnieniom filtracji poswigcano wigc od dawna liczne badania doswiadczalne i teoretycz-
ne, ktdérych wyniki przedstawia obszerna literatura fachowa. W szczegdlnosci, fenomenolo-
gicznej teorii filtracji wiele miejsca udzielaja monografie [11, [2] i [3]. Z tych monografii
bierzemy uZzywane w naszej pracy oznaczenia, potrzebne do zapisu podstawowych réwnar,
podanych ponizej w punktach 1 i 2. Na konicu punktu 2 znajduje si¢ oméwienie celéw
pracy.

1. Filtracja w obszarze nasycenia. Osrodek porowaty, w ktérym przebiega filtracja, od-
nosimy do prostokatnego uktadu wspoétrzednych x, y, z, kierujac of z przeciwnie do dzia-
tania sity cigzkosci. Niech w chwili ¢ ciecz zapetnia kompletnie pory oSrodka w pewnym
obszarze D(t). Bedzie to obszar nasycenia. Filtracia powoduje w nim transport cieczy,

z szybkoscia okreslong polem wektorowym u, o sktadowych Uy, Uy, U Dla dowolnego jed-

nostkowego wektora n, zaczepionego w punkcie obszaru nasycenia, skalarny iloczyn nu jest
réwny objetosci cieczy przeptywajacej w jednostce czasu przez jednostkowy element po-
wierzchni skierowany prostopadle do wektora n (por. [1], 5.2). Wektor u nosi nazwe wek-
tora objgtosciowej gestosci strumienia filtracji lub, krécej, szybkosci filtracji.

Prawo zachowania masy filtrujacej cieczy ma w obszarze nasycenia nastepujacy ksztalt

. 9
dw.(pu) + E;Ome) =0,

(por. [1], 6.3). Przez p oznaczono tutaj gesto$¢ cieczy, a przez n ¢ — wspotczynnik efek-
tywnej porowatosci objgtosciowej. Jest on réwny porowatosci geometrycznej, pomniejszo-
nej o objetosciowa koncentracje cieczy ,,martwej”, zalegajacej w porach i nie bioracej
udziatu w filtracji.

W dalszym ciagu rozwazamy wytacznie ciecz niescisliwg, to jest przyjmujemy, iz
p = const. Przyjmujemy takze stale, ze n, = const. W tych warunkach bilans masy filtruja-
cej cieczy przybiera posta¢ réwnania '

(1.1 : diva=0.

Niech p oznacza ci$nienie w interesujacej nas czesci srodka, zajmowanej aktualnie przez
strumien filtrujacej cieczy. Bedziemy zaktadali, Ze przestrzenny rozktad ci$nienia wyznacza
rozktad szybkosci filtracji, zgodnie z prawem Darcy’ego

[157]
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1.2) ’ = —kgradH,

(H. Darcy, 1856), gdzie & jest wspStczynnikiem filtracji, a H — naporem, okreSlonym wzo-
rem
1
1.3 H=—p+z,
(1.3) og?
w ktérym g oznacza przyspieszenie ziemskie (por. [11, 5.8). Tym samym ograniczamy rozwa-
zania do tak zwanych ,,ruchéw petzajacych”, dla ktdrych sity inercji mozna pomijaé przy
uktadaniu bilansu sit dziatajgcych w strumieniu filtracji. Prawo Darcy’ego oznacza proporcjo-
nalnosé ,,sity oporu” do szybkosci filtracji.
Jezeli teraz wspdtczynnik filtracji zachowuje w obszarze nasycenia wartosc stata, to
z réwnari (1.1) i (1.2) wynika natychmiast

(14) A4H=0.

Przy poczynionych zatoZeniach napdr jest wiec funkcja harmoniczna w obszarze nasycenia
(por. [2], 11, § 2, wzor (1. 14) i dalszy komentarz).

Zgodnie z prawem Darcy’ego, rozwigzania réwnania (1.4) okreslaja rozktad szybkosci
filtracji w obszarze D(t). Przy wyznaczaniu tych rozwiazan uwzglednia si¢ jeszcze pewne na-
turalne warunki brzegowe. Przejdziemy obecnie do ich przedstawiania (por. [1], 6.7—6.10).

Warunki brzegowe maja proste sformutowanie na tych czeséciach brzegu, gdzie obszar
D(¢) styka sie z warstwami nieprzepuszczalnymi. Rzeczywiscie, niech n bedzie wektorem
normalnym w pewnym punkcie nieprzepuszczalnego brzegu. Wtedy znika sktadowa normal-
na szybkosci filtracji u, = nu, a wigc takze

: oH
(1.5) an 0,
na mocy prawa Darcy’ego.

Obszar nasycenia moze si¢ réwniez stykaé z otwartymi zbiornikami cieczy. Na odpo-
wiednich czesciach brzegu warunek brzegowy mozna wtedy otrzymac z postulatu ciagtosci -
naporu. I tak, gdy ciecz w zbiorniku znajduje si¢ w stanie rOwnowagi hydrostatycznej, to
warunek brzegowy ma postaé¢ réwnania

(1.6) ' ' H = const.

Nieco ogdlniej, na styku ze zbiornikami cieczy mamy do czynienia z warunkami typu Di-
richleta.

Obecnie przystapimy do rozwazania brzegu trzeciego rodzaju, jaki stanowi powierzch-
nia swobodna.

2. Powierzchnia swobodna. Zgodnie z tytulem pracy zajmujemy si¢ wytacznie filtracja
beznaporowa, ktéra charakteryzuje wystepowanie w o$rodku swobodnej powierzchni stru-
mienia filtrujacej cieczy, zwanej tez powierzchnig depresji (por. [2], I, § 2). W przypadku
filtracji ustalonej, gdy funkcja H i obszar D nie zaleza od czasu, Warunek brzegowy na po-
wierzchni depresji dany jest réwnaniem Devisona (B. B. Devison, 1938). Jego uogéinienie
dla filtracji nieustalonej wyprowadzone przez Potubarinowa—Koczing (1947, por. [3], XIII,
§ 1), bedziemy nazywaé krétko réwnaniem P—K; jest ono wtasnie gtéwnym przedmiotem
rozwazan tej pracy.
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W hydromechanice do opisu powierzchni swobodnej stuzy nastepujacy uktad rownan:

- d__
2.1) p=0, oraz ZP= 0,
gdzie pochodna substancjalna a% jest dana wzorem
22) 4 24y 24y 24y 2

ar "ot T xax Ty TV

wktérym v, VsV, oznaczaja sktadowe (Scislej wspétrzedne) wektora v predkosci czastek
cieczy. Pierwsze z réwnan (2.1) mowi, Ze ci$nienie na powierzchni swobodnej jest réwne cis-
nieniu zewngtrznemu, statemu i réwnemu umownie zeru. Drugie réwnanie wyraza fakt, iz
powierzchnia swobodna sktada si¢ zawsze z tych samych czastek cieczy, a wigc czastki te
,.nie tong” w strumieniu cieczy.

W teorii filtracji réwnanie p = 0 opisuje tak zwang powierzclinie freatyczng (por. [1],
4.2). W dalszym ciggu oznaezamy ja symbolem 7(¢). Na mocy wzoru (1.3) mamy

2.3) H=z, na ().

Méwiac scisle, powierzchnia freatyczna nie jest brzegiem obszaru nasycenia. Mozna jednak
to przyja¢ zaniedbujac pewne efekty kapilarne — tak tez dalej postepujemy.

Dla zapisu stwierdzenia iz powierzchnia freatyczna sktada si¢ zawsze z tych samych cza-
stek filtrujacej cieczy nie mozna uzy¢ bezposrednio wzoru (2.2); predko$¢ czastek filtrujacej
cieczy nie figuruje bowiem jawnie w réwnaniach punktu 1. Wprowadza si¢ ja wzorem

2.4) u=n,v.

Powszechnie uznaje si¢ prawdziwos¢ tego wzoru dla osrodkéw izotropowych, wewnatrz
obszaru nasycenia; oznacza to réwnos$¢ wspdtczynnika porowatosci objetosciowej ze wsp6t-
czynnikiem porowatosci powierzchniowej (por. [1], 2.8 i 5.4). Na powierzchni swobodnej
izotropia ulega jednak istotnemu zaburzeniu i w miejsce réwnania (2.4) nalezy przyja¢ inny
zwigzek, mianowicie

.5) U =n, v, U, =Kv,.

Indeksy s i n oznaczaja tutaj, odpowiednio, sktadowe styczng i normalna do powierzch-
ni freatycznej. Nowy wsp6tczynnik u jest réwny wspStczynnikowi zwrotu cieczy, gdy
v, <0, za$ wspotczynnikowi niedostatku nasycenia o$rodka, gdy v, >0 (por. [1], 5.23 oraz
[2], IL, § 2). Normalna skierowana zostata na zewnatrz obszaru D(z).
Obecnie mozemy juz poda¢ wyprowadzenie réwnania P—K. W tym celu zauwazamy, Ze
na powierzchni freatycznej mamy dp/ds = 0. Z réwnar (2.1) i (2.2) wynika wiec réwno$¢
op dp

:5';+Vn571=0.

Stosujac kolejno wzdr (2.5), a potem prawo Darcy’ego, przeksztatcamy tg réwnosé do po-
staci réwnania

2.6 uop _0oH op

kot on on’
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ktére mozna takze zapisa¢ w nastepujacym Ksztakcie

2.6") %g—f =grad H - grad p, na 7I°(p).

Na koniec, rugujac stad funkcje p, z pomoca wzoru (1.3), otrzymujemy wreszcie réwnanie

woH (O} (oH (oY o
2.7) k 3t ‘(ax) Nay) "oz) ~a
na Z'(¢). Jest to wtasnie réwnanie P—K, w formie podanej w [2] (por. wzor (11.21), dla w = 0).

ZakoriczyliSmy list¢ oznaczen i podstawowych réwnan, ktérymi bgdziemy dalej opero-
wali. Dla uniknigcia nieporozumien zaznaczamy, iz wielkosci u, v i p przedstawiaja wielko-
$ci ,,makroskopowe”, ktére naleZy starannie odrézniaé¢ od odpowiednich wielkosci hydro-
mechanicznych, zwigzanych z mikrostrumieniem cieczy, ptynacym przez wnetrza por osrod-
ka (por. [1], 4.10). :

Obecnie prezentujemy cele naszej pracy. Jak wynika z przytoczonych wyzej rozwazar,
funkcje¢ H oraz powierzchnig I"(t) — ruchoma czg$¢ brzegu obszaru D(t) — nalezy wyzna-
czaé z uktadu réwnari (1.4), (2.3) i (2.7). Do tego dochodza wspomniane juz warunki typu
Dirichleta lub Neumanna (por. (1.5) i (1.6)) oraz odpowiedni warunek poczatkowy I'(0) =
=r, .)Tak sformutowany problem brzegowy (mieszany) nazywamy dalej kr6tko problemem
HI).

Pomimo swego znaczenia w teorii filtracji nieustalonej, problem (H, /) jest bardzo mato
zbadany. Gtéwna trudnos¢ stanowi w nim nieliniowo$¢ réwnania (2.7) na ruchomym brzegu
obszaru D(¢).

Dla przezwycigzenia wskazanej trudnosci, w teorii filtracji stosuje si¢ nastepujacy sposéb:

Po pierwsze, uktad réwnar (1.4), (2.3) i (2.7) przestaje by¢ traktowany jako formalny
model zagadnienia. Za nowy punkt wyjécia stuzy infinitezymalny bilans przeptywu filtruja-
cej cieczy, utozony na podstawie dosy¢ przekonywujacych fizycznych przestanek.

Po drugie, w uktadanym bilansie przeptywu przyjmuje si¢ pewne uproszczenia, znane
pod nazwa zaloZenia (hipotezy) Dupuit’a. W wyniku takiego postepowania otrzymuje sie
bardzo konkretng korzy$¢ — réZniczkowe réwnanie powierzchni depresji nie zawierajace
funkcji H, ktére mozna rozwigzywac niezaleznie od catego problemu (H,/7). Jest to znane
réwnanie Boussinesq’a.

By¢ moze w sposdb nadmiernie uproszczony streszczono powyzej — w Slad za [1], 8.6 —
zastosowanie do problemu (H, I") przyblizeni Dupuit’a i Bussinesq’a, opracowanych jeszcze
w XIX wieku do badania tak zwanych przeptywoéw hydraulicznych (w literaturze méwi sig
tez o stosowaniu ,,przyblizenia hydraulicznego”, por. [1], 8;[2], II, § 3;[3], XIII, §§ 1i2).
Stosowanie takich metod jest oparte gtéwnie na inzynierskim dos$wiadczeniu i znajomosci
fizycznej strony zjawiska, a mniej na czysto matematycznych modelach formalnych.

Nalezy teraz podkresli¢, Ze cytowane w punktach 1 i 2 podstawowe réwnania filtracji sa
spetnione w rzeczywistosci jedynie z pewnym przyblizeniem, niekiedy bardzo grubym.
Wprawdzie znane sg zaleznosci bardziej doktadne (na przyktad réwnanie Dupuit’a—Forch-
heimera, przedstawiajace uogélnienie prawa Darcy’ego; por. [1], 5.18), ale ich stosowanie jest
utrudnione, poniewaZ odpowiednik problemu (H, I" ) jest jeszcze trudniejszy do rozwigzywa-
nia. W tym stanie rzeczy stosowanie ,,przybliZenia hydraulicznego” jest ciagle aktualne, a réw-
nanie Bussinesq’a po dzi§ dzieri stanowi praktyczna podstawe teorii filtracji nieustalonej. Na-
turalnie, sytuacjg mozZe zmieni¢ jedynie istotny postep w badaniach problemu (H,1").
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Obecnie przedstawimy krétko tres¢ nastgpnych punktéw pracy. W punkcie 3 zaczyna-
my od réwnania P—K i przeksztatcamy je do postaci, w ktdrej powierzchnia depresji figuru-
je juz jawnie, a nie w formie uwiktanej. Wyprowadzone réwnanie bedzie si¢ odtad nazywa-
Yo krétko réwnaniem depresji. W punkcie 4 wykazujemy réwnowazno$é (warunkowa) réw-
nania depresji z pewna specjalng postacia bilansu przeptywu filtrujacej cieczy. RéZniczkowa
postac tego bilansu pozwala nam, w punkcie 5, wyprowadzi¢ réwnanie Boussinesq’a na pod-
stawie ostabionej, catkowej wersji zalozenia Dupuit’a.

W powyzszy spos6éb od problemu (H, /™) do klasycznego réwnania Boussinesq’a zostaje
przerzucony pomost bardziej formalny. Na zakoriczenie pracy poréwnujemy réwnania
Boussinesq’a z rtéwnaniem depresji. To pozwala sformutowa¢ warunek zgodnosci réwnania
Boussinesq'a z wyj$ciowym problemem brzegowym, w oderwaniu od zatozenia Dupuit’a.

Dyskutowanie kwestii regularnosci wystepujacych funkcji i obszaréw zostanie pominig-
te; w pracy przyjmujemy dostatecznie wysoki stopien ich gtadkosci.

3. Rownanie depresji. Od tego miejsca beda uzywane zwykte skréty grad =V, oraz
V? =4, pochodne czastkowe wzglgdem zmiennych ¢, x, y, z oznaczamy przez indeksy,
z tradycyjnym wyjatkiem dla sktadowych szybkosci filtracji i wektoréw jednostkowych.
Dla wygody wprowadzamy takze nowy czas kt/u, mierzony w jednostkach dtugosci, nato-
miast wektor u odnosimy do wspétczynnika k, majacego wymiar predkosci. Nowy wektor
u jest wigc bezwymiarowy. Po dokonaniu odpowiednich podstawieni, ktére zapisujemy
symbolicznie w postaci

3.1 t>=t, u—*%u,

prawo Darcy’ego i rdwnanie P—K przyjmuja postaé

(3.2) u=-VH,

oraz '

3.3) H, = (VH)* - H,, na Ir'®.

Natomiast réwnania (1.4)—(1.6) oraz réwnanie (2.3) pozostaja niezmienione.
Przyjmujemy obecnie istotne zatozenie

(3.4) H+1, na TIQ.
Powierzchnia freatyczna (depresji) da sie wtedy przedstawi¢ réwnaniem
(3.5) z=h(x, y; 1),

przy czym podstawienie z = h przeksztatca réwnanie (2.3) w réwnosé
(3.6) H(x, y, h; t) = h,

spelniong tozsamosciowo wzgledem zmiennych x, y, t. Stad wynikaja wzory
3.7 H, =(1 —Hz)hx, Hy =(1 —Hz)hy, H =( —Hz)ht,

spelnione tozsamosciowo dlaz = h.
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Po wstawieniu (3.7) do réwnania (3.3) i skrdceniu przez 1 — H, otrzymujemy ostatecz-
nie nastgpujace réwnanie

- 2 2
(3.8) h, = — Hz|z=h +(1—-H)|,_,) 0 + hy).

Jest to wlasnie rdwnanie depresji, ktérym bedziemy si¢ systematycznie postugiwaé w dal-
szych punktach tej pracy.

Obecnie wyjasnimy, jaki jest prosty, kinematyczny sens réwnania depresji. W tym celu
oznaczmy przez n = (n,, n - n,) wektor normalny do powierzchni I'(7). Przyjmujemy, iz
n, > 0. Jak wiadomo mamy wtedy

—_ —_ _ 2 25\"1/2
n.=-nh, ny——nzhy, nz—(1+hx+hy) .

Stosujac wzory (3.7) obliczamy teraz pochodng normalna 0H/dn i otrzymujemy

gf,{ A H, |y — (= H,|,) (] + B},

Dzigki zaleznosci (3.2) réwnanie depresji (3.8) przyjmuje obecnie postad

(3.9) hycos%(n, z)=u, .

Jak wida¢ od razu z tej postaci, powierzchnia depresii jest unoszona przez strumien fil-
tracji, stad normalna sktadowa szybko$§¢ unoszenia réwna si¢ odpowiedniej sktadowej szyb-
kosci filtracji.

Na zakoriczenie tego punktu zastosujermny réwnanie depresji do przypadku filtracji po-
ziomej. Filtracja nazywa si¢ filtracja pozioma, gdy tozsamosciowo u, = 0. W dalszym ciagu
bgdziemy mieli na mysli przypadek, gdy powierzchnia depres;i jest dobrze okreslona dla do-
wolnych wartosci wspdtrzednych x, y. Majac na celu przyszla analize zatozeri Dupuit’a
uzasadnimy: A .

Filtracja jest pozioma wytgcznie wtedy, gdy
(3.10) h =ax + by + (a* + b%) ¢t + const,

gdzie wielkosci a i b sq dowolnymi statymi.

Dla dowodu zauwazmy najpierw, Ze z zalozenia u,=0,czyliH, =0, wynika na mocy
(3.6) tozsamo$¢ H = h, wigc A4h = 0, na mocy réwnania (1.4). Z réwnania depresji, ktore
przybiera teraz ksztatt h, = (Vh)?, otrzymujemy dodatkowa réwnosé A [(FR)*] =0, czy-
li w formie rozwinietej

h+ 2h§y + h;y +h (dh), + h, (dn), = 0.
Mamy wigc b, = hxy = hyy = 0, co okresla typ funkcji #, mianowicie h =ax + by + ¢,
gdzie wspdtczynniki g, b, ¢ zaleZze¢ moga jedynie od ¢. Ponownie stosujac réwnanie depresji
otrzymujemy zalezno$¢ a x + byte = a® + b?, skad juz wynika, Ze a, = bt =0, oraz

.~a* + b%. To koticzy dowSd wzoru (3.10) dla filtracji poziomej.

- Odwotnie, zal6zmy teraz, Ze powierzchnia depresji ma réwnanie dane wzorem (3.10).
Na podstawie réwnania depresji fatwo wyliczy¢, ze wtedy H, = 0 dlaz = h. Poniewaz funk-
cjaG = H — h jest harmoniczna pod (nad) powierzchnia depresji i spetnia warunki brzegowe
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G| =0,0razG, | = 0, zaleznos¢ G = 0, czyli H = h, zachodzi tozsamosciowo, co zamyka
dowdd.
Jak widaé z wzoru (3.10), filtracja pozioma jest zawsze filtracja ptaska w pewnym prze-
kroju, to znaczy przez odpowiedni obrét uktadu wspdtrzednych dookota osi z mozna
osiagnac spetnienie warunku Hy = 0. W takim uktadzie wspStrzednych réwnanie (3.10)

przybiera szczegélnie prosta postaé h = ax + a®t + const i przedstawia linig prosta o statym
w czasie pochyleniu —a sunaca jednostajnie z szybkoscig réwna pochyleniu.

4. Poziomy bilans przeptywu. W tym punkcie, a réwniez i w punkcie nastepnym, stale
przyjmujemy, Ze plaszczyzna z = 0 jest spggiem, to jest tworzy warstwe nieprzepuszczalna.
Mamy wigcu, =0, dlaz = 0, a stad

@.1) H =0, dla z=0,

na mocy prawa Darcy’ego. Wprdwadzamy teraz pomocnicza funkcje

4.2) = — f pdz,

ktéra, dzigki wzorowi (1.3) mozemy tez napisaé¢ w postaci
h
@.2") w=[ Hdz—3 0.
0

Oczywiscie, funkcja W nie zalezy od zmiennej z. Dlatego od tej chwili umawiamy si¢, Ze ope-
ratory | oraz /A beds dziataty wylacznie na zmienne x, y. Pochodne wzgledem z, o ile wy-
stapia, beda wypisane explicite. '

" Dla dalszych celéw obliczamy gradient obu stron réwnosci (4.2"")

h
4.3) vw= [ VHdz,
0
a nastepnie diwergencije i otrzymujemy
h
AW=Uh-VH|,., + [ AHdz.
Ly

W rachunku tym pamigtamy, Ze operatory |/ oraz A dziataja wytacznie na zmienne x, y.
Korzystajac teraz z wzoréw (3.7), réwnania (1.4) i warunku (4.1) mozemy doprowadzi¢ ostat-
nig réwno$é do postaci

(4.4) AW=(—H,|, ) (Vh) —H,|,_,.

Rzut oka na téwﬁanie (3.8) i (4.4) pozwala od razu stwierdzi¢, ze:

W obecnosci poziomego spqagu, przy przyjeciu rownania (1.4), réwnanie depresji jest
rownowazine rownaniu

@.5) h, = AW.



164 A. Rybarski i C. Ryll-Nardzewski

Obecnie wyprowadzimy catkowa wersj¢ otrzymanego réwnania. W tym celu w ptaszczyZ-
nie spagu Z = 0 obieramy dowolny obszar ptaski S, ograniczony konturem L. Teraz obustron-
nie catkujemy réwnanie (4.5) po obszarze S i przeksztatcamy prawa strone z pomoca wzoru
Greena. W ten sposéb dostajemy zaleznosé

(4.6) a%ffhds = - W, dx+ W, dy.
S L

Z (4.3) i (3.2) obliczamy

h h
4.7 ’ ~-W, = bf u dz, W, = bf u, dz.

Po podstawieniu tych wartosci do réwnania (4.6) otrzymujemy wreszcie
" a * _
(4.6") 5 S/hds--f_fundz,
Z

gdzieZ_ oznacza pobocznice pionowego walca przeprowadzonego przez kontur L, od spagu
do przecigcia z powierzchnig depresji. Przez u, oznaczono tutaj sktfadowa normalna (do po-
bocznicy Z) szybkosci filtracji.

Réwnowazne sobie réwnania (4.6) sa wlasnie zapowiedziang catkowa postacig réwna-
nia (4.5). W zwiazku (4.6"") rozpoznajemy bilans przeptywu filtrujacej cieczy, ktéra przeni-
ka przez pobocznice Z i gromadzi si¢ w przestrzennym obszarze, ograniczonym przez ,,den-
ko” S, pobocznicg Z i odpowiedni ruchomy wycinek powierzchni depresji (por. [3], str.
326—329). Dzigki réwnaniom (4.6) i (4.7) funkcje W mozemy interpretowad jako potencjat
przeptywu, wzigtego sumarycznie w pionie, od spagu az do powierzchni depresji.

Réwnania (4.6) s3 réwnowazne réwnaniu (4.5). Widzimy wiec, ze warunek brzegowy
dla réwnania (1.4) na brzegu swobodnym mozemy formutowaé w postaci réwnan (3.8),
(4.5) lub (4.6), do wyboru. Funkcja A jest wowczas okreslona réwnaniem (2.3), a ponadto
nalezy zada¢ spetnienia warunkow (3.4) i (4.1).

Réwnanie (4.5) pozwoli nam wyprowadzi¢ réwnanie Boussinesq’a. Chcemy jeszcze pod-
kreslié znaczenie tego réwnania dla przypadku filtracji ustalonej, gdy

(4.8) AW =0,
co oznacza, iz funkcja W jest harmoniczna. W szczegdlnosci takimi sa funkcje
4.9) W=ua + bx, W =alnr + b,

gdzie a, b oznaczaja dowolne state, zasr = (x2 + p?)'/%.

W nieco innej postaci réwnania (4.9) sa dobrze znane specjalistom teorii filtracji (pierw-
sze z nich jest ogdlng postacia funkcji harmonicznej jednej zmiennej x, a druga funkcja — je-
dyng harmoniczng zalezng tylko od r). Z pomoca pierwszego z nich i wzoréw (4.7) J. A.
Czarny obliczyt wielkos$¢ ustalonego przeptywu przez tame o prostokatnym profilu. Ana-
logiczny rezultat otrzymata Potubarinowa-Koczina dla przypadku studni doskonatej, za po-
moca drugiego ze wzordw (4.9). NaleZy jednoczesnie zaznaczy¢, Ze w obu wspomnianych
przypadkach powierzchnie depresji obliczono jedynie w przyblizeniu (por. [3], VII, § 9
nastepne).
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5. Zatozenie Dupuit’a i réwnanie Boussinesq’a. Nalezy dobrze zdawa¢ sobie sprawe
z faktu, ze ani réwnanie (3.8), ani réwnanie (4.5) nie umozliwiaja znalezienia powierzchni
depresji bez dodatkowych informacji o przebiegu funkcji H w pionie. W charakterze infor-
macji wystgpuje czasem tak zwane zatoZenie Dupuit’a (warunki Dupuit’a). W naszym przy-
padku maja one postac nastepujacych réwnosci
5.1) H =h, Hy = hy,
dla wartosci z ponizej powierzchni depresji (por. [1], 8.2). Naturalnie, réwnosci te sg jedy-
nie przybliZzone, a celem ich przyjgcia jest uniknigcie catkowania problemu (H, I") w ogdl-
nym jego sformutowaniu. Oczywiscie, powinno si¢ jednocze$nie bada¢, w jakim stopniu
réwnoéci te moga by ¢ zgodne z rownaniem (1.4). Udowodnimy teraz co nastepuje:

Warunki (5.1) sq zgodne z réwnaniem (1.4) jedynie dla przypadkow filtracji pozzome]
(4., gdy H, =0), bqdz tez filtracji pionowej (4., gdy H, H =0).

Dla dowodu zauwazymy najpierw, iZ z réwnan (5. 1) wymka przedstawialnos¢ funkcji
H w postaci

@) ' H=h+9(1).

Réwnanie (1.4) przybiera wigc ksztatt 4h = —¢__, w ktérym zmienne x, y wystepu-
ja jedynie po stronie lewej, zas$ zmienna z — po stronie prawej. Mamy wigc

(i) dh=-a, p=jaz’ +Bz+y,

gdzie wielkosci a, 8 i ¥ moga zalezed jedynie od z.
Obecnie wykorzystujemy réwnanie (3.6). Na mocy (i) oraz (ii) przyjmuje ono postaé

(iii) Sah? +Bh +y=0.

Jezeli teraz cho¢ jedna z wielkosci a, B nie znika, to z tego réwnania wynika, iz funkcja h
nie zalezy od zmiennych x, y. Wtedy jednak a = 0, na mocy pierwszego z réwnan (ii), za-
tem h = — y/B oraz H = — /B + fz + 7. Jest to przypadek filtracji pionowej, gdyz

H = Hy =0.

Na zakornczenie rozwazmy pozostaty przypadek, gdy znikaja obie wielkosci o i 8.
Wtedy jednak réwniez v = 0, na mocy (iii), wigc H = h, na mocy (i) oraz (ii). Jest to wtas-
nie przypadek filtracji poziomej, gdyz /, = 0. Dowdd mozna uwazac za zakoriczony.

Dla przypadku filtracji poziomej ogélny ksztatt funkcji 4 zostat znaleziony w punk-
cie 3. Jak widzieliSmy, w przypadku filtracji pionowej funkcja A nie zalezy od zmiennych
X, y, co odpowiada ptaskiej i poziomej powierzchni depresji. Jej ruch w pionie nie jest jed-
nak blizej wyznaczony przez nasze réwnania. Réwnanie depresji daje jedynie zwigzek H =
=h+(h-2z)h,

Widzimy teraz, Ze korzystanie w sposGb rygorystyczny z zatozent Dupuit’a w formie
(5.1) skrajnie zaweza klasg rozwigzari problemu (H, I"). Dlatego przyjmujemy zatoZenia
upraszczajgce w ostabionej (catkowej) formie

h h
(5.2) O/Hx dz = hh,, Ony dz = hh,.
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Jezeli powierzchnia depresji ma pewne punkty wspélne ze spagiem, to réwnaniom (5.2) moz-
na teZ nada¢ nastepujaca postac

h
(5.3 [ Hdz=#,
0

a to przez krzywoliniowe catkowanie. Ta ostatnia réwno$¢ méwi, ze Sredni nap6r nad danym
punktem spagu jest rtéwny przewyZszeniu powierzchni depresji nad spagiem.

Przyjecie réwnosci (5.3") wystarcza nam do zakoriczenia wywodéw. Z wzoréw (53)i
(4.2) wynika bowiem zalezno$é

(53" w=3h,

(SR

a wiéwczas réwnanie (4.5) przyjmuje postaé

_1 452
(5.4) h, = 'Z-Ah .

To jest wiasnie réwnanie Boussinesq’a.

W przeciwieristwie do réwnari (3.8) i (4.5) mozna rozwigzywaé réwnania (5.4) niezalez-
nie od réwnania (1.4), a to dostarcza tak cennej separacji problemu (H,77). Na tym wtasnie,
wydaje si¢, polega istota zatozeri Dupuit’a, napisanych w formie (5.1), (5.2), badz tez (5.3).

Zgodnos¢ warunku (5.3) z réwnaniem (1.4) powinna by¢ przedmiotem dalszych badar.
Mozna jednak postapi¢ w sposéb bezposredni i poréwnaé wprost prawe strony réwnania
Boussinesq’a i réwnania depresji (3.8). Sg one réwne jedynie wtedy, gdy zachodzi réwnosé

___hdn
1+ (Vh)*

W pewnych przypadkach réwnanie Boussinesq’a prowadzi do krzywych (powierzchni)
depresji o ksztattach i zachowaniu znacznie odbiegajacych od filtracji poziomej. Dla tych
wtasnie przypadkéw warto podja¢ obliczenia, majace na celu sprawdzenie stopnia doktad-
nosci formuty (5.3), badZ tez wzoru (5.5).

(5.5 H,|pep =
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