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A. KIELBASINSKI (Warszawa)

Oszacowanie bledu w metodzie eliminacji'

1. Wstep. Wykonujac numeryczne obliczenia cz¢sto chcieliby$my uzyskac jakas infor-
macj¢ o bledzie otrzymanego wyniku. Informacja taka nie zawsze musi mie¢ postac ogra-
niczenia modutu (normy) btedu. Niekiedy wystarczy zna¢ prawdopodobny rzad wielko-
sci bledu. Nieujemne wielkosci liczbowe, wyrazajace mformaqc tego rodzaju nazywamy
tu oszacowaniami btgddw.

Ponizej opisany jest pewien sposéb wyznaczama ,,na biezaco’ oszacowan bledow wy-
twarzanych i przeniesionych w algorytmie eliminacji z pelnym wyborem gléwitzgo ele-
mentu (w arytmetyce zmiennego przecinka). i

Oszacowania takie moga by¢ wyznaczane z wicksza lub mniejsza subtelnoscia — od-
powiednio wigkszym lub mniejszym naktadem kosztéw (ilo$¢ operacji, obcigzenie pamie-
ci maszyny).

Proponowany jest algorytm, wyznaczajqcy oszacowania przenoszonych i wytwarza—
nych btedéw kosztem niewielkiej krotnosci n?, lub nawet tylko n, dziatan (n— ilos¢ row-
nan). Skonstruowano i przetestowano procedure¢ algolowa, realizujaca, ten algorytm.

2. Kontrola dokladnosci obliczen ,,na biezaco” ‘
- 2.1. Dokladnosé obliczen mozemy kontrolowaé w nastepujacy sposob:
— okre$lamy mozliwie realistyczne oszacowania btedéw danych poczatkowych,
— w trakcie obliczert wyznaczamy ,,na biezaco’ oszacowania bledoéw obcigzajacych
wyniki wykonywanych operacji (uwzgledniajac bledy przeniesione i wytwarzane).

Wraz z wynikiem koricowym otrzymujemy w ten sposob jaka$ informacj¢ o bledzie
tego wyniku. Informacja ta (]C_] znaczenie i wiarygodnoéc) zalezy od sposobu wyznacza-
nia oszacowan.

2.2. Przyjmujemy zasade¢ jednorodnosci oszacowan:

— jesli a jest oszacowaniem btedu d, to [c| - a jest oszacowaniem bledu ¢ - d.

Jesli ot i § sa oszacowaniami niezaleznych bl¢dow d i & — odpowiednio, to za oszaco-
wanie sumy btedéw, d + A, przyjmujemy jedna z nastgpujacych trzech wielkosci:

i e atp.
(b) Vva? + 62,
(c) max (a, ).

!Pierwsza wersja tego artykutu ukazata si¢ w zeszycie 25 Sprawozdan Insty tutu Maszyn Matema-
tycznych i Zaktadu Obliczert Numerycznych Uniwersytetu Warszawskiego (1971).
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Znaczenie wyboru reguty (a), (b) lub (c¢) wyjasniamy nastepujaco:

Jesli za oszacowania btedéw poczatkowych i wytworzonych przyjmiemy ogranicze-
nia gérne moduléw tych bteddéw, to stosujac regule (a) otrzymamy ograniczenia gérne
bledéw wynikéw (por. [2], [3]). Oszacowania, wyznaczane w oparciu o t¢ regule, sa dla
dluzszych obliczen prawie zawsze znacznie wigksze niz odpowiednie bledy. Bedziemy
nazywali je oszacowaniami pesymisty cznymi.

Reguta (b) wiaze si¢ z pewnymi wynikami statystycznej teorii blgddw (por. [1],
str. 122). :

Gléwnymi przestankami s tu nastgpujace fakty:

— rozklady btedéw pomiaréw oraz rozktady sum zmiennych losowych sa czesto bli-

skie rozktadowi normalnemu,

— jedlid i h sa niezaleznymi zmiennymi losowym1 o rozkladzie normalnym i o prze-

cigtnej wartosci zero, to réwniez zmienna d + A ma rozktad normalny o wartoéci
. przecigtnej zero.
JesliP(ld| <) = r, zas P(|n| <B) =¢q, to

min (r, ¢) SP(ld + | <+/a? + §2) <max(r, q).

Oszacowania, konstruowane zgodnie z regula (b), bedziemy nazywali oszacowaniami
prawdopodobnymi.

Reguta (c) byta mejednokrotme proponowana w postaci szczegodlnie dogodnej dla
rachunku rg¢cznego (p. [6]). Postugujac si¢ nia mozemy okreéli¢ rzad wielkosci btedéw
przenoszonych oraz uchwycic¢ typowe przypadki numerycznej niestabilnosci w oblicze-
niach. Nie kontrolujemy natomiast w stopniu zadawalajacym ewentualnej kumulacji
bteddw. Stad mozliwos¢ otrzymania oszacowan znacznie mniejszych niz odpowiednie
btedy. Mozemy temu niekiedy zapobiec, przyjmujac odpowiednio zwigkszone oszacowa-
nia bledéw poczatkowych i wytwarzanych. Oszacowania, konstruowane zgodnie z regula
(c), nazwiemy oszacowaniami optymistycznymi.

U w a g a. Opisane powyzej reguly wyznaczania oszacowan sumy bledow sa szczegdl-
nymi przypadkami ogdlniejszej reguly, wyrazonej wzorem:

(d) @ +p2)F (p>0).

Przypomina to znany sposéb wprowadzania norm L (p) w przestrzeni kartezjanskiej
(por. np. [8], str. 115). MoZemy prowadzic¢ kontrole doktadnosci, postugujac sie dowolna
wartoscia parametru p.

Przypadki p = 1,2,00 53 jednak najlatwiejsze w realizacji praktycznej oraz posiadaja,
prostg interpretacje.

2.3. Oszacowania mozemy reprezentowac i obliczaé postugujac si¢ mato precyzyjna,
arytmetyka (1—2 znaczace cyfry dzigsigtne), jedli taka realizacja jest korzystna ze wzgle-
du na pracochtonno$¢ procesu obliczeniowego lub obcigzenie pamigci maszyny.

Koszt realizacji w normalnej arytmetyce pelnego systemu oszacowan ,,na biezaco”
jest wysoki, przewyzsza na ogdl koszt realizacji kontrolowanego algorytmu. (Nie musi tak
by¢, jesli kontrolowany algorytm jest realizowany — choc¢by czg$ciowo — w arytmetyce
zespolonej, lub arytmetyce podwyzszonej precyzji). Dlatego staramy si¢ ograniczyé kon-
trole dokladnosci danego algorytmu do wyznaczania oszacowan tylko tych bltedéw, kté-
rych wielkosci nie potrafimy ocenic¢ w inny, bardziej ekonomiczny sposéb.

Niekiedy mozemy postuzy¢ si¢ wspolnym oszacowaniem dla wigkszej iloéci bled dw.
Wspdlne oszacowanie powinno by¢ rzedu wielkoéci najwigkszego z tych btedéw, moze
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wigc by¢ znacznie wigksze od cz¢sci oszacowanych bledéw. Takie »,Zawyzenie’’ oszaco-
wania moze zostac przeniesione na oszacowanie btedu koricowego. Stosowanie wspol-
nych oszacowan nalezy wigc ograniczy¢ tylko do tych przypadkdw, gdy oszacowane ble-
dy s3 w przybliZeniu tego samego rz¢du wielkosci.

Wybdr rodzaju oszacowan zalezy od konkretnych potrzeb. Jeéli musimy uzyskaé sci-
ste ograniczenie blgdéw wyniku, to wyznaczamy oszacowania pesymistyczne. Jesli chce-
my dowiedzieC si¢ tylko, jaka jest prawdopodobna wielkos¢ bledu, to wyznaczamy osza-
cowania prawdopodobne lub oszacowania optymistyczne (z ewentualnym ,,zawyze-
niem”” wstepnych oszacowan). Niekiedy wygodna jest konstrukcja niejednolitych osza-
cowan, taczacych elementy réznych rodzajéw.

Idea przewodnia powinno by¢ uzyskanie mozliwie niskim kosztem potrzebnej
i wiarygodnej informacji o btgdzie wyniku obliczen.

3. Arytmetyka. Analiza bt¢déw zaokraglen w dalszych rozwazaniach dotyczy dwdj-
kowej, standardowej, zmiennoprzecinkowej arytmetyki. Przyjmujemy, Ze mantysa jest
reprezentowana ¢ cyframi dwojkowymi, a wigc modut btedu wzglednego reprezentacji
liczb rzeczywistych jest ograniczony przez

(1) Pt

Modut btedu bezwzgl¢dnego reprezentacji liczby rzeczywistej 4 liczba zmiennoprze-
cinkowa a jest wigc ograniczony z goéry przez |a| - p:

|4 — ol <|al - p.

Analiz¢ prowadzimy zasadniczo dla arytmetyki z sumowaniem realizowanym w reje-
strze podwyZszonej precyzji. Réwnolegle podajemy w nawiasach odpowiednie oszacowa-
nia dla arytmetyki z sumowaniem realizowanym w akumulatorze pojedynczej precyzji
(por. [8], str. 16—21).

'~ W przypadku bledéw rzedu p pomijamy oszacowania sktadnikéw rzedu p?, o3, . ..
itd. :

4. Algorytm eliminacji z pelnym wyborem elementu gléwnego. Algorytmi ten jest
szczegbtowo opisany w licznych podrgcznikach réwniez z punktu widzenia analizy ble-
déw (por. np. [8]).

Tu wystarczy przypomnied, Ze najpierw w n — 1 krokach eliminacyjnych przechodzi-
my od ukladu

(1) (1) (1)
+ + =
1 S A ST

(1) (1) =i L)
anlxl +"'+annxn _an,n+l

do ukladu tréjkatnego

al sy rall 4 rally =41

L1082 i Cm 3 5 Sinda, 2
(2) (2). .. 12)
3) Qg Xg t... tay lx, Qo 11
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) gln)

nn N n,n+1’

ktéry nastepnie rozwiazujemy, obliczajac kolejno x,,, X,,.1, . - -, X1 Z€ WZoréw

n
) (@) \/ (&)
(4) b '“(“z',nﬂ _Z i x;‘)/“z‘z' :

j=i+1

Przejécie od (2) do (3) jestrealizowane przez wyznaczaniedlak = 1,2,...,n—1, i=k+
+1,k+2,...,n, j=k+ 1,k+2,...,n+ 1 wielkosci

(e+1) _ (k) _ (k) (k) (k)
(5) az.]. : ai]. (aik ey )t %
Pelny wybdr elementu gtéwnego polega na takim przenumerowaniu (w trakcie postgpo-
. wania eliminacyjnego) réwnan i niewiadomych, aby dla k=1,2,...,n—lorazij=k,
k+1, ..., n byla spelniona nier6wnos¢

. » (k) > 1, (k)
(6) lagy 1> laft )l

5. Bledy wytworzone i przenoszone w algory tmie eliminacji
5.1. Oznaczmy przez Agz) ,,prawdziwe” wartosci, ktére wystapityby w algorytmie

eliminacji zamiast a
(1)
i

Zachodza wigc réwnosci

z(.f ), gdybyémy rozpoczeli obliczenia z dokladnymi danymi poczatko-

wymi A .. ', a wszelkie operacje arytmetyczne wykonywali bezbtednie.

: (k+1) _ (k) (k) ,(k)y . (k)
7) - AT A - (A4, A

Natomiast wzory (5) oznaczaja, zgodnie z konwencja zapisu w algolu (por. [5]), operacje
‘podstawienia na zmienne az(]-k"~ 1) obliczonej wartosci wyrazenia, zapisanego po prawej stro-
nie. Wiadomo (por. [8] str. 16-24), Ze istnieja liczby egz ) fl(.].k) takie, ze spetlnione s3 zalez-

nosci '

@®) ag”” = af.;‘) (1 _eg‘ h— @®)1a)) . ai’;)- (1 —ff.f )
oraz
©) eBi<p sp) UI<se (5p)

" Niech dg‘?) oznacza blad przyblizenia Al(.;c) przez az(.]f'z ),' tzn,

(10) el L) gak)
] Yy y
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Podstawiajac zaleznosci (10) w (7) i odejmujac stronami (8), otrzymamy po przegru-
powaniu ‘

(k) (k) (k)
1 k k) _i_____lz_( zk o®) k)
ang gt Pod neie)e (k)+d,( Y (k) ki ffz
kk kk
o0) J(8)
B N A
k (k) ik (k) kk
) + %k

5.2, Oznaczmy przez y; blad przyblizenia , prawdziwego” rozwigzania X]- obliczona
wielkoscia x;, tzn .

12 ‘ =x. Y.
(12) ‘ g

,,Prawdziwe’’ rozwiazanie spelnia réwnania

n
(13) | ZAS)X]:AEZJH Gl )

natomiast obliczone rozwiazanie spetnia réwnania (por, [8] str. 37 i nastgpne):

B B e S ) R )
(14) Zaij x].—ai,n+1+Z(zj g]. fai]. x].h]. ),
j=t j=t
gdzie
. ]' 3 .
(1) 2t Bl
/ k=i+1

za$ g}l), h](l) spetniaja, nieréwnosci:

(1< o (150, gdyi<n 3 dyi=n),
(16) k1< o @50 dyi>i)
n<2p  (250)

Zastepujac w (13) Al(.;) oraz X]. wyrazeniami podanymi w (10) i (12) i odejmujac stro-

nami (14), otrzymamy po odpowiednim przegrupowaniu

e et e e b S ot A it i
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(17) y, = [f’rzﬂ - %)+ o) wl))

=

n . . . .
= b et )g(’)):,/(aff )+ ald),

)
J=i+1l d

Uwaga. W (9)i(16) podane sa oszacowania pesymistyczne. Za oszacowania mozna
przyjac wielkosci bardziej realistyczne: \/l_ P zamiast [ - p.

6. Kontrola dokladnosci algorytmu eliminacji

6.1. Z (11) i (17) widzimy, ze tylko wtedy mozemy uzyskac¢ sensowne oszacowanie
bledu, gdy btad d(k)JCSt istotnie mme_;szy, niz odpowiedni element gtéwny a( )

Warunek ten mozemy w pewnym stopniu kontrolowaé, sprawdzajac czy aktualne
oszacowanie bledu dl(:;a)jcst wystarczajaco mniejsze niz Ia(k)l Gdyby tak nie byto, to mo-

zemy uznad, Ze yktad jest osobliwy (w sensie zatozonych bteddw).
Zaktadamy wiec, ze

) 6) o (8)

%kk kk =~ %kk-

Dzigki temu zatozeniu zaleznosci (11) i (9) pozwalaja wyznaczaé oszacowania (dowol-
nego rodzaju) blt¢dow a’(..k+ l ), gdy znane sa odpowiednie oszacowania bledéw d(k) za$
zaleznodci (17), (15) i (16) pozwalaja wyznaczac oszacowanie btedu ¥;» 8dy znane sg osza-
cowania bteddw d(') orazy; (7 >1).

Konstrukcja pe}nego systemu takich oszacowan wymaga jednak okoto 2n3 operacji
arytmetycznych oraz obciazenia pamigci maszyny przechowywaniem okoto n? oszaco-
wan.,

Tymczasem z (11) i (6) wynika natychmiast, ze liczba, ktora jest wspSlnym oszaco-

waniem (dla ustalonego k) bledéw df.f),. al(.f) . eg‘ ) (k) f(.k), jest zarazem wspSlnym

oszacowaniem optymistycznym bled 6w d‘kﬂ) (k<i<n, k<j<n)
Sprébujmy wigc zastapid mdyw1dualne optymistyczne oszacowania bledéw d(k)

(k <i<n, k <j<n)jednym wspSlnym oszacowaniem. Pozwoh to zredukowac praco-
chionnos¢ kontroli doktadnosci do niewielkiej krotnosci n? operacji, a obciazenie pamie-
ci maszyny — do przechowywania n oszacowan.

Musimy jednak zadba¢, aby wspélne oszacowanie bteddw d'(.jk) byto mozliwie realisty-

czne. Wydaje si¢, Ze mozna osiagna¢ to w nastgpujacy sposob:
— przez wyskalowanie niewiadomych i przemnozenie réwnan sprowadzamy bledy
wspotczynnikéw uktadu (2) oraz poziom ich btedéw reprezentacji do wspolnego

przedzialu <-c,c> (tzn. Id(l )I <c, pla“)l <c, l<z n, 1 <j<n)tak, aby moz-
liwie duzo tych btedéw bylo tego rze¢du w1clkosc1, €O ograniczenie c;
— za wspolne oszacowanie bledow dl:(,.l ) przyjmujemy niewielka krotnosé ¢, np. 3¢

(wstepne ,,zawyzenie’ oszacowania);
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— wspdlne oszacowanie blteddéw dz(jk) powinno by¢ nie mniejsze niz oszacowanie bledéw

dg‘-l) oraz 0 |a, , |. Jesli chcemy zwigkszy¢ prawdopodobieristwo tego, by otrzy-
mane oszacowania btedéw byly ich gérnymi ograniczeniami, to mozemy zwiekszaé

wspdlne oszacowanie bteddéw dz(.].k) wraz ze wzrostem &.

W przeprowadzonych eksperymentach badano migdzy innymi przypadki wzrostu
proporcjonalnego do k, oraz \/k.

6.2. Proponowany system oszacowan jest systemem niejednolitym, oszacowania be-
da wyznaczane czg¢sciowo w oparciu o regute konstrukcji oszacowan optymistycznych,
czgsciowo w oparciu o regulg¢ konstrukcji oszacowan prawdopodobnych. Dlatego wygod-
nie bedzie postugiwaé sie kwadratami oszacowan. (Same oszacowania beda zatem pier-
wiastkami z tych wielkodci).

Wspolne oszacowanie Vo, bledéw dz(.f) (k <i<n, k <j<n)wyznaczamy rekuren-

cyjnie, zgodnie ze wzorem

(k+1)

(18) a k+1,k+1)2)’

pe1 =max (@, - (k+q)k, 3% (@

dla odpowiednio ddbranego parametru g (np. ¢ = 0,1,2).

Dla btedéw dz(',:z)-!-l oraz y . wyznaczamy indywidualne oszacowania B,(-k) oraz \/‘yzf
odpowiednio. :

Zbadajmy réwno$¢ (11) dlaj = n + 1. Zaktadajac, ze ﬁz(.k) jest oszacowaniem wielko-
éci Idz(',iz)-!-l' oraz /3 -p- Iaz(.’:l)‘,_ 1 [, mozemy przyjaé, ze jest réwnoczesénie oszacowaniem
(optymistycznym) catego pierwszego nawiasu po prawej stronie réwnosci (11). Wielkos¢

/ 2
\/ﬁ,(zk) . (az(;: )) ta, Ia,(c’;)l Jest przy podobnych zalozeniach oszacowaniem (optymi-
stycznym) drugiego nawiasu, za$ va, - Iaik’)ﬁll/lagz)l jest oszacowaniem trzeciego na-

wiasu w (11). Kojarzac zasady konstrukcji oszacowan optymistycznych i prawdopodob-
nych przyjmiemy

19) B =gt @Bal )2 g0 4 @) 7). 0 a2,

k,n+1

W podobny sposéb na podstawie (17) przyjmiemy zaleznogé

(20) 7, = B+ ap s 4022,
gdzie |
a
v.=x +j=z+l (2 +7),
o A
21) SHDT
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il et (4),2
g ): (e
j=i+1

Mozemy }atwo sprawdznc, ze tqczny koszt otrzymania oszacowan\/~ bledéw Y; wynosi
okoto 312 mnozet i dzielen, 2n% dodawan, n pierwiastkow kwadratowvch
Dzialania te, przynajmniej czgsciowo, moga, by¢ wykonywane z mata doktadnoscia.
Na przyklad zamiast obhczaC\/'y_ mozemy za oszacowanie bledu y, przyjac liczbe
ok gdzie k = entier ((cecha 1) 12)

Poniewaz wzrost elementow |ak )IJCSt na ogol bardzo maly (por. [8],str. 139) moze-

my przechowywac kolejno wyznaczane oszacowania &, w Jjednej komorce, a przy wyzna- -

czaniu 7; postugiwac si¢ wielkoscia @, odtwarzana z 0t , Z relacji

=0, <if(i +q).

' Pozwala to ograniczy¢ obciazenie pamigci maszyny do przechowywania tylko n oszaco-
watt, B®) 1ub 7.
6.3. Nieco ryzykujac, mozemy uprosci¢ kontrole doktadnosci obliczeﬁ, pomijajac
ﬁ(k) w sumie ((a‘k) )2 + ﬁlgk)) (19), NG W sumie (x + )w (21) orazp t.w (20).

To znaczy, mozemy wyznacza¢ oszacowania ze Wzorow

(19) g+ ) 1 @ E)gt)y2 g8 4 o)l -,
(20') B! +aZx - Z AL AT
j=t J=itl

Koszt takiego uproszczonego systemu kontroli wyraza si¢ iloscia 9n? mnozen 1.5 n’
dodawan, n pierwiastkéw kwadratowych. i ‘

6.4. Mozemy osiagna¢ dalsze zmniejszenie kosztéw kontroli dokladnosci, rezygnujac
z indywidualnych oszacowan btedow d(k ) | orazy;.

Wspdlne oszacowanie wigkszej 1losc1 bh:dow moze by¢ znacznie wigksze od czesci
tych bledow. Aby to zrownowazyd, stosujemy wyla,czme regule konstrukcji oszacowan
optymistycznych (z pewnym ,,zawyzeniem” oszacowan bledéw poczatkowych iwytwo-

rzonych). Zamiast oszacowaniem /@, btedow dz(.]. ) posluzymy sie tu oszacowaniem 6k’

konstruowanym zgodnie z regula

(22) 6k = max(5bk ,3p Ia I)
Przyjmujac za @, wspdlne oszacowanie bledow d(zl1)1+1 (1<i<n), wyznaczamy dla
k=2,3,..., nwspolne oszacowania 9, biqdow d( )+1 (1<i<k)oraz d(k) v (& <i<n)

Z€ WZoru
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(23) b U (k—-1171+1/ (k—-l k)—ll)

Nastepnie, rownolegle z obliczaniem .;cz., wyznaczamy wspolne oszacowania ll/i ble-
déw Y; (1 <j<n)zewzoru

max(p,, 5, - Ix 1)/la\")], i=n,
(24) l//i= 0 i
max (Y . +l’ ‘ <r1}a2 5 |x].|/|ah. P sn:

Koszt realizacji tego systemu kontroli wynosi 2n mnozen, 2n dzielef, 4n poréwnan.
Obciazenie pamieci maszyn redukuje si¢ do kilku komérek.

7. Eksperymentalne badanie kontroli dokladnosci

7.1. Algorytm eliminacji z pelnym wyborem gtéwnego elementu wraz z proponowa-
nymi systemami kontroli doktadnosci zostal zapisany w postaci procedur algolowych
i przetestowany w systemie Gier Algol 4 [10].

Czeséé cksperymentéw powtdrzono z kontrola ,,czysto optymistyczna” oraz z kon-
trolg ,,czesciowo pesymistyczng’’.

Badano kontrolg przenoszonego i wytwarzanego btedu dla dwu rodzajow rownan
liniowych:

— uktaddw L o wspdtczynnikach i rozwiazaniach losowych catkowitych wybieranych

z pewnych losowych przedzialéw (réznych na ogot dla roznych kolumn macierzy);

— uktaddw S o losowych calkowitych prawych stronach za$ o macierzach

(27 - min(if)) ij=1,2, ..., n, gdzie r; catkowita liczba losowa z pewnego przedziatu.

Test przeprowadzono dla réznych ciagow liczb pseudolosowych o rozkladzie jedno-
stajnym lub normalnym, dla réznych stopni (1 <7 < 60). Badano oddzielnie kontrolg
btedu wytwarzanego, kontrolg przenoszonych losowych zaburzen macierzy wspolczynni-
kéw (zadawanych na réznych poziomach) oraz kontrol¢ podobnych zaburzen prawych
stron. Ogétem przebadano blisko tysiac indywidualnych przypadkow.

U w a g a. Omawiany tu material do$wiadczalny nie obejmuje przypadkéw w sposdb
oczywisty ,,niekorzystnych” dla danego systemu kontroli. Latwo np. przewidzieé, ze mo-
zemy otrzymad znacznie ,,zawyzZone’’ oszacowanie bledu wytworzonego, jesli biedy re-
prezentacji elementéw jednej choéby kolumny (lub wiersza) macierzy wspdtczynnikéw
sa znacznie mniejsze, niz wspolne oszacowanie takich bledéw dla catej macierzy. Mozna
wskazad i inne analogiczne przyktady.

7.2. W testowanych uktadach znane byly dokladne rozwiazania, moglismy wigc po-
réwnac bledy y . z otrzymanymi oszacowaniami £ . Za ,,wskaznik dobroci”’ oszacowania
przyjeto wielkos¢

w.=log,, (yi/Ei)‘

Oszacowanie jest tym lepsze, im wskaZnik ten jest blizszy zera.

Okazato sig, ze dla wigkszych n (n = 10) wartosci wy, wa, ..., w, maja rozklad
zblizony do rozktadu normalnego.

Stwierdzono, ze w wiekszosci przypadkéw wartosc srednia w = Zw ;/n lezy w prze-

dziale < —2,0 >, zaé odchylenie standardowe 0 = \/g (w, - @)? In jest bliskie jednosci
(czgsto mniejsze niz 1).
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Jedynie w przypadku uktadéw L przy dominujacym zaburzeniu prawych stron war-
_ tos¢ w silnie maleje przy wzroscie n. Na przyktad dla n = 50 wartos¢ w niekiedy spada do
—3, lub nawet nizej. Oszacowania sa wiec w tym przypadku ,,silnie zawyzone”. Wydaje
si¢, ze mamy tu do czynienia ze szczegdlna korelacja zaburzen prawych stron z macierza
ukladu, gdyz zastosowana w tych przypadkach kontrola ,,czysto optymistyczna” daje
wyniki wyraznie lepsze (0 = — 1, 0= 1.5).

Kontrola czysto optymistyczna daje jednak w wigkszoséci pozostaltych przypadkéw
oszacowania zbyt zanizone (dla duzych n), zas kontrola cz¢sciowo pesymistyczna daje
z reguly oszacowania zbyt wielkie (por. [7]). :

7.3. Badania eksperymentalne wykazuja wigc pewne zalety i wady badanego systemu
kontroli. Na ich podstawie dochodzimy do nastgpujacych wnioskow:
— znaczna cze$¢ oszacowan jest ,,zawyzona’’ (10 lub nawet 100 krotnie);
— zdarzajg si¢ (raczej przy duzych n) przypadki szczegdlnej ,,korelacji”’ bledéw, cha-
rak teryzujace si¢ silnym zawyzZeniem wszystkich oszacowan;
— mozna spokojnie postugiwad si¢ systemem uproszczonym oszacowari, tzn. wzora-
mi (18), (19'), (20'), (21) zamiast wzorami (18)—(21); :
— oszacowania w badanych przypadkach w matym stopniu zmienialy si¢ przy zmia-
nie parametru ¢ (= 0,1,2) we wzorze (18).
W procedurze Gauss Control przyjeto wigc ¢ = 1, oraz uproszczone oszacowania.

8. Procedura Gauss Control
real procedure Gauss Control (n,m,A,al,E,eps,exit);
value n,m,eps; ;
integer n,m; real al, eps; array A4,E; label exit;
comment Gauss Control rozwiqzuje uktady réwnan liniowych metodq eliminacji
z petnym wyborem elementu gldwnego, wyznaczajgc réwnoczesnie prawdo-
podobne oszacowania btedow otrzymanych rozwigzan. Gauss Control stano-
wi przerdbke procedury Det Gauss (p. [9]). Parametry:

n — wartos¢ catkowita, dlosc rdwnan (niewiadomych)w uktadzie.
m — wartos¢ catkowita, ilos¢ uktaddw.
A — tablica rzeczywista dwuwymiarowa o zakresie wskaztnikow

[1:n, 1:n+m] zawiera na wejsciu w A [1:n, 1:n] macierz
wspolczynnikdw (wspdlng dla wszystkich uktadow) zas

w A [1:n,n+1:n+m]| wyrazy wolne (prawe strony) uktadow.
Na wyjsciu w A [1:n,n+1:n+m] znajdujq sie rozwiqzania od-
powiednich uktaddw rownan.

al — zmienna rzeczywista. Na wejsciu zawiera wspdlne oszaco-
wanie bledow wspotczynnikow (jesli bledy te sq co najwy-
Zej bledami numerycznej reprezentacyi, to mozemy potoiyc
al = 0). Na wyjsciu al zawiera oszacowanie bledu wzgledne-
go obliczonego wyznacznika macierzy A.

E — tablica rzeczywista dwuwymiarowa o zakresie wskainikow
[1:n,n+1:n+m], zawiera na wejsciu nieujemne oszacowania
blteddow odpowiednich elementow prawych stron (dla ble-
ddéw reprezentacji numerycznej mozemy podac oszacowa-
nie E [i,j] = 0). Na wyjsciu E zawiera oszacowanie bleddw
odpowiednich rozwiqzan.

eps © — wartosc rzeczywista, oszacowanie bledu wzglednego repre-

 zentacji numerycznej w arytmetyce zmiennoprzecinkowe;j.
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exit — wyrazenie mianujgce, okreslajace etykiete, od ktdrej ma byc
kontynuowana realizacja programu w przypadku numerycz-
nej osobliwosci uktadu (wyjscie alarmowe).

Gauss Control — przy wyjsciu obliczona wartos¢ wyznacznika macierzy
uktadu;

begin
integer 7,j,%,10,70,7;
real u,w,s,z,t,d;
integer array perm [1:n];
array norm [1:n];
m =n+m;

d :=1;
eps :=eps 12;
al =a 1 2;
if al = 0 then
begin
forj := 1 step I until n do
begin s := 0;

fori := 1 step 1 until n do
s i=s+A[if] 12
if s = 0 then go to exit;
ifs > 1V s<.25 then
begin
s :=norm [j] =21 (—entier(In(s)/1.3863 + 1));
for: := 1 step I until n do
A [45] = A [if] s «
end else norm [j] =1

end j;
for i:=1 step 1 until n do
begins := 0;

forj := 1 step I until n do
s :=s+A[i] 12
if s = 0 then go to exit;
s := 21 (—entier(in(s)/1.3863 + 1)); d:= d/s;
ifs > 1V s<.25 then
forj := 1 step I until m do
begin 4 [i,j] := 4 [i.f] x 53
if j>nthenE [if] :=E [i,f] xs
end
end ¢
end al = 0 else
fori := 1 step I until n do norm [i] := I;
for k := 1 step I until n do
begins := 0; r :=if k = I thenm else n;
fori :=k step 1 until n do
forj :=k step I until » do
begint := 4 [i,j]11 2;
if j > n then
begin z :=E [ij] 1 2;



A. Kielbasinski

E [ij] :=if 2 <t xeps then t x eps else z
end clse
if ¢ > s then
begin s .:= £;i0 :=14;j0 :=jend
end;
t :=sxeps;al :=al x (k+ 1)/k;
ifal <t thenal :=t;
if s < al then go to exit;
if {0 > k then
begind :=-d;
forj :=k step I until m do
begin s := 4 [k,j];
A [kj] =4 [i0)]; 4 [0.] =
if j > n then
begins := E [k,];
E [k,j] :=E [i0,4]); E [i0f] =
end
end
end;
if jO > k then
begind :=-d;
for i :=Fk step 1 until n do
begins := 4 [i,k];
A [i,k] i= 4 [i,j0]; 4 [i,j0] :=
end -
end;
:=A [k,k];d :=d x s; perm [k] :=j0;w :—al/sT2
forz :=k + 1 step 1 until n do
begin t =4 [Lk]/s;z =t 1 2;
forj =k + 1 step 1 until m do
beginu := A4 [k,j]; 4 [i5] =4 [ig] — ¢ x u;
ifj>n thenE [ij] :=E[if]+zx Ef[kjl*tuxuxw
end §
end ¢
end k;
fork :=n+ 1 step 1 until m do -
begint :=0;u :=al;
fori := nstep—1 until 7 do
beginr := perm [i];s =z :=0;
forj :={+ 1 step 1 until n do
beginw :=4 [ij];z =2 —wx 4 [j,k];
s i=s+w 2 xE[jk]
end;
w =4 [ii];z = (z+A[Lk])w;t :=t+2x z;
=(E[ok]+uxt+s)wt 2;u :=ux(i— 1)/i;
if » > i then
begin E [i,k] :=E [r,k]; 4 [i,k] := 4 [r,k] end;
E[rk] :=s;A[rk] =z
end ¢
end &; :
fori := 1 step I until n do
begin u :=norm [i];d :=d/u;
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forj :=n + 1 step 1 until m do
begin 4 [i,7] := A [if] x u;
E [ij] :=sqrt (E [i7]) x

end

end 7;

Gauss Control := d;

al :=sqrt(al)fabs(A[n,n])

end GC;
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