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Algorytm sumowania z poprawkami

i niektdre jego zastosowania

1. Wstep. Z obliczaniem sum o wielu sktadnikach spotykamy si¢ w licznych zadaniach
rachunku numerycznego, np. przy kwadraturach, sumowaniu szeregow, w zadaniach alge-
bry liniowej. Jesli wykonujemy sumowanie skladnikow vl', Ugy Vgs v v s Uy W standardowej

arytmetyce zmiennopozycyjnej (fl), stosujac najprostszy- algorytm:

(1)

gdzie p jest wielkoscia charakterystyczna dla danej arytmetyki numerycznej, rowna nie-
wielkiej krotnosci 27! (¢ — ilo$¢ cyfr mantysy binarnej). Ograniczajac n warunkiem

(2) n-p<0.1,

Wilkinson otrzymuje (por. [8], str. 31) dla Az‘ oszacowania

IAI.I < (n—i+l)-py,
(3)

Obliczona suma S, jest wiec dokladna suma sktadnikow v, (1 - Al.). Oszacowania
(3) moga budzi¢ niepokdj, gdy n jest duze. Wiemy bowiem, ze blad reprezentacji sktadni-
" kav; w danej arytmetyce nie przekracza wielkosci |vl.| - p, natomiast pozorne zaburzenie
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v, - A | moze byc (n—i+1) razy wigksze. Ponadto, przy ogramczonych sktadnikach v,,
oszacowame bledu wy tworzonego sumowaniem moze rosnac jak n2, podczas gdy sama
suma rosnie co najwyzej tak, jak n. Mozna istotnie fatwo konstruowa¢ przvkltady, w kto-
rych pozorne zaburzenia prawie osiagaja wskazane w (3) oszacowanie i wywieraja wy-
razny negatywny wplyw na dokladnos$¢ obliczen. Nie sa to oczywiscie przypadki niesta-
bilnosci numerycznej algorytmu (por. [8]), lecz wynik kumulacji duzej ilosci btedéw.
Warto zastanowic sig, czy mozliwe jest usuniecie tej wady prostego algorytmu sumowa-
nia.
Jedna z drdg, zapewne najlepsza, jest wykorzystanie mozliwosci, jaka w niektérych
e.m.c. daje arytmometr z rejestrem sumacyjnym podwyzszonej precyzji (por. np. [2]).
Niestety nie wszystkie e.m.c. posiadaja takie urzadzenia i nie wszystkie jezyki programo-
wania pozwalaja na latwe wykorzystanie tej mozliwosci — gdy istnieje. Dlatego znajduje-
my w literaturze szereg propozycji poprawienia algorytmu sumowania (por. [3], [4], [9])
w oparciu o standardowg arytmetyke zmiennopozycyjna.

Ponizsza praca zawiera analiz¢ algorytmu proponowanego w pracy Mgllera [4] dla rea-
lizacji w arytmetyce maszyny GIER. Nastgpnie opisujemy szereg zastosowan.

2. Algorytm Megllera. O. M¢ller przeanalizowal w [4] kilka wersji algory tmu sumowa-
nia z poprawkami z punk tu widzenia realizacji w arytmetyce zmiennopozycyjnej maszy-
ny cyfrowej GIER. Poszukiwat przy tym algorytmu, ktéry bylby réwnowazny kumulacji
sumy na rejestrze sumacyjnym podwdjnej precyzji. Okazalo sie, ze algorytm spelniajacy
to zadanie jest d6s¢ skomplikowany, natomiast uproszczone wersje tego algorytmu sg
réwnowazne sumowaniu na rejestrze podwdjnej precyzji wiekszosci sktadnik 6w sumy,

a stosunkowo nielicznych, — na rejestrze pojedynczej precyzji.

Dla usunigcia negatywnych skutkéw kumulacji bledéw wystarczy jednak, by obliczo-
na suma byta doktadna suma sktadnikéw v; - (I_Bi)’ z pozornymi zaburzeniami B, nie
przewyzszajacymi pewnej krotnosci p (niezaleznej od n).

Okazuje sig, Ze najprostszy z algorytméw Mellera posiada t¢ whasciwosé, jesli realizu-
jemy go w zmiennopozycyjnej arytmetyce z poprawnymi zaokragleniami wynikéw dzia-
tan. Zapisujemy go w pseudo-algolu (, v, s, z, p — oznaczaja tu zmienne rzeczywiste,

{, n — zmienne catkowite):

u =p = 0; =
fori := 1 step 1 until n do
begin
= <i-ty skladnik sumy >;
(4) .S = uty;

P = u—stotp;

u=s
end;
z = s5tp;

Wartosci s obliczane w petli s3 oczywiscie identyczne z wartogciami S; W (1).

Wartos¢ p, obliczona réwnolegle z suma s, stanowi poprawke sumowama Analiz¢
algorytmu (4) przeprowadzimy osobno dla arytmetyki zmiennopozycyjnej z poprawnym
zaokraglaniem sumy i réznicy (fl) oraz dla arytmetyki zmiennopozycyjnej e.m.c. GIER
- (GIERfl).

3. Analiza algorytmu Mellera w fl. Stosujac reguly opisane w [8] (sfr. 16 i nastepne),
otrzymamy dla wielkosci zdefiniowanych algorytmem (4) nastepujace zaleznosci:
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s=u+v)(l —a)=u+v—e,

e=s-al(l —a), la] < p,

(5) < p nowe > = (((u—s) (1-b) +v)- (1—c) +p) (1=d) =
=(e-(1=b): (1—¢) +v- b (1—¢) + p) - (1-d),
b1, Icl, ldI < p |

Wprowadzajac wskaznik przy zmiennych i uwzgledniajac tozsamogé u,=s;
my wazniejsze zaleznosci (4)i (5 ) zapisa¢ w postaci:

& sl el I ali=s e,

e; =s;-a;/(1—a),
(6)

p;=(e;- (1-b;) - (1—c,) + v;2 b (1=¢;) +p,) - (1)
lagl, 16,1, le,l, ld; <p.

Stad natychmiast wynikaja zaleznosci:

~,

=1 j=1
(7)
p,=) (e;- (1-E) V),
=1
gdzie '
1- A= [](-a,),
K
1-E, =(1-b))- W,
8) ,
V. =b.- W.,
W; =(1—c,) ﬂ(l—d
=i

Korzystajac z zalozenia (2) zapiszemy wiec dla (I—Az.].), E; oraz V; oszacowania:

(1 —Aijlél + (i—j+1)-p; < 1.1

1 moze-
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©) B, < (n—i+3)-py,
V| <p-(1+(n—i+2)-p,).
Wstawiajac zaleznosdci (7 ) do ostatniej instrukgji algorytmu (4), otrzymamy:
n

(10)  z=(s, +p, ) (1=h)= ) (v, (1+V;) —¢;- E;)- (1-h) (kI <p).

=1

~ Sume skladnik 6w e;* E, przeksztalcimy osobno, korzystajac z (6 )i (7 i

n n n 7
Zein=Zsi'az E [(1-a;)= 2 (1 Ai—l,j)'az E, =
=1 =1 =17=1
n n
S 2 ) B )
=1 5

Zamieniajac w ostatniej sumie wskaznik 7 naj i vice versa, wstawiamy ja do (10), otrzy-
mujac:

(11) _ =(Z v, (1—Bl.)> : (1=h),

=1
gdzie
n
Bz=—-Vz.+Za].E] (1-4,_ )
J=t
Awiec’
(12) BI<p-(1+(n-i+2)-p,)+

+p:py ) (1=+2) - (14(=i) - 1)< - (14} - 0.6 (1=i45)%).
=7

Zauwazmy, ze zatozenie (2 ) nie wystarcza, aby wielk osci B; mialy oszacowanie nie-
zalezne od n. Nalezaloby przyja¢ silniejszy warunek, np. postaci:

(13) | p - (n+4)2 <0.1,



Algorytm sumowania 27

a nierownos¢ (12) moze by¢ wéwczas zastapiona nieréwnoscia
(14) | B, <p,.

Warto zauwazy¢, ze warunek (13) nie stanowi istotnego ograniczenia dla praktyki
obliczeniowej w zakresie zadan algebry liniowej. Znacznie silniejsze ograniczenie dla n
wynika z ograniczen pamieci maszyny i czasu pracy.

Ponadto nie nalezy zapominac, Ze otrzymane oszacowania sa i tak znacznie wicksze
od prawdopodobnej wielkosci btedu.

Kolejne poprawki fl(u—s+v), dodawane do p w algorytmie (4), sa najczesciej liczba-
mi o ,,krotkich” reprezentacjach numerycznych, tzn. o rozwinieciach zawierajacych nie-
zerowe cyfry na odcinku o dtugosci [< cecha u > — < cecha v >| + 1. Jeéli rozwiniecie to
odpowiada pozycjom reprezentacji p, to sumowanie poprawek odbywa si¢ bez btedu
(d=0).

Ponadto, w przypadku arytmetyki z poprawnym symetrycznym zaokraglaniem,
szczegotowa analiza wszystkich mozliwych wariantéw wzajemnego potozenia rozwinieé
pozycyjnych u, v i s pozwala stwierdzi¢, Ze zawsze zachodzi ¢=0, ze b moze by¢ rézne od
~ zera tylko wtedy, gdy |v| > |ul, ale wéwczas d jest réwne zeru, i szereg innych, mniej
istotnych zaleznosci. Nie przytaczamy szczegoldéw tych rozwazan, gdyz opis ich jest klo-
potliwy, a wykorzystanie tych wlasno$ci w analizie poprawitoby oszacowanie w spos6b
malo istotny.

Rozwazania te pozwalaja jednak sadzic, ze nawet w przypadkach nie spelnienia wa-
runku (13) poprawki Mellera moga skutecznie przeciwdziata¢ kumulacji btedu w proce-
sie sumowania.

4. Analiza algorytmu Mellera w GIER — fl

1. Dla zanalizowania algorytmu Mgllera w przypadku arytmetyki zmiennopozycyjnej
GIER okazato si¢ (podobnie jak w [4]) niezbedne szczegdtowe rozwazenie réznych moz-
liwych przypadkéw wzajemnego poloZenia rozwini¢c pozycyjnych wielkosciv, s, uip
w algorytmie (4). Nie bedziemy tu podawali wszystkich szczegotdw tych rozwazan. Zacz-
nijmy od sformutowania najwazniejszych wnioskdw.

— Poprawka Mollera nigdy nie pogarsza oszacowania wytworzonego bledu.

— Poprawka ta w bardzo wielu przypadkach redukuje btad wytworzony w sumowa-

niu do poziomu bledu zaokragleni skfadnika v (tak jak w arytmetyce fl).

— Wyjatek stanowi sytuacja, gdy cecha sumy s jest wieksza niz cecha u, za$ cecha u
znacznie wigksza niz cecha v, a ponadto, gdy ostatni bit mantysy u i odpowiedni
bit mantysy v s3 rowne 1. Wtedy poprawka Méllera nie usuwa btedu na poziomie
zaokraglenia u. :

— Nawet takie bledy na poziomie zaokraglenia u (znacznie wigksze, niz poziom za-
oquglema v), mozna niekiedy ,,roztadowaé” na wieksza 1losc »smalych’ wielkosci

v, jesli % Iv | jest rzedu wielkosci |ul.

A w1¢c mozemy zaobserwowad powazna kumulacj¢ bledu w poprawionym przyblize-
niu 2 tylko wtedy, gdy do duzego sktadnika dodajemy wielkg ilos¢ bardzo matych sktad-
nikéw o réznych znakach, powodujac cze¢ste wzrosty i opadanie cech sum czgéciowych.
Wydaje sig, Ze maksymalna kumulacja moze wystapi¢ z mnoznikiem n/3 (w prostym
algory tmie sumowania mnoznik ten wynosi n).

Pomijajac takie zupelnie specjalnie ,,ztodliwe’’ przypadki, mozemy na ogo} liczy¢ na
to, Ze poprawione przybliZenie z jest dokladna suma skladnik 6w v (1— Bz) z pozornymi
zaburzeniami B, spelniaj acymi nieréwnosci
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B, <3.27%,

(Latwo mozemy sprawdzi¢, Ze bedzie tak zawsze, gdy n < 10000, za$ wszystkie skladniki
maja ten sam znak). Mozna przypuszczaé, ze rowniez dla innych (niz GIER{l) arytmetyk
zmiennopozycyjnych (bez poprawnego zaokraglania sumy) algorytm Mgllera zapewnia
poprawe oszacowania bledu sumowania i prawie zawsze skutecznie przeciwdziata kumu-

lacji blgdu.

2. Aby utatwi¢ odtworzenie sformulowanych powyzej spostrzezen podajemy zesta-
wienie grubych oszacowan bledéw, wytworzonych w algorytmxe Mollera w GIERAl.
Wprowadzimy wielkosci e, , m zaleznosciami:

s = GIERfl(ut+v)=u+v —e,

m = GIERflu—stv)=u—s+v—-r=e—r.

Widzimy, ze dodanie pojedynczej poprawki m do s spowodowatoby zastapienie ble-
du e bledem r. Niech (s), (), (v) oznaczaja cechy binarne s, « i v, za$

qu = o(u )_29, qu = 2(v)-—29’ M = max ((u),(v)).

Ponizsza tablica zawiera oszacowania bledéw e, r oraz poprawki [m| w czterech naj-
wazniejszych przypadkach.

Okreslenie przypadku | 0<e <|0<r<| |m|< | [t|<

) > M ) >(v) 2qu qutqu| 2qu | qutqu
W) <(v) 2quv 2qu qu 2qu

) <M (w)=(v) qu 0 qu 0
w)<(v) qu qu 0 qu

Uzyskanie doktadniejszych i lepszych oszacowan jest mozliwe jedynie na drodze bar-
dziej szczeg6towej analizy, ktdra tu pomijamy.

3. O. Mgller proponuje w [4] dla poprawienia sumowania w arytmetyce GIERf] algo-
rytm nieco bardziej ztozony niz (4):

u=p =
for{ := 1 step 1 until n do
begin
= < -ty skladnik sumy >;
(15) s = utv;

p :=if lu| 2 |v| then v—(s—u)+p
else u—(s—v)+p;
u:=s
end;
Z = .sf+p;

Uzycie tak obliczonej poprawki pozwoliloby zastapi¢ btad e bltedem ¢, dla ktdrego
oszacowania podajemy w ostatniej kolumnie tabelki.
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Jak widad, oszacowania dla ¢ sa lepsze niz dla », ale nadal nie mamy pelnej gwarancji
usuni¢cia kumulacji bledéw w sumowaniu. Gwarancje taka uzyskalibysmy, stosujac trzeci
algorytm Maollera, opisany w [4], znacznie bardziej ztozony niz (15).

5, Zastosowanie algorytmu Mollera w kwadraturach. Rozwazmy nast¢pujace zadanie:
Obliczamy przyblizona wartos¢ catki

1
I={ dt/(1+¢%)= n/4
0
metoda prostokatéw z podzialem przedzialu calkowania na n réwnych czesci:
n n
P =3 (1n)/(1+i/n)2) =D n/(? +i?).
=1 =1

Stosujac twierdzenie o przyrostach skoriczonych wyrazamy w dogodny sposéb blad
metody

gdzie

t,= i/n, t.

Stad otrzymujemy juz tatwo oszacowanie:
0<1I - rP < 0.33/n.

Mozemy tez wskaza¢ wyrazenie asymptotyczne dla bledu, gdyz (I——Pn ):n jest suma Rie-
mannowska catki

1
[ wi(1+w?)? dw = 1/4.
0

Zatem - -

dn=I—Pn~1/(4n) (n = o).

Wielkos¢ d, mozemy efektywnie obliczac. Ponizsza tablica zawiera wielkoscid,

obliczone w arytmetyce GIERf]l ze zwyklym (dn1) oraz poprawianym (dn4) sumowa-
niem, wyrazone w jednostkach ostatniej pozycji binarnej liczby GIER fl(m/4), (tzn.po-
mnozone przez 229),
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n/1000 dnl dn4 22%/(4n) | dnl—dn4
I 134567 134240 | 135623 327

2 67762 67115 67811 647

4 34832 33556 33905 1276

8 19332 16777 16952 2555

16 13523 8389 8476 5134

32 14460 4194 4238 10266

64 22649 2097 2119 20552
128 42154 1050 1059 41104

Widzimy, Zze w badanym zakresie n, tylko bledy przyblizen obliczanych z poprawia-
nym sumowaniem zachowuja si¢ w sposéb zgodny z wyrazeniem asymptotycznym dla
bledu metody. Btedy dnl zachowuja si¢ w taki sposdb tylko dla n < 4000, zas dla
n > 8000 coraz wyrazniej odbiegaja od wartosci wyrazenia asymptotycznego.

Dlan > 16000 dnl rosnie wraz z n zamiast malec.

Minimalna wartos¢ btedu dnl, réwna okoto 13130 jednostek, jest osiaggana przy
n = 20800. Warto blizej wyjasni¢ ten nieco zaskakujacy wynik eksperymentu.

W obu algorytmach sktadniki n/(n? + i?) sumy P byly obliczane z bt¢dem nie prze-
kraczajacym jednego zaokraglenia (dzigki zastosowaniu ary tmetyki liczb catkowitych).
W rezultacie sumowane byly liczby zmiennopozycyjne v, = n/(n?+?) - (l—ez.), gdzie

0<%<2‘%.

Wplyw tych bledéw na obliczone przybliZenie catki nie przekracza poziomu jednego za-

okraglenia wyniku:

sz./(l—el.) ——Zvi EZvi- e, = (Zvl.) -
0<e=(Qve)(Qv,)<27 %

Poza tym bledem musimy jeszcze uwzglednic blad reprezentacji liczby 7 /4 w arytme-
tyce GIERfl oraz blad wytworzony przy odejmowaniu (I — P, ). Poniewaz bl¢dy te na
ogo6t réznia si¢ znakiem, wiec taczny udziat tych trzech ,,drobnych” blgdéw w dn nie mo-
ze przekracza¢ dwdch jednostek 2~ 29, A wiec wartodci dnl oraz dn4 podane w tablicy
przedstawiaja z ta wtasnie doktadnoscia sume¢ bledu metody, (/ — Pn)’ oraz bledu wytwo-
rzonego sumowaniem.

Jak wynika z rozwazan poprzedniego rozdziatu, pozorne zaburzenia B, réwnowazne
bledowi wytworzonemu w algory tmie Mgllera nie przekraczaja poziomu trzech zaokrag-
len, a wiec caly btad wytworzo‘ny w algorytmie Mollera nie przekracza czterech jednostek
przyjetej skali. Ostatecznie wigc kolumna dn4 zawiera wartosci bledu metody z doktadno-
écia do szesciu jednostek. Natomiast kolumna réznic dnl—dn4 zawiera z dokladnoscia do
pigciu jednostek wartosci bledu wytworzonego w zwyklym sumowaniu. Spostrzegamy
latwo, ze btad ten pozostaje z grubsza w liniowej zaleznosci od n:

< btad wytworzony w algorytmie (1) > = 0.32-n-2729

Zblizony wynik mozemy uzyskaé na drodze teoretycznej. Realizacja algorytmu (1)
w arytmetyce GIER fl w tym konkretnym przypadku da si¢ zapisa¢ nast¢pujaco:
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S.=s. +y.—pg.-
z e §; =

0< g; <
Wielkosci g; sa wzglednymi btedami zaoquglenié ($cislej mdowiac: obcigcia) doktadnej
sumy s, _; +v; po 29-¢j pozycji binarnej. Jak fatwo mozna sprawdzic¢, srednia wartos¢
wzglgdnych blgdow zaokraglen dodatnich liczb zmlennopozycyjnych 2°.m w GIERfl wy-
nosi:

2 1 A
b g o
1—/ f 20 db-dm=1n2. 2P =07.272
N c
b=0 m=0.5 2" m |
(2° - b oznacza tu blad bezwgledny, ¢ — ceche, m — mantyse liczby zmiennopozycyjnej,
29

"
6
b=0

|
Woab dm )
m=0.5

A wigc otrzymujemy dla bledu wytworzonego w algorytmie (1) nastgpujace wyraze-
nia przyblizone:

n

n n

= ~07.0—29 ~ . 0—29
Zvi—sn—Zgz.‘sz.—OJ 2 Zﬁ--”l n-2729
=1 =1 :

=1

gdyzi

.Zsig. . n)(n2+2)=n fdzfdt/1+t )=n - 0.44.

Powyisze spostrzezenia warto poréwnaé z wynikami analogicznego eksperymentu
zszybciej zbieznym procesem kwadratur, np. z metoda, trapezow.
Tablica zawiera odpowiednie wartosci.

n/1000 dnl dnd4  (2%°/(241?)| dnl-dn4
0.25 434 359 358 75
0.5 251 91 © 89.5 160
17 350 23 22.4 327
2 654 7 5.6 647
4 1278 2 1.4 1276
8 2555 0 0.3 2555

16 5185 1 0.1 5134

A wigc i tutaj mozemy zaobserwowa¢ te same zjawiska, co w przypadku metody pro-
stokatow. ;
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Ze wzgledu na szybsza sbieznos¢ metody minimalny blad dnl, rzedu tylko 240 jed-
nostek, jest osiagany juz przy n = 520. Widzimy tu ponadto cos nowego. Roéwniez blad
dn4 osiaga swa minimalna wartos¢ (réwna w tym przypadku 0) dlan = 8000, a dla
n = 16000 jest juz wigkszy.

7 takich obserwacji oraz z rozwazan teoretycznych wynikaja oczywiste wnioski.

1° Kumulacja blgdéw w arytmetyce GIERfl moze w powaznym stopniu znieksztal-

ci¢ przebieg obliczen. Szczegdlnie silnie moze by¢ to odczuwane W przypadku pro-
ceséw wolno zbieznych. Niezbedne jest stosowanie srodkow zaradczych, np. po-
prawianego sumowania.

2° Dla metod nieskoriczonych realizowanych w arytmetyce numerycznej, istnieje

graniczna (maksymalna) osiagalna doktadnos¢. Jest ona osiagana, gdy btad meto-
dy jest tego rze¢du wielkosci, co blad wytworzony. Sytuacje taka mozemy nazwac
,,punktem kry tycznym’’ danej metody nieskoriczonej. Dalsze zmniejszanie bledu
metody jest niecelowe. W najlepszym przypadku catkowity btad pozostanie na
tym samym poziomie (jesli btad wytworzony nie ro$nie), a moze wzrastaé (jak
w przypadku dnl).

3° Latwo zauwazy¢, Ze pOWyZsze wnioski dotycza nie tylko kwadratur, lecz réwniez

wszelkich procesow dyskretyzacyjnych.

Na zakoficzenie tych rozwazan sprébujemy odpowiedzie¢ na pytanie, jak mozna osza-
cowad zachowanie si¢ btedu, wy tworzonego w algorytmie (1) w rozwazanych oblicze-
niach, w przypadku realizacji w standardowej arytmetyce fl z poprawnym, symetrycznym
zaokraglaniem sumowania?

Odpowiada to sytuacji, gdy

gk <g; <o

z tym, ze $rednia warto$¢ dla lg;| jest 0.35 - 29—t Zgodnie ze znanymi regulami statystycz-
nej teorii btedéw mozemy wiec zapisac oszacowanie:

2

n n 1/
IZvi—snIEO.35-2_t<Z sf> =0.17 - 2" ' /n.
=1 =1

Latwo mozemy si¢ zorientowac, ze w tym przypadku blad wytworzony w algorytmie
(1) tylko w niewielkim stopniu odbije si¢ na przebiegu obliczen.

Kumulacja btedéw w szybko zbieznych procesach kwadratur, realizowanych w aryt-
metyce fl z symetrycznym zaokraglaniem, nie wydaje sie wiec przedstawiac powaznego
problemu obliczeniowego. :

6. Zastosowanie algorytmu Mollera w metodach algebry liniowej. Arytmetyka fl. Sto-
sowanie poprawianego sumowania w obliczeniach moze by¢ celowe tylko wtedy, gdy
istotna czes¢ procesu polega na obliczaniu sum lub iloczynow skalarnych wielu sktadni-
kSw. Wiele metod stosowanych w zadaniach algebry liniowej ma t¢ wlasnosé¢. Na przy-
klad, podstawowe etapy metody eliminacji, a wigc rozklad macierzy na iloczyn macierzy
trojkatnych oraz rozwiazywanie uktadéw o macierzach tréjkatnych, moga by¢ sprowadzo-
ne do wielokrotnych, odpowiednio powiazanych operacji obliczania iloczynu skalarnego
(por. [8], str. 137, 143). .

Nie wszystkie jednak algorytmy eliminacyjne wykorzystuja t¢ wlasno$¢ metody.
Dzieje si¢ tak gtéwnie dlatego, e strategia wyboru elementu gléwnego (szczegolnie pel-
nego wyboru) polega na sterowaniu przebiegiem obliczen (m.in. kolejnoscia eliminacji)
na podstawie wartoéci sum czesciowych obliczanych iloczyndéw skalarnych.



Algorytm sumowania 33

Rdwniez inne przyczyny, np. wygoda zaprogramowania niektdrych etapdw rachunku,
sklaniaja nas niekiedy do rezygnacji z obliczania w »SPosOb jawny”’ niektdrych iloczynéw
skalarnych. Decyzja ta nie ma istotnego znaczenia, jedli prowadzimy obliczenia w standar-
dowej arytmetyce zmiennopozycyjnej (fl) w polaczeniu z prostym algorytmem sumowa-
nia (1) dla obliczania ewentualnych sum lub iloczynéw skalarnych. Sytuacja zmienia sie,
gdy moZemy stosowa¢ algorytm Mgllera, lub arytmetyke fl; (por. [8], str. 24).

Aby taka mozliwo$¢ wykorzystaé, musimy »ujawnic¢” iloczyny skalarne, »ukryte”

w procesie obliczeniowym. Nie zawsze mozna to zrobic w spos6b jednoznaczny i nie za-
wsze korzysci plynace z dokladniejszego obliczania iloczyndw skalarnych uzasadniaja,
koszty stosowania tej podwyzszonej dokladnosci. Niemniej Wilkinson opisuje szereg pro-
ceséw, w ktdrych umiejetne stosowanie arytmetyki fl; daje zaskakujaco dobre rezultaty,
(por. [8], str. 172, 214).

Dla uproszczenia sformutowan oznaczmy przez f realizacj¢ obliczen w standardo-
wej arytmetyce zmiennopozycyjnej, ze stosowaniem algorytmu (4) przy sumowaniu ilo-
czynéw skalarnych (sum), uj.alwnionych w algorytmie.

Przyjmijmy zatem zatozenie (13), a stad na mocy (11) i (14) zachodzi zaleznoé¢:

E(Zak bk)=(Z a, b, (l—ek))-(l—d),
k=1 k=1

(16)
ld| <p, le, 1 <2p,.

W kilku nastepnych rozdziatach przeprowadzimy analize niektérych typowych algo-

~

rytmdw algebry liniowej w celu poréwnania arytmetyk fl, fl, fl, .

7. Analiza algorytmu pierwiastk éw kwadratowych (Banachiewicza) w arytmetyce fl

1. Przeanalizujemy najpierw rozklad symetrycznej dodatnio okre$lonej macierzy
A= (az.].) (4 =1,2,..., n), na iloczyn macierzy S7 . S, gdzie § = (sz.j) (47 = 1,2,..., n) jest
macierza, trdjkatna gérna, tzn. o 0, gdy i > (por. [8], str. 166).

Proces obliczeniowy zapiszmy w pseudo-algolu:

fori := 1 step 7 until n do

begin g it
(17) s[4 = sqrt(a[z',z']——ﬂ(z s[&,i]12));
k=1
forj :=i+1 step I until n do
i—1
sli] = fllalif] = D slhi] * s[hil)fslii]
k=1

end

U w a g a. Przy obliczaniu s,; ie proponujemy tu stosowania algory tmu (4) dla obli-
czania calej sumy pod pierwiastkiem, gdyz dzieki temu w oparciu o (16) uzyskujemy nie-
co lepsze oszacowanie bledu. Bardziej wnikliwa analiza algorytmu (4) pozwolitaby jednak
na uzyskanie réwnie dobrego oszacowania, gdybysmy wlaczyli sktadnik a;; do poprawia-
nego sumowania (jak robimy to przy obliczaniu sz..).

Stosujac (16) oraz zakladajac, ze pierwiastek ﬁwadratowy jest obliczony z doktadno-
Scig jednego zaokraglenia (por. [7], rozdz. 3) otrzymamy po prostych przeksztalceniach
zaleznosci: ' ‘
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o= D5k (e = (D sENO—S),
k=1 k=1 :

ek <3+ p®+0%8),  If1<3py,

i
ag (1~f3) = 2 Ski* Ski (l—e,(-f)) (<4
k=1

Mozemy wiec powiedzieé, ze w przypadku, gdy algorytm (17 ) nie zostanie przerwa-
ny w wyniku pojawienia si¢ pod pierwiastkiem liczby < 0, otrzymana macierz § = (s'.j)

jest czynnikiem rozkladu sT.5s macierzy symetrycznej, dodatnio okre§lonej 4 — D =
= (a,. — d,.), gdzie
Yy Yy
a5+ I =ik
d..= :

) :
; ?
oA (k) e
a; fz‘j Zskiskjeij <)
k=1
Zatem (stosujac w jednym miejscu nierownos¢ Cauchy ) otrzymujemy oszacowania:

ld;l<3p,"a;
i
1 <py - (lagl+2 ) sy s <py - (lagl+2Vagay).
, k=1

Stad fatwo juz otrzymamy nieréwnosci:

bl <py (1141 I, + 2 spur(4))<py (' +2n) lal,,

(18) 12
IDll, <p; (1+22°7) lall.

Mozemy wigc, podobnie jak w [6], wyf)owiedzieé wniosek:
Jesli zachodzi nieréwnos¢

lall, - 14740, <p7'/@'2 + 2n),

to algorytm (17) jest wykonalny.
Zapisujac ogdlnie i
<p- :
IID,IL’ <p Kp 4 Ilp,
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mozemy scharakteryzowac zaleznos¢ K, od n dla normy spektralnej (Il - Il,), normy Fro-
beniusa (Il g ) oraz arytmetyki fl, fl, fl, tablica, (por. [6]):

ﬂ ﬂ : ﬂ2
(19) K, n? n n1/2
KE n3/2 nl/2 nl/4

2. Algorytm Banachiewicza sprowadza rozwiazanie uktadu réwnar liniowych
-
Ax=1b

o symetrycznej, dodatnio okreélonej macierzy, do rozwiazania dwu uktadéw o macierzach
tréjkatnych:

Stosujac arytmetyke fl, otrzymamy wektory ¥ oraz %, ktére spelniaja doktadnie
uktady

s-F5=5,
(S - G) =%,
Przy czym
F= (fy), = (g;)

If;:ll; lgz]l <pl * 2 ® Isl:fl e

Zatem X spelnia uklad réwnan:
(A4-2)%=0,
gdzie
Z-p+iTs+sTe_ g
| stad’

1zl <py (1+6n'2) 4l

1ZI, <p, (n'? + 6n) lall,.
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Poréwnanie tego wyniku z analogicznym wynikiem analizy dla arytmetyk fl oraz fl, pro-
wadzi do wnioskdw przedstawionych juz tablica (19).

8. Uwagi o zastosowaniu flw algorytmach eliminacyjnych

1. Zastosowanie arytmetyki fl choéby tylko do rozwiazywania ukltadéw o macie-
rzach tréjkatnych, powstajacych z rozktadu macierzy, pozwala na poprawienie oszaco-
wan pozornych zaburzen, réwnowaznych wytworzonemu bigedowi. Na przyklad, w osza-
cowaniu (25.14) w [8], str. 153, moZemy n3 zastapié przez on?.

Mozemy réwniez wykorzystac fl (podobnie jak fl;) (por. [5], str. 36, 37) w procesie
rozkladu tréjkatnego macierzy metoda eliminacji z cz¢sciowym wyborem elementu gtéw-
nego. Nie poprawi to jednak oszacowania (25.8) w [8], str. 153.

Reasumujac, w algorytmach tego typu (z rozwxqzywamcm uktaddw tréjkatnych)
oszacowania btedu dla ary tmetyki fl sa n-krotnie lepsze, niz dla arytmetyki fl, i na ogét

n-krotnie gorsze, niz dla arytmetyki fl,.
Przykrym rozczarowaniem jest latwy do sprawdzenia fakt, Ze nie mozna zastapic

arytmetyki fl, arytmetyka fl przy obliczaniu wektora residualnego 7 = b— A% w procesie
iteracyjnego poprawiania rozwiazania ([8], str. 172).

2. Latwo sprawdzimy, Ze realizujac w arytmetyce fl metode Hymana ([8], str. 209)
otrzymujemy wyznacznik

det[(H — E)— 1]~ (1—9),
gdzie

i g ez']' ), |el'j| < 4p; l‘Pl <Sbhn- pl ’

(||E||1,°°,E <4p, Im||1,,,°,E)'

Oszacowanie to jest w istocie zblizone do oszacowania (56.5) [8], str. 212, wypro-
wadzonego dla ary tmetyki fl,.

9. Transformacja Householdera w arytmetyce fl. Zastosowanie zaleznosci (16) w ana-
lizie transformacji Householdera, opisanej w [7],str. 193 160 prowadzi do nastepujacego

wniosku:
Jesli P oznacza stabilna transformacje Householdera, zdefiniowana_ warunkiem
P}——' -él (i "52"2 ),
gdzie X dany niezerowy wektor rzeczywistej przestrzeni n- -wymiarowej R" (n ograniczo-
ne warunkiem (13)), dla dowolnej macierzy prostokqtnej A (n x m), numerycznie wyzna-

czone w arytmetyce fl, fl lub fl, przyblizenie B macierzy B = P+ A spelnia nieréwnos¢

(20) BBl <p-K- 1B,

gdzie K jest okreslone w tablicy

(21) _
K [3.3n+20| 20.5 10
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Uwaga 1.0Oszacowania podane w (21) pomijaja sktadniki rzedu n-2 7~ 2¢, do czego
upowaznia nas zalozenie (13).

Uwaga 2. Oszacowanie K = 10 dla fl, jest nieco lepsze, niz podane w [7],str. 160
(K = 12.36). Wigze si¢ to z lepszym oszacowaniem normy IP—Pll, w (40.3) str. 156 [7]

Uwaga 3. Ten sam charakter oszacowan, co w tablicy (21) otrzymujemy dla bledu
symetrycznego podobienistwa Ortegi-Householdera, PAPT, gdy 4 = AT (por. [7], str.
292). Wielkosci K sa w tym przypadku okoto 2.5 razy wicksze niz w (21).

Uzyskane oszacowania przemawiaja silniej na korzys¢ arytmetyki fl, niz w przypad-
kach poprzednio omawianych metod algebry liniowej. Dla transformacji Householdera
arytmetyka fi wydaje si¢ by¢ prawie réwnie dobra, jak arytmetyka fl,.

Powstaje naturalnie pytanie, w jakim stopniu oszacowania wyrazone w (20)i(21)
sa realistyczne? Sprébujemy odpowiedzie¢ na nie w nastepnym rozdziale.

10. Eksperymentalne badanie bledu transformacji Householdera

1. Eksperymentalne badanie oszacowania (20) i (21) w przypadku arytmetyki fl
ifl; okazato si¢ mozliwe poprzez bezposrednie modelowanie pewnej niezaleznej czeéci
btedu oraz modelowanie dokladniejszego oszacowania catego bledu. '

W przypadku, gdy macierze A, B, B s3 jednokolumnowe, a wigc moga by¢ zapisane
jako wektory g, b, b, stwierdzamy, ze btad mozemy rozbi¢ na dwa sktadniki

(22) e

przy czym normy spektralne macierzy kwadratowych E i F mozna wyrazi¢ lub oszaco-
wac w sposob nastepujacy:

EN, =p- e = |g| +/g* +d? (22 — 22),
df

(23) Do i ey
. df

1<z2<€2.

Parametr z jest staty dla danej transformagcji P (wektora X):

zZ= (|x1|/"§¢'||2 + 1)€< 1,2>

Wielkosci g, d i ¢ wyrazaja si¢ odmiennie dla arytmetyki fl, i fl:

riz+ry/2+r3+r, dla fl,,

&= -

(279 (z—1) +2r4 + 7y +7y +173)/(22)+ 75 + 76 +77 +7g 2 dla fl,

7 +7‘2/Z dlaﬂz,

(24) d= _
rg + (2rq — 7y — 73 —73)/(22) dla fl,
Irs | dla fl,,

c= 5

710l + 4 Irygl + 2 |rya| dla fl.
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Wielkosci 7, oznaczaja albo pojedyncze bledy zaokraglen, albo $rednie wazone duzej
ilosci (okolo n) takich btedéw. Wydaje si¢ wigc, Ze mozna je traktowac jako niezalezne
zmienne losowe, spelniajace nieréwnosc:

|7‘2-| <p.
W eksperymencie modelowano 7, dwoma sposobami:
(i) | r=p-(2¢ —1)/(1+q"),
(ii) | r=p- (29 —1),

gdzie q, q' oznaczaja liczby losowe o rozktadzie jednostajnym w przedziale < 0,1 >. Spo-
s6b (i) odpowiada zapewne wierniej przypadkowi, gdy 7 jest bledem wzglednym jednego
zaokraglenia., Sposdb (ii) jest bardziej ,,pesymistyczny”’, ostrozniejszy. Parametr z byt
rowniez modelowany zgodnie z wzorem:

z=1+gq.

Generujac odpowiednig ilosé liczb g, mozemy modelowac, zgodnie z (23) i (24), wielko-
$ci: e oraz h = e + f. Dla kazdego z tak skonstruowanych przypadkéw prawdziwe sa na-
stepujace zdania: '

Va: lEZl,=p-¢-ldl,,
(25) L
Ne: -5l <p-h-I2l,.

Poniewaz lI7ll, = I5l,, wiec statystyka rozktadu wielkosci e i & pozwala w pewnym stop-
niu wyjasnié, czy oszacowania (20) i (21) sa realistyczne.

Tablica zawiera zestawienie statystyczne 200000 przypadkdw, z wielkosciami 7, mo-
delowanymi wedlug reguly (i).

fl fl,
proc.
e < h < e h <
50 1.6 4.1 ‘1.4 1.7
70 2.3 5.0 2.0 2.4
80 2.8 5.5 2.5 2.8
90 3.5 6.3 3.1 3.5 .
(26) 95 4.1 7.0 3.6 4.0
29 5.2 8.3 4.6 5.0
99.9 6.4 9.7 5.5 5.9
99.99 7.2 10.6 6.2 6.6
100 8.0 12.0 6.8 7.9
oo 18.5 20.5 9.0 10.0

Natomiast dla 50000 przypadkdéw modélowanych wedtug reguly (ii) otrzymali§my tabli-
cg (27).
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fl fl,

proc.
e < h < e < h <
50 2.3 5.9 2.0 2.5
70 3.3 il 2.9 3.4
80 4.0 7.9 3.5 4.0
90 4.9 9.0 4.4 4.9

27

(27) 95 5.8 9.9 5.1 5.6
99 7.5 11.6 6.3 6.9
99.9 8.9 13.4 7.4 8.0
100 11.0 16.1 8.2 9.0
oo 13.5 20.5 9.0 10.0

Jesli mozna by wigc ufac zatozeniom ktéregos z tych dwu eksperymentdw, to w tablicy
(21) nalezaloby zastapi¢ oszacowania teoretyczne eksperymentalnymi:

fl fl,
K (i) 12 8
K (ii) 16 9

Zaleznosci (22) i (25) pozwalaja na interpretacje informacji zawartej w tablicach (26)
lub (27). Na przyktad, z pozycji eksperymentu (ii) (tablica (27)), mozemy wypowie-
dzied¢ nastepujace spostrzezenie:

— W 90 procentach przypadkéw dla bledu wytworzonego w fl, zachodzi nieréwnosé

15 -Bl, <p-4.9- B,

— ale w 10 procentach przypadkéw nie mozna wykluczyé tego, ze blad b—b zawiera
niezalezna sktadowa Ea, taka, ze

ESN, =>p - 4.4 - I5l,.

Wydaje si¢ wigc, Ze istotny sens uzyskanych wynikdw moze by¢ sformu}owany W na-
stepujacy sposob:

Oszacowanie bledu (20) i (21) dla arytmetyk fli fl, sa s»,Zawyzone’ w tym sensie,
ze jest bardzo mato prawdopodobne, by wielkogé

=18 =5l | (I, - p)

przekraczala potowe wskazanej wielkosci K. Jednakze oszacowania te sa na tyle realisty-
czne, Ze jest juz dos¢ prawdopodobne, ze L bedzie nie mniejsze, niz np. K/ 5.

2. Drugi typ badan doswiadczalnych dotyczyl bledéw wytworzonych przy dwukrot-
nej transformacji Householdera dowolnego # € R"™. Przy dokladnej realizacji powinnismy
otrzymaé z powrotem ten sam wektor #. Ze wzgledu na bledy wytworzone otrzymujemy
wektor #, rézny na ogét od #. Eksperyment polegal na uzyskaniu pewnej informacji o roz-
ktadzie bledow wzgl@dnych i

= I — @l /1,
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dla roznych n, dla arytmetyk GIERA], GIERH, GIERfl4, 3. (GIERfl4,3 powstaje z GIERf]
przez dotaczenie kumulacji iloczynéw skalarnych na rejestrze sumacyjnym dlugosci
o 1/3 wigkszej, niz dlugosé¢ mantysy).
Transformacja Householdera P = I — 27 - ZT/lZl12 jest definiowana wektorem 2 € R™.
Wspétrz¢dne wektordw # i Z generujemy, jako liczby pseudolosowe o rozktadzie jed-
nostajnym z przedziatu < —10,10 >.
Grube oszacowanie teoretyczne dla W podaje tablica:

GIERf] GIER fl GIERfly, 3

W< (1.271"“5)10—‘8 810—8 510—8

U w a g a. Bledy W wynikaja tylko z btedu wytworzonego mnozeniami P - (P - i),
a nie z niedokladnosci samej operacji P. Omawiany eksperyment polega wiec na uchwy-
ceniu ,,dwukrotnie” tylko czesci btedu (22).

Niech Wz(n) oznacza wartos¢ W dla i-tego generowanego przypadku (dla ustalonego
n). Wprowadzamy wielkosci:

™~
~—
[ 3]
P

MM = max  wl®;  sit)= (W2 k.

k .
1<i<k =1

Pierwsza nazwiemy bledem maksymalnym, druga — bledem srednim.
Eksperymentlvykazal, Ze btad maksymalny dla GIERfl4,3 jestokoto 2 razy mniej-

'szy, niz dla GIERfl, oraz, ze oba te btedy maleja przy wzroscie n do poziomu: 3,90—9,

co jest odpowiednikiem p w GIER fl (najwigksza spostrzezona wartos¢ W dla GIERfl wy-
nosi 1.6 9—8 przy n = 50). Natomiast dla GIER fl zaréwno blad maksymalny, jak i sredni

rosna jak v/n.
Na przyktad dla & = 150 uzyskano eksperymentalnie zaleznosci

M(,';()) ~y/n- 10-8,

s{n) ~\/n- 0.3,0-8.

Ponizsza tablica przedstawia niektdre uzyskane wyniki dla &£ = 150.

GIERfl GIER fl

Mz s M| st

100 | 1.040—7 2.710-8 | 7.240~—0 3.410—9
200 | 1.650—7 4.4,0—-8 | 5.090—9 3.210—9
300 | 1.640—7 5.3,0—8 | 4.840—9 3.1,0—9
400 | 1.9;0—7 6.610—8 | 4.090—9 3.110—9
500 | 1.6;0—7 6.110—8 | 4.840—9 3.10—9
600 | 2.3,0—7 7.210—8 | 4.240—9 3.1,0—9
700 | 2.650—7 | 8.5;0—8 | 3.840—9 3.010—9
800 | 2.740—7 8.50—8 | 4.3,0—9 3.110—9
900 | 3.000—7 | 8.210—8 | 8.9;0—9 3.030—9
1000 | 2.540—7 8.2:0—8 | 3.810—9 3.010—9
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3. Trzeci typ badar doswiadczalnych dotyczyt btedu wytworzonego w transformacji
podobienstw Ortegi-Householdera.(Eksperyment ten byt pomys}em M. Jankowskiego i zo-
stal przez niego w znacznej cz¢ici zrealizowany (por. [1])).

Symetryczne macierze testowe 4 réznych stopni sprowadzane byly do postaci trj-_
diagonalnej transformacja Ortegi-Householdera przy uzyciu arytmetyki: GIER fl, GIER ],
GIERfl,,3. Nastgpnie wyznaczano wartosci whasne otrzymanych macierzy trdjdiagonal-
nych metoda bisekcji i poréwnywano otrzymane przyblizenia 7\ ze znanymi wartosciami
wlasnymi )\ macierzy testowych. Wyprowadzano btedy

d.=M\—A.

13 [

Bledy zwigzane z bisekcja nalezy ocenié jako mniej istotne. Otrzymane eksperymentalnie
wielkosci Id | daja nam wigc z grubsza oszacowanie z dohu normy zaburzen wprowadzo-
nych przez transformac_]g Ortegi-Householdera

2| < l54l,.
Dla zaburzen 64 potrafimy poda¢ teoretyczne oszacowania:

64 IIE <Z-la IIE.

GIERf] GIERfl GIERfl,,;

Z | (15n+n?);0—8 | n-16,0—8 n- 10508

Badania eksperymentalne w tym zakresie nie zostaly Jeszcze zakonczone, wykazuja
jednak, ze doktadnosci uzyskiwane w arytmetyce GIER fl i GIER fl, /3 §a tego samego rze¢-
du, i sa w wigkszosci przypadkdéw (dla 30 < n < 85) dziesig¢ — do stu razy lepsze niz
w arytmetyce GIERfl (por. [1]). :
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