ROCZNIKI POLSKIEGO TOWARZYSTWA MATEMATYCZNE GO
SERIA III: MATEMATYKA STOSOWANAI (1973)

R. ZUBER (Wroclaw)

Metoda redukcji zmiennych

1. Wstep. Celem niniejszej pracy jest przedstawienie metody rozwiazywania réwnan
postaci

(1.1) a(%)S1P1u(%5)+ b(%)S2 Pyu(E ) = F(Z9),

gdzie a(%), b (%), f(%,5) — dane funkgje, u(%,7) — funkcja szukana, S, Py, S2, Py — linio-
we i jednorodne operatory o wlasnosciach sformutowanych nizej.

Dla uproszczenia zapisu przez X oznaczyli$émy n-wymiarowy wektor ¥ = (x1,X3, ..., X,),
natomiast przez j — m-wymiarowy wektor y = (Y 1,Y25 0 ¥y, )- Zatem (1.1) jest réwna-
niem (n+m)-wymiarowym.

W wielu konkretnych zagadnieniach précz réwnania (1.1) dane sa jeszcze dodatko-
we warunki :

(1.2) Ru =y

(np. w réwnaniach rézniczkowych warunki poczatkowe, brzegowe, graniczne itp.).

Metoda redukcji polega na zastapieniu réwnania (1.1) ciagiem (skoficzonym lub nie-
skoficzonym) réwnar, w ktérych niewiadome funkcje s zalezne tvlko od zmienne;j .
Zatem zadanie (n+m)-wymiarowe zostaje zredukowane do zadan n-wymiarowych. Z roz-
wigzan tych zadari konstruuje sie nastgpnie przyblizone rozwiazanie zagadnienia (1.1),
(1.2). b 3 :

Metoda redukcji zmiennych umozliwia jednolite potraktowanie kilku znanych w li-
teraturze metod rozwiazywania réwnarn rézniczkowych czastkowych, a mianowicie: me-
tody Fouriera rozdzielenia zmiennych, metody sum [1], opracowana,przez G. N. Poloze-
go i metody transformacji macierzowej [2], [3].

W niniejszej pracy podamy ogdlne sformutowanie metody redukcji zmiennych oraz
wykazemy, ze metoda rozdzielenia zmiennych Fouriera oraz metoda transformacji ma-
cierzowej sa szczegdlnymi przypadkami metody redukcji zmiennych. Podamy rdéwniez
zastosowanie metody transformacji macierzowej do konkretnych zadan oraz oméwimy
sposoby rozwiazywania niektdrych zadan zwiazanych z metoda transformacji.

2. Ogdlne sformutowanie metody redukcji zmiennych. Oznaczmy przez W, zbidr
wszystkich funkcji w(x;,x3, .., x,,) okreslonych i wystarczajaco regularnych na obszarze
I, przez V,, — zbidr wszystkich funkcji v (y4,y3, «-»Y¥ ) okreslonych i odpowiednio re-
gularnych na obszarze /, oraz przez U, +m — 2zbidr wszystkich funkcji postaci

U (X1,%2, ey XY 1,Y25 weny ¥,y ) Okresdlonych i odpowiednio regularnych w obszarze
D =1x]. Jak juz wspomnieliémy we wstepie, w celu uproszczenia zapisu, bedziemy po-
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ROCZNIKI POLSKIEGO TOWARZYSTWA MATEMATYCZNE GO
SERIA III: MATEMATYKA STOSOWANA I (1973)

R. ZUBER (Wroctaw)

Metoda redukcji zmiennych

1. Wstep. Celem niniejszej pracy jest przedstawienie metody rozwiazywania réwnar
postaci

(1.1) a(#)S1Pyu(EF )+ b )S:Pru(dF) = FR ),

gdzie a(X), b (%), f(%,7) — dane funkgje, u(%,5) — funkcja szukana, S,, Py, S,, P, — linio-
we i jednorodne operatory o wlasnoéciach sformutowanych nizej.

Dla uproszczenia zapisu przez X oznaczyliémy n-wymiarowy wektor % = (%1,%2, o9 %),
natomiast przez § — m-wymiarowy wektory = (y,y,, ..., Ym)- Zatem (1.1) jest réwna-
niem (n+m)-wymiarowym.

W wielu konkretnych zagadnieniach précz réwnania (1.1) dane sa jeszcze dodatko-
we warunki ‘

(1.2) Ru=y

(np. w réwnaniach rdézniczkowych warunki poczatkowe, brzegowe, graniczne itp.).

Metoda redukcji polega na zastapieniu réwnania (1.1) ciagiem (skoriczonym lub nie-
skoficzonym) réwnari, w ktérych niewiadome funkgcje sa zalezne tylko od zmiennej .
Zatem zadanie (n+m)-wymiarowe zostaje zredukowane do zadan n-wymiarowych. Z roz-
wigzan tych zadari konstruuje sie nastgpnie przyblizone rozwiazanie zagadnienia (1.1),
(1.2). Ht g '

Metoda redukcji zmiennych umozliwia jednolite potraktowanie kilku znanych w li-
teraturze metod rozwiazywania réwnan rézniczkowych czastkowych, a mianowicie: me-
tody Fouriera rozdzielenia zmiennych, metody sum [1], opracowang przez G. N. Poloze-
go i metody transformacji macierzowej [2], [3].

W niniejszej pracy podamy ogdlne sformutowanie metody redukcji zmiennych oraz
wykazemy, ze metoda rozdzielenia zmiennych Fouriera oraz metoda transformacji ma-
cierzowej sa szczegélnymi przypadkami metody redukcji zmiennych. Podamy réwniez
zastosowanie metody transformacji macierzowej do konkretnych zadan oraz oméwimy
sposoby rozwigzywania niek térych zadan zwiazanych z metoda transformacji.

2. Ogédlne sformutowanie metody redukcji zmiennych. Oznaczmy przez W, zbidr
wszystkich funkcji w(x;,x2, .., X, ) okreslonych i wystarczajaco regularnych na obszarze
I, przez V,, — zbiér wszystkich funkcji v (y1,¥3,...,¥,, ) okreslonych i odpowiednio re-
gularnych na obszarze J, oraz przez U, ,,, — zbidr wszystkich funkcji postaci

U (X1,%2, ey X,,Y1,Y25 w0y ¥, ) Okreslonych i odpowiednio regularnych w obszarze
D =1x ]. Jak juz wspomnielimy we wstepie, w celu uproszczenia zapisu, bedziemy po-
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szczegdlne funkcje nalezace do W,, V,, i U, ,,, oznaczali odpowiednio przez w (%), v(¥),

u(®,%), ...

Wprowadzmy iloczyn skalarny (u(%,y), v(¥)), ktéry dziatajac na pare funkcji u(%,5)
iv(y) daje w wyniku funkcjg zalezna tylko od zmiennej x. lloczyn skalarny bedziemy
oznaczali krétko symbolem (u,v). Rozpatrzmy teraz dwa liniowe i jednorodne operatory
PiS, przeksztalcajace funkcje u € U,,,,, w funkcje Pu € U;Hm i odpowiednio Su € U;l'+m
oraz spelniajace nastepujace warunki, gdzie U;+m CUpims U;1'+m C Uiy, ?

a) PSu = SPu,

b) istnieje operator §', przeksztatcajacy funkcje w € W, w funkcje § 'w € W, taki, ze
dla dowolnych dwu funkcji (%,y) i v(¥) spetniona jest réwnoéé

(2.1) (v,5u)=S" (v,u),

c) istnieje operator P/, przeksztalcajacy funkcjev € V,, w funkcje P'v € V,, taki, ze
dla dowolnych dwu funkgcji u(%,y) i v(J) spelniona jest réwnog¢

(2.2) (@Pu)= (P'2) + g4(%),

gdzie funkcja g‘p(a'c') jest okreslona i jednoznacznie wyznaczona za pomoca funkcji @, wy-
stepujacej w dodatkowym warunku (1.2). ;

W celu wyrugowania zmiennej § z réwnania (1.1) i przedstawienia zagadnienia (1.1),
(1.2) w postaci ciagu (skoniczonego lub nieskonczonego) zagadnien n-wymiarowych, tzn.
zaleznych tylko od zmiennej X, nalezy wyznaczy¢ wpierw wartoéci wlasne i funkcje wlas-
ne nastgpujacego zagadnienia: '

(2.3) Pyu(§) = A P1o(5),

(2.4) Rv=¢'

gdzie v(y) #0, A # 0, a warunek (2.4) jest zalezny od warunku (1.2) oraz postaci funkcji
g¢(x)-

Przypusémy, Ze zagadnienie (2.3), (2.4) potrafimy rozwiazaé, a w wyniku rozwiaza-
nia otrzymujemy ciag (skoficzony lub nieskoriczony) wartoéci wasnych

A Az, e A

n?

oraz odpowiadajacy mu ciag funkcji wtasnych

o(N@), o)), ., oM@, ..

Pomndimy teraz réwnanie (1.1) skalarnie przez funkcje v(# )(55), R=1,2, ;M s,
i wykorzystajmy warunek liniowosci i jednorodnosci iloczynu skalarnego. Otrzymamy

a(@) %), $,P1u)+ b(R) (0 ®) $,Pyu) = (0 *), p).

Wykorzystujac teraz wzory (2.1) i (2.2) odpowiednio dla operatoréw Sy, Py, S3,P,,
otrzymamy

a(2) 8t [P0 ®)) + 1p@)] + b() 53 [P0 ™)) +g, (3)]= (Folh)).
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Jesli skorzystamy teraz z réwnosci (2.3), a ponadto wprowadzimy oznaczenie
(2.5) wy () = (wProt)),

to powyzsze réwnanie mozemy napisa¢ w postaci

(2.6) a(X) Siw, (£)+ N, b(% F)Saw, (%)= F, (%) (k=1,2,..,m,..),

przy czym

F, ()= (f,o®)—a() s’lgwk (&) — b(,z)s';gwk ().

Przyjmijmy réwniez, Ze na podstawie warunkéw dodatkowych (1.2) dadza sie réw-
niez sformulowac potrzebne warunki dodatkowe dla funkcji wy, (%), spetiajacych réwna-
nia (2.6). Zapiszmy te warunki w postaci

(2.7) rw, = \,bk (el 52 e oy i

W ten sposdb otrzymalismy ciag (skoriczony lub nieskoriczony) zagadnien (2.6),
(2.7), w ktorych niewiadome funkcje wy, (X) zaleza juz tylko od jednej zmiennej %. Przy-
pus¢my teraz, ze kazde z zadan (2.6), (2.7) umiemy rozwiazaé i ze w wyniku rozwiazania
otrzymalismy ciag funkcji w (X), wy (X), ..., w,, (%), ... (kazda z nich obliczona badz do-
ktadnie bagdz metodami przyblizonymi).

Pozostaje jeszcze do rozwiazania zagadnienie polegajace na wyznaczeniu funkcji

u(X,y) z réwnan (2.5). Bedziemy to zadanie nazywali zagadnieniem odwrotnym.

Zagadnienie odwrotne mozna tatwo rozwiazaé¢ wtedy, gdy funkcje wtasne vk )(3':)

(k=1,2,..,n,..) spetniaja warunki

(P'lv(i)’ P'lv(i)) 3 61_1.’
a procz tego funkcje

PioD@), P23y, ..., P, ...

tworza uktad zupelny. W takim przypadku funkcje u(X,j) mozna przedstawi¢ w postaci
sumy (skonczonej lub nieskonczonej)

oo

(2.8) u(2) =Zaz ) Pot)(5),

i=
gdzie wspotczynniki a,(X) mozna przedstawi¢ w postaci
<
w,(x)

a.(xX)= - _ (f=1,2,..mn,..)
Y P, Pl




72 R.Zuber

Z powyzszego wynika, ze stosowanie metody redu! cji zmiennych do konkretnych
zagadnien jest moZliwe wéwczas, gdy znane s3 metody rozwigzywania nastepujacych za-
gadnieni:

1° zagadnienia (2.3), (2.4) znajdywania wartosci wlasnych i funkcji wtasnych,

2° skoriczonego lub nieskonczonego ciagu zagadnien (2.6), (2.7) pozwalajacych wy- »

znaczy¢ funkcje wy, (%), ,

3° zagadnienia odwrotnego (2.5).

W dalszych paragrafach zajmiemy si¢ zastosowaniem opisanej tu metody do rozwia:
zywania réwnar rézniczkowych czastkowych, Zatozymy w tej chwili, Ze wszystkie roz-
patrywane dalej zagadnienia maja rozwiazania jednoznaczne.

3. Metoda Fouriera rozdzielenia zmiennych. Przyktadem przedstawionego wyzej po-
stepowania moze stuzy¢ znana w literaturze metoda rozdzielenia zmiennych Fouriera
w réownaniach rézniczkowych czastkowych. :

Rozpatrzmy nastepujace ptaskie zagadnienia brzegowe. Znalez¢ fuhkch dwu zmien-
nych u(x,y), spelniajaca na prostokacie
D: {0<\:x<2,0<y<1}
réwnani¢ rozniczkowe
o
0x?

2
(3.1) +-g—y-§-‘a(x)=f<x.y>

oraz nastgpujace warunki brzegowe
(3.2) u(%,0)=9,(x),  u(x,1)=y,(x)
(3.3) uw(0y)=¥,0) u2y)= ¥, 0).

Wprowadzmy iloczyn skalarny

oraz operatory

; u .
xx yy

Wiadomo, ze zdefiniowany tu iloczyn skalarny spetnia warunek liniowosci i jednorodno-
sci. Latwo rowniez sprawdzi¢, ze operator S spetnia warunek (2.1), ktéry w tym przypad-

ku ma postaé
o%u d?
v, 'a'? =Z;c—2 (v,u).

Pokazemy réwniez, ze operator P speinia warunek (2.2).
Z definicji loczynu skalarnego mamy
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1

(v, Pu) = Of v(y)u,, (xy)dy.

Catkujac dwukrotnie przez czg¢sci otrzymamy wzoér (2.2), w ktérym nalezy podstawic

: d?
Pv(y)=gy‘§ v(y),

gw(x) = v(l)uy (%,1)— v(O)uy (%,0) — v'(1) u (x, 1) +v'(0) u(x,0),

gdzie  oznacza tu rézniczkowanie wzgledem zmiennej y.
Rdéwnanie (3.1) mozemy zapisa¢ w postaci

(3.4) Su(x,y) + a(x) Pu(x,y) = f(x,y)

iuwazac go za szczegdlny przypadek réwnania (1.1).
Zagadnienie (2.3), (2.4) w tym przypadku przyjmie postad

n
v ()= Avly),
v(0) =v(1)=0.
Warunki brzegowe powyiszego zagadnienia zostaly tak dobrane, aby wykorzystujac wa-
runki brzegowe réwnania (3.2) mozna byto wyznaczy¢ funkcje g‘p(x).
Wiadomo, ze w wyniku rozwiazania powyzszego zagadnienia na wartosci wasne

i funkcje wlasne otrzymuje si¢ w tym przypadku nieskonczony ciag wartosci wlasnych
i odpowiadajacy mu nieskoniczony ciag ortonormalnych funkcji wlasnych

Sh e
)\k——kn,

o®)y)=\/Zsinkmy (k=1,2,3,..).

Dla funkcji wy, (x) okre$§lonych wzorami
1
w, (x) = (v(k ),u) =2 f u(x,y) sin kmy dy,
0

postepujac zgodnie z teoriag wylozona w § 2, otrzymamy réwnania rézniczkowe Zwyczajne

"

wy (x)+ N, a(x) w, (x)=
(8.5) ‘
1
=VZ [ flxy) sinkmy dy — a(x)VZ T [0, (x) + (—1F ¢, (x)]
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Natomiast z warunkéw brzegowych (3.3) znajdujemy warunki brzegowe dla funkgji
wy, (x)

1
wk(0)=\/50f ¥, () sin kmy dy,
1
@ (2)=V2 J ¥, () sin kry dy.

Poniewaz uktad funkcji whasnych \/§sink7Ty jest uktadem ortonormalnym i za-
mKknigtym, wigc w tym przypadku funkcje u(x,y), to znaczy rozwiazanie zagadnienia
(3.1), (3.2), (8.3), mozna przedstawié¢ w postaci szeregu (2.8). Oczywiscie, przed tym mu-
simy rozwiazac uktad zagadnien brzegowych (3.5), (8.6). Te zagadnienia brzegowe bedzie-
my musieli, na ogél, rozwiazywaé metodami numerycznymi.

Zauwazmy, ze metoda Fouriera prowadzi do rozwigzania wyrazonego z pomoca nie-
skoriczonego szeregu. W praktyce mozemy wyznaczyc tylko skoriczong liczbe wyrazéw
tego szeregu. Okreélenie liczby wyrazdéw tego szeregu, zabezpieczajacych okreslong do-
ktadnosc rozwiazania,jest nie tatwym do rozwiazania problemem. W nastepnych paragra-
fach oméwimy taka realizacje metody redukcji zmiennych, ktéra prowadzi do przyblize-
nych rozwiazat réwnan rézniczkowych czastkowych w postaci skoficzonych sum. Tego
typu rozwiazania uzyskuje sie w wyniku dyskretyzacji jednej ze zmiennych. W tym przy-
padku operator P’ bedzie miat skoniczona liczbe wartoéci wlasnych i funkcji wtasnych.

Z tego wzgledu réwnanie (1.1) mozna zastapié skoriczonym ukladem niezaleznych réw-
nan, w ktérych niewiadome funkcje wy, (x) beda zalezaty tylko od jedne;j zmiennej. Zagad-
nienie obliczania wartosci whasnych i funkcji wtasnych operatora P’ daje si¢ wowczas
sprowadzic¢ do zagadnienia obliczania wartosci wlasnych i wektoréw wlasnych pewnej ma-
cierzy kwadratowej. Rozwiazanie zagadnienia odwrotnego sprowadzi si¢ wéwczas do od-
wrocenia macierzy fundamentalnej, tzn. macierzy zbudowanej z wektoréw wlasnych ope-
ratora P’ Oczywiscie, odwrdcenie macierzy fundamentalnej bedzie zadaniem zupelnie
trywialnym w przypadku, gdy wektory whasne beda tworzyty uklad ortonormalny.

Metode redukcji zmiennych, w przypadku gdy zmienna redukowana bedzie zmienna
dyskretna, bedziemy w dalszych rozwazaniach nazywali metodq transformacji macierzo-
wej. Dodajmy jeszcze, ie metode tranformacji macierzowej mozna stosowa¢ do bardzo
obszernej klasy réwnan rézniczkowych czastkowych. Nalezy przy tym podkreslié, ze
wiele zagadnien fizyki matematycznej mozna rozwigza¢ ta metoda z duza doktadnoscia,
przy stosunkowo matym naktadzie pracy obliczeniowej.

W nastepnym paragrafie oméwimy pewng waing klas¢ operatoréw, nazwanych ope-
ratorami réZnicowymi, ktére odgrywaja wazna role w metodzie transformacji macierzo-
wej.

4. Operatory réznicowe. Rozpatrzmy nastepujace zbiory:
7 ={x: asx gb},
J ={y:'y =yo +kh, k>0, k'eC}.
Oznaczmy przez W zbidr wszystkich funkcji ciagtych i wystarczajaco regularnych na

zbiorze I, przez V zbidr funkcji okreslonych na zbiorze J, oraz przez U zbiér funkcji okre-
slonych i odpowiednio regularnych na zbiorze D = I x J- :
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St it A
Rozpatrzmy teraz operatory réznicowe P i P’ okreélone wzorami

l

@.1) Pury)= ), )ty +ju),

e

!
(4.2) . Plu(xy)= Za(")(y —jh) u(x,y —jh),

j=—s§

Do dalszych rozwazan wprowadzimy nastepujace oznaczenia:

Yp=Yo + kh, Uk:—“v(yk)’ uk(x)=u(x,yk), Puk(x):Pu(x»yk )-

Rozpatrzmy teraz wektory

(x)= (u1 (%), uz (x ) ..., un(x)),
z?k = (vq, vq, ey, )s

Pi (x) = (Puj (x), Puy (x), ..., Py, (x))

oraz oznaczmy symbolem (3,%) iloczyn skalarny dwu wektoréw. Mozna tatwo udowod-
ni¢ prawdziwos¢ nastepujacego twierdzenia.

TWIERDZENIE 1. Niech \ i U oznaczajq wartos¢ wtasng i odpowiedni wektor wiasny
zagadnienia

gdzie rdwnosciq ro = g oznaczylismy uktad warunkdw konieczny dla jednoznacznego okre-

slenia rozwigzania.
Dla kazdego naturalnego m zachodzi tozsamos¢

(4.3) @™ E) = \™ (3,4) Z)\m“’{[u e N ) lu]n}

gdzie

()

)
]f’ 2 Z i-—j Bt ;%) — 2 a‘__]_ vz._].uz.(x )-

j=—s i=p+j+1 j=1i=p+1
Dowdd powyzszego twierdzenia jest trywialny ale wymaga wykonania do$é¢ zmud-

nych rachunkéw. Zauwazmy jedynie, ze przez P"* oznaczylismy tu m-ta, potege operato-
ra (4.1), ktérag mozna zdefiniowad rekurencyjnie wzorem

PPu=P@P" ly), Pu=u.
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Rzgdem operatora rézniczkowego (4.1) bedziemy nazywali liczbe r = [ + s.

PRZYKLAD 4.1. Rozpatrzmy operator drugiego rzedu postaci

(4.4) Pu(x,y) = a(y) u(x,y’ —h)+b(y)ulxy)+cly)ulxy+h).

W tym przypadku mamy s = 1,/= 1. Dla tatwiejszego zapisu operatora zmienili$my ozna-
czenia w stosunku do wzoru (4.1), wprowadzajac a(y), b(y), c(y) zamiast a(~ 1)(y),
a(o)(y), a(l)(y). Przyjmijmy, Ze rozwiazujac zagadnienie brzegowe

(45) PZ-)’=>\Z-)’, Vo =Qvy, vn+1 =an) .

gdzie a i 8 sa dowolnymi stalymi, otrzymujemy wartoéci wlasne A, Az, ..., A, i odpowia-
wiadajace im wektory wiasne 7(1), 3(2) .. #(n) w tym przypadku wzdr (4.3) dlam = 1
przyjmie postaé '

(4.6) @) pzy=n, @), i)+ vgk) (a1uo(x ) — acouy (x)) —

- vr(;k)(an+l Bu, (x)— ¢ Uy 1))

. Latwo mozna wywnioskowag, ze zagadnienie brzegowe (4.5) jest réwnowazne za-
gadnieniu obliczania wartosci wtasnych i wektoréw wtasnych macierzy

rs Cy 0 0 0
ay by, ca 0 0
Q' =
0 0 a _, b,_1 €.—1
0 0 0 a, t
. -

gdzies=a; a+by,t=b, +fc,.

PRZYKLAD 4.2. Zagadnienie (4.5) przyjmie szczegOlnie prosta postaé, gdy operator
P okreslimy réwnoscia,

(4.7) ' Pu(x,y)=u(x,y —h)+u(x,y +h).

W tym przypadku (4.5) mozna zapisa¢ w postaci réznicowego zagadnienia brzegowego

Vprl =7\vk —v,_1» Vo =0y, vn+l=ﬁvn.
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Wartosci whasne i wektory wlasne tego zagadnienia mozna tatwo wyznaczy¢é po obliczeniu
pierwiastkéw x, x3, ..., X, réwnania

(4.8) U, (x)— (@+B) U,_ | (x)+aBU,_,(x)=0,

gdzie przez Uj(x) oznaczyli$my /-ty wielomian Czebyszewa drugiego rodzaju. Wartosci
wlasne i wektory wiasne obliczamy wéwczas ze wzoréw

(4.9) )\k = 2xk, k=1,2,..,n
(4'10) J(k) = (vgk)’ ”gk )v ooy v,(ik)),
gdzie

n : -1
= Z[(l_2axk)Uz'—l (xk)+aUl.(xk)]2} :
=1

Roéwnanie (4.8) rozwiazuje si¢ na ogdt numerycznie. Dokladne rozwigzania mozna uzy-
ska¢ w nastepujacych przypadkach:
Ca=1,f=—1luba=—1,8=1;

2° af = 1;

0a=ﬁ=0;

km
x, = cosm (k=1,2,..,n)

5. Numeryczne obliczanie wartosci wlasnych i wektoréw whasnych operatoréw réz-
nicowych drugiego rzedu. W poprzednim paragrafie zwrdcilismy uwagg na to, ze zagad-
- nienie (4.5) jest réwnowazne zagadmenlu obliczania wartosci wlasnych i wektoréw wtas-
nych macierzy tréjprzekatniowej Q'. W dalszych zastosowaniach beda nas interesowaty
takie macierze Q' ktorych wszystkie wartosci wlasne sa rzeczywiste. Dlatego przytoczy-
my teraz twierdzenie, w kedrym beda podane warunki wystarczajace na to, by macierz
Q miata rzeczywiste wartosci wlasne. (Twierdzenie to wypowiemy dla macierzy transpo-
nowanej Q).

TWIERDZENIE 2. Rozpatrzmy macierz
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— —

s a 0 0 B 0

Ci b2 as 0 0

0 C2 b3 ag 0
(5.1) Q=

0 o0 Cp_o bn--l a,

[0 0 0 Gy v b

Jeslisgn(cy, - ap ) =1, ap41 F0,¢, ¥0,k=0,1,2,...,n, to wszystkie wartosci wtasne
macierzy Q sq rzeczywiste.

D o w 6 d. Niech D bedzie dowolna nieosobliwg macierza diagonalna

rdl ; O 0 ooe 0

0 d 0 ..
(5.2) D= J

Skonstruujmy teraz macierz
B=DQD™,

podobna do macierzy Q i zazadajmy, aby macierz B byta symetryczna. Zadanie to pro-
wadzi do warunkdéw

d®c. | = d? (=23, ..,n).

Stad obliczamy

(5.3)

przy czym d; jest dowolng liczba rézna od zera. Ostatecznie otrzymaliSmy macierz dia-
gonalna D, ktdra przeksztalca przez podobieristwo macierz Q w macierz symetryczna,

- o

$ Vcia; 0 0 ... 0
Vciap b, Veaas 0 oo 0
0 VC2d3 b3 Vc3ay PR |
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Poniewaz wszystkie wartosci wtasne macierzy symetrycznej sa rzeczywiste, a prze-
ksztalcenie przez podobieristwo wartosci whasnych nie zmienia, wigc tym samym twier-
dzenie zostalo udowodnione.

Dodajmy jeszcze nastepujace uwagi, podkreslajace korzysci uzyskane przez sprowa-
dzenie zagadnienia (4.5) do postaci symetrycznej.

1° Wektory whasne macierzy symetrycznej odpowiadajace réznym wartoéciom wlas-

nym sg ortogonalne. W przypadku gdy wszystkie wartosci wlasne sa rzeczywiste
irézne, a wektory wlasne tworza uktad ortonormalny, wéwczas macierz odwrot-
na do macierzy fundamentalnej jest réwna macierzy transponowanej. W takiej sy-
tuacji bardzo tatwo rozwiazuje si¢ zagadnienie odwrotne w metodzie redukcji
zmiennych,

2° Znane sa bardzo dobre i szybkie metody numeryczne obliczania wartogéci wlas-

nych i wektoréw wtasnych macierzy trojprzekatniowych symetrycznych (na przy-
ktad metoda bisekcji Givensa lub metoda Wilandta).

Operatory réznicowe, ktdre znajduja zastosowanie w metodzie transformacji macie-
rzowej, najczesciej uzyskujemy w wyniku dyskretyzacji jednej ze zmiennych w réwnaniu
rézniczkowym czastkowym. Natomiast zagadnienia dla wartosci i wektoréw wiasnych sa
czesto analogonami réznicowymi pewnych zagadniert w réwnaniach rozniczkowych zwy-
czajnych. Na przyktad zagadnienie (4.5) jest réznicowym analogonem nastepujacego za-
gadnienia Sturma - Liouville’a

(5.5) a(x)y”(x)+ Bx)y'(x) + ¥(x)y(x) = Ay (x).

Warunkdw brzegowych nie bedziemy tu precyzowali. Zal6zmy jedynie, ze sa one za-
dane w punktach x¢ i x,,,.

Podzielmy przedziat < x, X, 41 - réwno odlegtymi punktami x, x,, ..., X, nan+l
réwnych czedci i oznaczmy y,, = y(xz). W kazdym z punktéw xp rownanie (5.5) mozemy
aproksymowac nastepujacym réwnaniem roznicowym:

Yhe1 T Vel e Ykesia s

Rzl 2, lm; h=xk+l~xk.

Podstawiajac

N
RN L b G

otrzymujemy zagadnienie réwnowazne znajdywaniu wartosci wlasnych i wektordw wtlas-
nych macierzy Q danej wzorem (5.1) (z doktadnoscia do wielkosci s i ¢, ktére zaleza od-
warunkdw brzegowych).

Wykazemy, ze otrzymany ta droga réznicowy analogon zagadnienia (5.5) ma wszyst-
kie wartosci wlasne rzeczywiste. Nalezy tylko zatozyé, ze funkcje a(x) i f(x) sa ciagte
w przedziale < xg, x,, ;| > i ze funkcja a(x) nie zmienia w tym przedziale znaku. Z wzo-

row na a,, ic;, znajdujemy

1
h?

{alo + e 041~ 2 810 + (er1ya ]},

Uy
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¢, 1:15{01 [xo + kh]+-gﬁ [xo + kh]}.

Z powyzszych wzordw widaé, ze dla dostatecznie matych wartosci & znak a1 icy
jest taki sam i réwna sie znakowi funkcji a(x). Zatem dla dostatecznie matych A spetnio-
ne sa warunki twierdzenia 2.

Nie trudno tez wywnioskowaé, ze przy dostatecznie matym A wszystkie wartosci
wlasne rozpatrywanego wyzej analogonu réznicowego sa rézne.

W dalszej czesci niniejszego opracowania zajmiemy si¢ omdéwieniem metody transfor-
macji macierzowej. Omdéwimy ja na przykladach.

6. Omdwienie metody transformacji macierzowej na przykladzie plaskiego zagadnie-
nia brzegowego drugiego rzedu typu eliptycznego. Niech dane bedzie nastgpujace zagad-
nienie. ZnaleZ¢ funkcje dwu zmiennych u(x,y), ktéra na prostokacie

D :{an <b, ¢ <y <d}

_spelnia réwnanie rézniczkowe typu eliptycznego
6.1) @y (e)uy, + a2 (), + as(x)u +as (2) [ay)u,, +B0)u +70y)u] = Flxy)

oraz warunki brzegowe postaci

(6.2) biu, +crul,_ =y (x), bau, +caul,_, = (x),
(6.3) bau, teaul,_ =p3(x), bau + caul,_, =¢a(x)

W pierwszym etapie metody transformacji macierzowej nalezy dokonaé aproksyma-
¢ji réwnania (6.1) takim réwnaniem, w ktérym zmienna y bedzie przyjmowala wartosci
dyskretne Y=Y tRA, E=1,2,..,n. ‘

Jeden ze sposobow dyskretyzacji zmiennej y polega na zastapieniu wszystkich pochod-
nych czastkowych wzgledem y odpowiednimi wyrazeniamii roznicowymi. Wprowadzmy
oznaczenia:

w,(x) =u(wy,), fy,)=f,(x) @ =ap,) ..

Dla ustalonych warto$ci y =y, mozemy réwnanie (6. 1) aproksymowac nastepujacym
ukladem réwnan rézniczkowych zwyczajnych:

' : Uy _ (%) — 2uy (x) +u, (%)
ay (% )up, (x) + az (% )uy, (x) + a3 (x)uy (x) + aa (x)| @, 2 *

Uy () — vy ()
+ By oh

! uk(x)]=fk(x) k=1,2,..,n)

WprowadZmy dalej wektory
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B(x) = (uy (x), uz (x), gt (o))
F&) = (1), fa )y o £, (),
Pi(x) = (Puy (x), Pujy (x), ..., Pu_ (x)),

gdzie operator P jest dany wzorem (4.4), natomiast

Oproécz tego wprowadZzmy operator rézniczkowy S przeksztatcajacy wektor % (x) w wek-
tor Su(x) wedhug wzoru

Si(x) = a1 (x) &' (x) + az (x) &' (x) + a3 (x) i(x).
Otrzymany wyzej uktad réwnan rézniczkowych mozemy zapisa¢ w postaci wektorowej
(6.4) Si(x) + aq (x) Pa(x) - f (x).
Latwo sprawdzi¢, ze dla dowolnego wektora & prawdziwy jest wzor
(6.5) @ Sa() = S (@, ().
Zatem réwnanie (6.4) jest réwnaniem postaci (1.1), w ktérym operatory S i P spelniaja
odpowiednio warunek (2.1) oraz warunek (2.2), a doktadniej, warunek (4.6). Mozemy
wigc do réwnania (6.4) zastosowaé metode redukcji zmiennych. Postepujac zgodnie z ta

metody, opisana w § 2, przeksztalcamy réwnanie (6.4) w uklad niezaleznych réwnan
rézniczkowych zwyczajnych postaci

(6.6) a1(x) w, (x) + az (x) w, (x) + [a5 (x) + N, a4 (x)] w, (x) =
=, f @) -t g, (x) (k=1,2,..),

gdzie

(6.7) w,(x)=@E), 2x)) (=12, ..n),

(6.8) g, (x) = vgk) (a1uo (x) — coom; (x)) — vT(lk) (anﬂﬁun (%) — cnun+1(x)).

natomiast z')’(k), A, -jwektory whasne i wartosci wlasne zagadnienia (4.5 ). We wzorach
(6.8) i w zagadnieniu (4.5) wystepuja jeszcze dwa parametry & i 8, ktére w tej chwili nie
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sa jeszcze ustalon.e. Zaréwno funkcje gy, (x), wystepujace po prawej stronie réwnania
(6.6), jak i oba wspomniane parametry mozna wyznaczy¢ z warunk éw brzegowych (6.2).
W tym celu aproksymujemy warunki rézniczkowe (6.2) odpowiednimi wyrazeniami

réznicowymi. Wdéwczas otrzymamy

b, 41 (x) ; 4o (x) +crug(x) =9, (x),

“p+1 (x) — Uy (x)

h

b?. + CZun+1('x) ::502 (X).

Po przeksztatceniu powyzszych warunkéw, dostajemy

(6.9) diug(x) +equy(x) = ¢, (x), dau, (x) teyu, | (x) =g, (x),
gdzie
a b b b
d1=01—°;1, €1=h—1, d2=—72, €2 =0 +7;'2'-

Dobierzemy teraz stale « i Bw (6.8)w ten sposob, aby wyrazenie wystgpujace tam

W pierwszym nawiasie byto identyczne z pierwszym wyrazeniem (6.9), natomiast wyra-
zenie w drugim nawiasie wzoru (6.8) byto identyczne z drugim wyrazeniem (6.9). Oka-
zuje sie, ze w tym celu musimy przyjaé

aje; Cnd2
a 3 s
cody a,,1¢2
Otrzymamy wéwczas
k (k). .
=2 g 2

Z powyzszych rozwazan wynika zaréwno sposéb wyznaczanie statych a i  wystepu-
Jacych w warunkach brzegowych zagadnienia (4.5), jak i sposéb wyznaczania funkcji
8, (x).

Réwnania (6.6) mozna bedzie Jednoznacznie rozwiazad wdéweczas, gdy beda okreélo-
ne dla nich odpowiednie warunki brzegowe. W tym celu wykorzystamy warunki brzego-
we (6.3). Zapiszemy je w postaci wektorowe;j

b3l (a) + c3il(a) = ps,

bail'(b) + cail(b) =gy,
gdzie
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b3 = (03001), 03072), o 05 )

834 i (804 1), s (V2 ), ues (2 (yn))

Mnozac powyzsze warunki brzegowe skalarnie przez wektory wiasne (%) (k=1,2,..n),
zagadnienia (4.5) i uwzgledniajac wzory (6.7), otrzymamy nastepujace warunki brzego-
we dla réwnari (6.6):

-

6.10)  bswy(a) + ey (@) = G*), 33),  bau) (5)+ caw, (b) = 3*), 3,).

W wyniku rozwiazania (najczesciej metodami numerycznymi) zagadnieti (6.6),
(6.10), otrzymamy wektor

@(x) = (w;(x), wy (), ..., wn(x))

Pozostaje jeszcze do rozwiazania zagadnienie odwrotne, polegajace na wyznaczeniu wek-
tora i (x ) z réwnath (6.7).
Zauwazmy, Ze jeéli przez V Oznaczymy macierz fundamentalna

) o1
o2) ,(2) o(2)

b))
to ukltad réwnan (6.7) mozemy zapisa¢ w postaci macierzowej
(6.11) Vil (x) = 2 (x),

skad znajdujemy

d(x)=V1d(x).

Uktad réwnai (6.11) mozna szczegolnie latwo rozwigzad w przypadku, gdy operator
réznicowy P jest symetryczny. Wowczas macierz V jest macierza ortogonalng i

’

vl=yp

(symbolem ’. oznaczylisSmy tu macierz transponowana).
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