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Remarques sur la construction des graphes symétriques

1. Introduction. Dans le travail [2] on trouve une discussion des
probléemes liés & la construction des multigraphes et des graphes symé-
triques & ordre déterminé de ramification de leurs sommets. Dans le
présent travail nous avons recours aux théorémes de la théorie du réseau
de transport afin de résoudre le probleme dans le cas des graphes symé-
triques, ce qui permet d’utiliser l’algorithme de Ford-Fulkerson pour
1a, construction des graphes réalisants. Nous avons obtenu un critére de
réalisation plus simple que celni de Hakimi, en surplus nous avons con-
struit un algorithme de symétrisation des graphes orientés.

Comme graphe orienté sans boucles, nous considérons ici un couple

>
ordonné <X, R>, ou X est un ensemble quelconque fini de points, appelés
> :
sommets, et B — une relation quelconque 4 deux arguments définie sur

>
Pensemble X et satisfaisant & la condition: ~aRx. Dans le cas d’un
graphe symétrique nous définissons par R la relation & deux arguments.
Cette relation satisfait alors aux conditions: ~xRx et xRy — yRax.

—>
Soit ¢ = (X, B) un graphe donné orienté. Nous appelons arc un
couple ordonné (x, i) de sommets du graphe G, pour lesquels nous avons

m}_ifzj. Par I', nous désignons les y pour lesquels il existe un arc (z,y);
par 17" les y pour lesquels il existe un arc (y, ).

Si l’ensemhle X du graphe G contient exactement un point , tel -
que I]’;oll = 0 et exactement un point z tel que |/,| = 0 et si sur ’ensem-
ble U de tous les ares du graphe donné est définie une fonction ¢ admettant

—>
des valeurs absolues non négatives, nous dirons que 7 = (X, 2y, 2, I, ¢>
est un réseau de transport. Nous appelons flot ¢ du réseau T une fonction
définie sur I'ensemble U des arcs du graphe G et admettant des valeurs
absolues telles que 0 <e(l)<e¢(l) et D ¢(y,z)— D ¢lx, y) =0 pour

Yely veI's 1
chaque ze X. z

2. Soit une séquence de nombres mnaturels 7 = [ry, s,y ...y 70l;
->

r<ryy, pour ¢ =1,2,...,n—1. Nous disons que le graphe <X, R) réalise
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Ia séquence 7 si X = {®y, ..., ¥},
(%) Ayl =I5 =r; pour i =1,2,...,%.

Construisons pour la séquence donnée r un réseau de transport
.

T, =X, @2, Byc) tel que: X = {Ty, ..., @Bny Y1y ooy Ynby T2y = {@15 -+,
cevs Tty Iy, = Wiy ooy Yicts Yigrs oo oy Unby ITh = {y1y oy Yu}y €t o(a, ®;)
=15, ¢(@;, y;) =1 pour & #*j, o(y;,2) = ;.

Soit ¢ le flot du réseau T, saturant les arcs périphériques, c¢’est-a-dire
Py, @) = ¢(ay, 3) et @y, 2) = ey, 2). R R

Si un tel flot existe, alors pour le graphe {{@;}i-;, B>, ol x;Rw; si
et seulement si ¢(x;, y;) = 1, la condition (x) est satisfaite. D’olt nous
obtenons facilement

THEOREME 1. Afin qu’il existe, pour une séquence donnée r = [rq, ...,

—

cevs o]y un graphe <X, B> réalisant celte séquence, il faut et il suffit
pour le réseau de transport T qu’il existe un flot ¢ saturant les arcs périphé-
riques.

Evidemment, si un tel flot existe, ¢’est un flot maximum. On peut
aisément 1’obtenir en appliquant Palgorithme de Ford-Fulkerson [1].
I1 est done facile d’observer que pour une séquence donnée r il peut exister
plusieurs graphes réalisants non-isomorphiques.

Dans le cas des graphes symétriques nous avons:

THEOREME 2. Afin qu’il existe, pour une séquence donnée r = [ry, ...,
cooy T], un graphe symétrique (X, B, o X = {w,, ..., 2}, tel que la con-
dition Iy} =iy ¢ =1,2,...,n, soit satisfaite, il faut et il suffit pour
le réseau de transport T, quil exisie un flot ¢ saturant les arcs périphéri-
ques et tel que @z, y;) = @(%;, Yi) pour chaque i,j =1,2,..., n.

D’ol résulte évidemment: la

CONCLUSION. La condition nécessaive pour qu’il existe, pour wune

séquence donnée v = [ry, ..., 7], un graphe syméirique réalisant, est que
n

¥; s0it un nombre pair.

i=1
Nous voyons que cette condition est également suffisante, c¢’est-
-a-dire si nous avons une séquence de nombres naturels » = [ry, ..., 1,],

3

ol )'r; est un nombre pair, et si séquence r admet un graphe réalisant,
=

il existe alors tout au moins un seul graphe réalisant symé-
trique. Il nous semble important d’exposer un algorithme pour
obtenir ce graphe réalisant symétrique, en partant d’une réalisation
quelcongue obtenue par I'application de 1’algorithme de Ford-Fulkerson.
L’algorithme recherché va symétriser le flot ¢ dans le réseau 7,.. Au
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paragraphe suivant nous allons présenter la démonstration de ce théoréme,
justement au moyen de la construction d™un algorithme approprié.

3. On appelle chemin une séquence d’arcs telle que ’extrémité ter-
minale de chaque arc coincide avec lextrémité initiale de 1’arc suivant.
On appelle cirecuit un chemin dans lequel I'are terminal coincide avee
Parc initial. Nous allons désigner un eircuit par [I, ..., ;] ou bien par
[@gy ooy i)y, OV By =g, L = (2;_1,2), ¢ =1,2,..., k. Un circuit sera
élémentaire si pour chaque ¢,j =1,2,...,k, ¢ £j,2;,_; = x;_, entraine
Ty 7 @iy €6 Wiy = @ entraine ; # @;_,.

>

Un graphe (X, B>, dont tous les arcs constituent un circuit élémen-

taire, est appelé graphe eulérien

LEMME 1. Soit G = (X, R) un gmphe réalisant la séquence v el

supposons que pour chaque z,yeX on a: a:R Y entraine ~ yRac Alors chaque
composante de connexion du graphe G est un graphe eulérien.

Ceci résulte immédiatement de la condition (x) dans la définition
d’un graphe réalisant.

>

Soit G = (X, B> un graphe eulérien & nombre pair d’ares » = 2k.
Nous désignerons par [#,...,#,] un circuit élémentaire de ce graphe.
Nous le faisons correspondre au graphe symétrique S(G) = <X, B>, ou
;. Bw; 81, et seulement si ¢ = 2m—1, j =2m pour m = 1,2, ..., k. Nous
appellerons opération de symétrisation opération 8.

On déduit facilement le

LevME 2. 8¢ le graphe G réalise la séquence v, le graphe S(G) réalise
ausst la séquence r.

> -

Soient ¢, = (X, B,) et (, = (Y, R,y deux composantes du graphe
G, qui sont des graphes eulériens. Soient [z, ..., &w] €t [¥y, ..., ¥,] des
circuits élémentaires convenables des graphes G, et G,. Nous ferons cor-

>

respondre au graphe ¢ un graphe connexe L(G)=<(X +Y Ry qui est
eo'alement un graphe eulérien, de telle sorte que u; R1w7 = sz,,:v, et
y,Rz% _ylP3y, pour tous les Couples z, i dlfferents de i =0, j =1;

considérons aussi ~w0R3w1, ~y0R3 Y1y wOP;,.yl, J(,R 2;. Nous appellerons
couplage des composantes opération K.

Nous obtenons maintenant le

LeMME 3. 8¢ le graphe G réalise la séquence v, le graphe L(G) réalise
éqgalement r.

-
Soit ¢ = <(X-+Y,R> un graphe composé de deux sous-graphes
> >

séparés G, = (X, Rx) et G, = (¥, Ry)> qui sont des graphes eulériens,
olt [@y, ..oy @m]y Yoy .-y ¥n] sont des circuits élémentaives convenables.
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Soit en plus woﬁyo, yogxo et m = 2k+1, n = 2p--1. Faisons correspondre
au graphe G un graphe symétrique 8’ (G) = (X-+Y, R), ou x;Rz; et
y; Ry; si et seulement si, lorsque ¢ = 2m, j = 2m+1pourm = 0,1, ...,k
conformément m =0,1,...,p et ~mRy; pour ¢=20,1,...,m;
j=0,1,...,n Nous appellerons symétrisation avec détachement du point
[#0, ¥o] Popération 8. On obtient

LeMME 4. Si le graphe G réalise la séquence 1, le graphe S'(G) réalise
également la séquence r.

11 résulte des lemmes 1-4 qu’en effectuant les opérations S, K et 8’
sur des composantes convenables du graphe @ réalisant la séquence 7,
nous ne changeons pas 'ordre des ramifications de ses sommets, c¢’est-
-a-dire les nombres || = |5,

Nous allons démontrer maintenant le

THEOREME 3. 87 pour une séquence donnee ¥ o= [1y, ..., ] tl pwiste

un graphe réalisant <X, R), alors la condition nmécessaire et suffisante que
pour la séquence donnée qu’il existe au moins un graphe réalisant (X, )
symétrique, est que
n
D 1 soit un nombre pair.
t=1

|

La démonstration consisté & construire un algorithme transformant

-
le graphe (X, B> en graphe (X, B},
=

Soit G = (X, R) un graphe réalisant la séquence r et qui n’est pas
symétrique. Rejetons du graphe @, pour linstant, tous les ares (z, )
>

iy
pour lesquels nous avons xRy et yRz. 11 est facile d’observer que chaque
composante, qui n’est pas un sommet isolé du graphe partiel G obtenu
de telle maniére, est un graphe eulérien (Lemme 1). Il résulte de la con-
dition (i) que le nombre des composantes de longueurs impaires des
circuits appropriés est pair. Sur les composantes de longueurs paires
des circuits nous effectuons lopération de symétrisation. Soient K, et K,
deux composantes quelconques du graphe G de longueurs impaires des
circuits. Si elles n’ont pas été associées aux arcs rejetés précédemment,
nous procédons i Dopération de couplage. 11 est facile de remarquer
(Lemme 3) que le graphe connexe obtenu de telle sorte est un graphe
eulérien & longueur paire du circuit. Nous le soumettons & I'opération de
symétrisation et répétons cette procédure successivement pour chaque
couple de composantes appropriées du graphe @ de longueurs impaires
des circuits. Nous n’avons symétrisé encore que les composantes du
graphe G & 10ngueu1 impaire des circuits qui formaient des couples asso-
¢iés tout au moins & un seul couple d’ares (x, y) et (y, z), précédemment
rejetés. Soit I, K, un couple de ces composantes et soit (x, ¥) et (y, 2)
un couple d’arcs qui est un couple guelconque des arcs précédemment
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rejetés joignant les composantes K, et K,. Considérant ce couple d’arcs
comme un point [wz,, ¥,] (voir la définition de P’opération §') nous effec-
tuons sur K; et K, Popération de symétrisation avec détachement du
point. Aprés avoir successivement effectué cette opération sur les autres
couples de composantes qui ne sont pas des sommets isolés, nous resti-
tuons tous les ares, précédemment rejetés, qui n’étaient pas des ponts
lors de Popération §8’; de telle sorte nous obtenons un graphe ¢ = (X, R)
symétrique, réalisant la séquence r (Lemmes 2-4).
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