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Remarques sur la construction des graphes symetriques

1. Introduction. Dans le travail [2] on trouve une discussion des 
problemes lies a la construction des multigraplies et des graplies syme­
triques a l’ordre determinó de ramification de leurs sommets. Dans le 
present travail nous avons recours aux theoremes de la thóorie du róseau 
de transport afin de resoudre le probleme dans le cas des graphes symó- 
triques, ce qui permet d’utiliser l’algorithme de Ford-Fulkerson pour 
la construction des graphes realisants. Nous avons obtenu un critere de 
realisation plus simple que celui de Hakimi, en surplus nous avons con- 
struit un algorithme de symetrisation des graphes orient ós.

Comme graphe oriente sans boucles, nous considerons ici un couple
ordonne <X, R}, ой X  est un ensemble quelconque fini de points, appeles

■“>*
sommets, et' R — une relation quelconque a deux arguments definie sur
l’ensemble X  et satisfaisant a la condition: ~xR x. Dans le cas d’un 
graphe symetrique nous dófinissons par R la relation a deux arguments. 
Cette relation satisfait alors aux conditions: r^xRx et xRy -+yRx.

Soit G =  <X, R } un graphe donnó orientó. ISTous appelons are un 
couple ordonne (x, y) de sommets du graphe G, pour lesquels nous avons

—У
xRy. Par Гх nous designons les у pour lesquels il existe un arc ( x ,y ) ’, 
par Г - 1 les у pour lesquels il existe un arc (y,x).

Si l ’ensemble X  du graphe G contient exactement un point a?0 tel 
que IGcq1! =  0 et exactement un point s tel que \FZ\ — 0 et si sur l’ensem­
ble U de tous les arcs du graphe donnó est definie une fonction c admettant
des valeurs absolues non negatives, nous dirons que T — (X , x0, z, R, c> 
est un róseau de transport. Nous appelons flot cp du róseau T une fonction 
definie sur l ’ensemble U des arcs du graphe G et admettant des valeurs 
absolues telles que 0 <  <p(l) <  e(l) et y>(y, x )— £  У) —  ̂ pour

_ v  у е Г х  у еГ х 1chaque x e X.
2. Soit une sequence de nombres naturels r =  [r1} r2, . .. ,  rn];

r < r i+I poui* i =  1 ,2 , 1. Nous disons que le graphe <X, R} realise
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la sóquence r si X  =  {xx, . . . ,  xn},

(*) \ГХ.\ =  \Г^\ =  fi pour i =  1 ,2 , . .. ,  w.

Construisons pour la sequence donnee r un reseau de transport 
Tr =  <X, -R, c> tel que: X  =  H ,  . .. ,  xn, yx, . .. ,  yn}, r XQ =  {aq, . .. ,
• • • > -̂ a:̂  == {.Уг i • • • > 2/ś—1> Vi+1 j • • • j 2/и}? =  {2/lj • • • > 2/n}j (̂̂ o? *̂ i)
=  n, c{Xi, yf) =  1 pour i #  j, e{yu z) =  rf .

Soit (p le flot du reseau Tr saturant les arcs peripheriques, c’est-a-dire 
<p{®0, *&i) == (̂*̂ 0 5 *̂<) <p (у? ? — в{У]1 %)‘

Si un tel flot existe, alors pour le graphe <{ -̂}^=1, _R>, ou Bxj si 
et seulement si <p{Xi,yj) =  1, la condition (*) est satisfaite. D ’ou nous 
obtenons facilement

T h e o k e m e  1. Afin quHl existe, pour une sequence donnee r — \rx, . .. ,  —>“
. . . , r n], -im graphe <X, .R> realisant cette sequence, il faut et il suffit 
pour le reseau de transport T qu4l existe un flot (p saturant les arcs periphe­
riques.

Evidemment, si un tel flot existe, c ’est un flot maximum. On peut 
aisement l’obtenir en appliquant l’algorithme de Ford-Fulkerson [1]. 
Il est done facile d’observer que pour une sequence donnee r il peut exister 
plusieurs graphes realisants non-isomorpbiques.

Dans le cas des graphes symetriques nous avons:
Tiieokeme 2. Afin qu4l existe, pour une sequence donnee r =  \rx, . .. ,  

r№], un graphe symetrique <X, В}, ой X  =  {xx, . .. ,  xn}, tel que la con­
dition | /у  =  Vi, i — 1 ,2 , . . . ,n ,  soit satisfaite, il faut et il suffit pour 
le reseau de transport Tr quHl existe un flot <p saturant les arcs peripheri­
ques et tel que <p{xi, yf) — <p{Xj, yf) pour chaque i , j  =  1 ,2 , n.

D ’ou rósulte evidemment* la
C o n c l u s io n . La condition neeessaire pour quHl existe, pour une 

sequence donnee r =  \rx, . .. ,  rn~\, un graphe symetrique realisant, est que
П

ri soit un nombre pair.
i =  1

Nous voyons que cette condition est egalement suffisante, e’est- 
-a-dire si nous avons une sequence de nombres naturels r =  [rx, . .., rn],

П
ou. £  fi e&t un nombre pair, et si sequence r admet un graphe realisant,

i = 1

il existe alors tout au moins un seul graphe róalisant syme­
trique. Il nous semble important d’exposer un algorithme pour 
obtenir ce graphe róalisant symetrique, en partant d’une realisation 
quelconque obtenue par l’application de l’algorithme de Ford-Fulkerson. 
L’algorithme recherche va symetriser le flot <p dans le reseau Tr. Au
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paragraplie suivant nous allons presenter la demonstration de ce theoreme, 
justement au moyen de la construction d’un algorithme арргорпё.

3. On appelle chemin une sóąuence d’arcs telle que l’extrśmite ter­
minale de chaque arc coincide avec l’extremite initiale de l’arc suivant. 
On appelle circuit un chemin dans lequel 1’arc terminal coincide avec 
Pare initial. Nous allons designer un circuit par [lx, . .. ,  lk] ou bien par 
[x0, ... ,  %], ой xQ =  xk, li =  (Xi_x, %i), i =  1 ,2 , . .., Jc. Un circuit sera 
elementaire si pour chaque i , j  =  1 ,2 , . . . , 1c, i ф j , Xi_x =  Xj_x entraine 
Xi Ф Xĵ  et Xi_x — Xj entraine Xi Ф Xj_x.

Un graphe <X, By, dont tous les arcs constituent un circuit elemen­
taire, est appele graphe eulerien.

L e m m e  1. Soit G =  <X, By un graphe realisant la sequence r et
supposons que pour chaque x, у eX  on a: xBy entraine ^  yBx. Alors chaque 
composante de connexion du graphe G est -un graphe eulerien.

Ceci resulte immediatement de la condition (*) dans la definition 
d’un graphe realisant.

Soit G =  (X , By un graphe eulórien a nombre pair d’arcs n =  2k. 
Nous designerons par [x0, ..., xn] un circuit elementaire de ce graphe. 
Nous le faisons correspondre au graphe symetrique &'(G) — <X, By, ou 
XiBx-j si, et seulement si i =  2m—1, j  =  2m pour m =  1 ,2 , . .., Tc. Nous 
appellerons operation de symetrisation l ’operation S.

On deduit facilement le
L e m m e  2 . Si le graphe G realise la sequence r, le graphe 8 (G) realise 

aussi la sequence r.

Soient Gx =  <X , B xy et 6r2 =  <Y, Вф> deux composantes du graphe 
G, qui sont des graphes euleriens. Soient [x0, . .. ,  xm] et [y0, . . . , y n] des 
circuits elementaires convenables des graphes Gx et G2. Nous ferons cor-
respondre au graphe G un graphe connexe L(G) = '< X +  X, B3y qui est

-ф-
egalement un graphe eulerien, de telle sorte que xiBxXj =  XiB3Xj et ■>
yiB2i)j =  УгВ3у,- pour tous les couples i , j  different^ de i =  0, j  =  1;
considerons aussi ^  х0Вгхх, ~ y 0Bzyx, x0B3yx, y0B3xx. Nous appellerons 
couplage des composantes l ’operation K.

Nous obtenons maintenant le
L e m m e  3 . Si le graphe G realise la sequence r, le graphe L(G) realise 

egalement r.

Soit G — ^ X + Y , B y  un graphe compose de deux sous-graphes
separes Gx — (X ,  Bx ) et 6r2 =  <Y, ВТУ qui sont des graphes euleriens, 
ou [x0, ... ,  xm], [y0, yn] sont des circuits elementaires convenables.
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Soit en plus x0Ry„, y0Rx0 et m =  2&+1, n =  2 p + l. Faisons correspondre 
au graphe O un graphe symetrique S'(G) =  <X -f Y, R},  oil XiRXj et 
yiRyj si et seulement si, lorsque i =  2m, j  =  2 m + l pour m =  0, 1, . . . ,  k, 
conformement m — 0, 1, . . . ,  p et r^XiRyj pour i =  0, 1, . . . ,  m; 
j  =  0 ,1 , . .. ,  n. Nous appellerons symetrisation avec detachement du 'point 
[ж0,у 0] l’opśration S'. On obtient

Lemme 4. Si le graphe G realise la sequence r, le graphe S'(G) realise 
egalement la sequence r.

II resulte des lemmes 1-4 qu’en effectuant les operations S, К  et Sf 
sur des composantes conyenables du graphe G rśalisant la sequence r, 
nous ne changeons pas 1’ordre des ramifications de ses sommets, c ’est- 
-a-dire les nombres \ГХ\ =  \ГХ1\.

Nous allons demontrer maintenant le
Theoeeme 3. Si pour une sequence donnee r — \rx, . . . , r n~] il $xiste 

• *>■
un graphe realisant <Y, R }, alors la condition necessaire et suffisa7ite que 
pour la sequence donnee qu4l existe au moins un graphe realisant <X, R } 
symetrique, est que

П
(i) £  ri s°ti un nombre pair.

i =  i
La demonstration consiste a construire un algorithme transformant 

le graphe <2T, R > en graphe <X, R),
Soit G — <X, R } un graphe realisant la sóquence r et qui n’est pas 

symetrique. Eejetons du graphe G, pour l’instant, tous les arcs {x, y)
pour lesquels nous avons xRy et yRx. II est facile d’observer que chaque 
composante, qui n’est pas un sommet isole du graphe partiel G obtenu 
de telle maniere, est un graphe eulórien (Lemme 1). II resulte de la con­
dition (i) que le nombre des composantes de longueurs impaires des 
circuits appropries est pair. Sur les composantes de longueurs paires 
des circuits nous effectuons l’operation de symetrisation. Soient K x et K 2 
deux composantes quelconques du graphe G de longueurs impaires des 
circuits. Si elles n’ont pas <$te associees aux arcs rejetśs prścódemment, 
nous procedons a l’operation de couplage. II est facile de remarquer 
(Lemme 3) que le graphe connexe obtenu de telle sorte est un graphe 
eulerien a longueur paire du circuit. Nous le soumettons a l’operation de 
symetrisation et repetons cette procedure successivement pour chaque 
couple de composantes appropriees du graphe G de longueurs impaires 
des circuits. Nous n’ayons symetrise encore que les composantes du 
graphe G a longueur impaire des circuits qui formaient des couples asso- 
ćiśs tout au moins a un seul couple d’arcs (x, y) et {y, x), prócedemment 
rejetśs. Soit K x, K 2 un couple de ces composantes et soit (x, y) et (y, x) 
un couple d’arcs qui est un couple quelconque des arcs prćcedemment
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rejetós joignant les composantes K 1 et K 2. Considćrant ce couple d’arcs 
comme un point [oo0, y0] (voir la definition de l’operation S') nous effec- 
tuons sur K x et K 2 l ’operation de symetrisation avec ddtachement du 
point. Apres avoir successivement effeetue cette operation sur les autres 
couples de composantes qui ne sont pas des sommets isolśs, nous resti- 
tuons tous les arcs, precódemment rejetes, qui n’etaient pas des ponts 
lors de P operation S' ; de telle sorte nous obtenons un graphe G =  <X, R} 
symAfcrique, rdalisant la sequence r (Lemmes 2-4).
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