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Wiazki liniowe (II)

I think it is true to say that this theorem of Bott must rank
as one of the real achievements of topology and it is certainly
something of which everybody should be aware.

M. F. Atiyah

Wstep. Praca niniejsza jest kontynuacja artykulu Wigzki liniowe (1),
opublikowanego w numerze XII. 1 Prac Matematyeznych (cytowanego
w dalszym eciggu jako {WI}). Rozwijamy w niej teorie wigzek liniowych,
uzywajac jej nastepnie do konstrukeji funktora K.

Waznoéé tego funktora, skonstruowanego zaledwie kilka lat temu [7],
potwierdzona zostala rozwiazaniem za jego pomocy szeregu zardéwno
klagyeznyeh, jak i nowych zagadnied matematyki, bezskutecznie atako-
wanych innymi metodami. Wystarczy wspomnie¢ o pracach nad wyzna-
czeniem maksymalnej liczby pél wektorowych, liniowo niezaleznych na
sferach, uwientezonych pozytywnym rezultatem [2], dzigki zastosowaniu
K-teorii. Innym klasyeznym problemem bylo zagadnienie istnienia tzw.
rzeczywistych algebr z dzieleniem, tj. mozliwosci wyposazenia zwyklej
struktury przestrzeni wektorowej R™ w dodatkowe dzialanie — mnozenie,
wraz z ktorym przestrzen ta bylaby algebra (z dodatkowym 2zgdani=m,
by iloczyn dwu elementéw mniezerowych byl elementen niezerowym).
Od dawna znano eztery takie algebry: ciala liczb rzeczywistych, zespolo-
nych, kwaternionéw i liczb Cayleya, odpowiadajace wartoSciom » = 1, 2,4
i 8. Twierdzenie, iz sa to jedyne przyklady rzeczywistych algebr z dzie-
Jeniem, zostalo wprawdzie pierwotnie udowodnione (zresztg zupelnie
niedawno) metodami teorii homologii [1], ale dowod tego faktu byl nie-
zmiernie zawiklany i bardzo diugi. K-teoria i jej centralny wynik —
twierdzenie Botta — stworzyla mozliwo$é nudowodnienia tego twierdzenia
W gposob mieporownanie prostszy [18]. Innym zagadnieniem, ktdéremu
K-teoria dostarczyla nowych metod [4], jest problem nastepujacy: dla
danej m-wymiarowej rozmaitofei rézniczkowalnej znalezé najmnie]jsza
liczbe %, dla ktérej istnieje zanurzenie rozniczkowalne w przestrzen RF.
Wiadomo ze k < 2n (twierdzenie Whitneya [10]), ale oszacowanie to jest
dla danej rozmaito$ei — na ogol — zbyt grube.
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Ale to tylko kilka probleméw rozwigzanyeh za pomoca K-teorii —
takich jedynie, o ktérych mozna méwié bez wprowadzania pojeé zlozonych.

Osobna uwaga nalezy sie zwigzkom K-teorii z tzw. twierdzeniem
Botta o periodyecznofci.

Nie bedzie przesads twierdzenie, ze przewazajaca cze$é prac z topo-
logii algebraiczne]j i rézniezkowe]j ostatnich kilkunastu lat skoncentrowana
byla na badaniach topologii grup liniowyeh GL(n, R) i GL(»n, C) i bez-
pofrednich konsekwencjach tych badan. Zasadnieze twierdzenie udowod-
nione przez Botta [12] méwi, ze grupy homotopii ,(GL(n, C)) (dla
% > k) sa albo trywialne (dla k parzystyeh), albo izomorficzne z grupg Z
(dla % nieparzystyeh); powtarzaja sie zatem okresowo i okres jest réwny 2.
Podobne twierdzenie dla grup m(GL(n, R)) dowodzi, ze m;(GL(n, R)) ~
o wy, 4 (GL(n, R)) (n > k), tzn. typ izomorficzny tych grup powtarza
sie okresowo i okres rowny jest 8. Bott wyznaczyl réwniez szczegélowo
wartosei tych grup. Aparat uzyty w pierwotnym dowodzie tych twierdzen
jest skomplikowany i wymaga stosowania teorii punktéw krytyecznych
M. Morse’a (w szezegolnofei twierdzenie Morse’a o indeksie), teorii grup
Liego, teorii homotopii (ciggi dokladne dla przestrzeni widknistych) itp.
Piekny, choé moze nieco zwiezly wyklad teorii Botta podany jest w ksigzce
Milnora [21]. PéZniej twierdzenie Botta zostalo zinterpretowane w ter-
minach K-teorii i udowodnione na jej gruncie w sposéb elementarny [6].
Jednym z celéw tej pracy jest przytoczenie tego dowodu ze szezegdlami
(dla przypadku zespolonego).

Wynik Botta postuzyl nie tylko do rozwiazania szeregu waznych
probleméw topologicznych, ale — i to cheieliby$§my tutaj przede wszystkim
podkresli¢c — mial ogromny wplyw na szereg zagadnient analizy mate-
matycznej, zgrupowanych wokol tzw. problemu indeksu. Chodzi tu
mianowicie o pewna klase ciagltych operatoréw liniowych (tzw. pseudo-
rézniczkowych, obejmujgcg miedzy innymi klase operatoréow rodzniecz-
kowych i calkowych szerokiego typu), dzialajacg na przestrzeni funkeji
rézniczkowalnyeh RF — C", o zwartych suportach. Operator pseudo-
rozniczkowy P jest lokalnie przedstawialny w formie calki

1

Po(z) = o

e pia, b1z,

gdzie ® jest transformatg Fouriera funkeji @, a p (z, &) pewnym odwzoro-
waniem rézniczkowalnym okreslonym na R*, o wartosciach w przestrzeni
M (n, C) macierzy zespolonych n-tego rzedu (niekoniecznie nieosobli-
wych), majacym odpowiednie wlasnodci. (Trudno w tym miejscu Dlizej
zajmowaé sie nawet definicja operatora pseudorézniczkowego; teoria
tych operator6w wylozona jest w artykulach [13], [16] i [19].)

Bada sie réwniez operatory pseudordzniczkowe na rozmaitosciach [24].
Tzw. czesé gtéwna odwzorowania p(z, &) indukuje odwzorowanie ciagle R*
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w M(n, C). Jesli wartodci tego odwzorowania (dla & = 0) sg macierzami
nieosobliwymi, méwimy wtedy, ze operator P jest pseudoeliptyczny (dla
operatoréw rozniczkowych pokrywa sie to ze zwyklg definicjg operatora
eliptycznego). Przy pewnych dodatkowych zalozeniach czesé gléwna
plx, &) operatora pseudoeliptycznego indukuje odwzorowanie ciggle
8%-1 » GL(n, C). Zgodnie z twierdzeniem Botta odwzorowaniu takiemu
(a raczej jego klasie homotopii) odpowiada jednoznacznie wyznaczona
(z dokladnoécia do znaku) liczba calkowita. Rozwazania analityczne
implikuja, ze wymiar przestrzeni rozwigzan réwnania pseudoeliptycznego
P® = 0 jest skoriczony. Podobnie wymiar jadra operatora sprzezonego P*
(jako pseudoeliptycznego) jest skorneczony. Liczba calkowita dimkerP —
—dimkerP* zwana indeksem operatora, jest zatem poprawnie okre-
slona.

Twierdzenie o indeksie operatora pseudoeliptycznego mowi, ze te
tak réznymi drogami skojarzone z operatorem liczby s3 (przy odpowiedniej
konwencji znakoéw) identyczne. Uogodlnienia tego twierdzenia na przy-
padek rozmaitodei rézniczkowalnych wymagaja juz, nawet w sformulo-
waniu, uzycia terminéw K-teorii ([8], [9], [23]).

To co wyzej napisaliémy nie moze byé niczym wiecej niz tylko
préba zasygnalizowania waznosei omawianej problematyki topologicznej
dla analizy. Nie bedzie chyba przesads twierdzenie, ze K-teoria jest ta
wlasnie galezig topologii algebraicznej, ktora bedzie istotnym narzedziem
teorii réwnan rézniczkowych czgstkowyeh (w szerszym znaczeniu). Dlatego
artykul niniejszy zaadresowany jest gldwnie do niespecjalistow w topo-
logii algebraicznej, w szczegdlnodei do matematykow’ zajmujacych sie
analizg matematyczng czy geometrig rézniezkows, w nadziei iz umozliwi
im on zapoznanie si¢ z elementami K-teorii wyloZonymi od poezgtku.
Niezaleznie od tego, topologowie znajdg w nim, byé mozZe, pewne
uproszezenia i nowe sformulowania. Oczywidcie artykul ten jest
tylko wprowadzeniemn w bardzo obszerng dziedzine, jaka jest K -teo-
ria ([3], [18]).

Warto tez zwrécié uwage, ze podany nizej dowdd twierdzenia Botta
sam korzysta z takich twierdzen analizy, jak twierdzenie Féjéra i twier-
dzenie calkowe Cauchy’ego. Jest to jeszeze jeden dowdd na poparcie
tezy o blizszym, w niedalekiej przyszlodei, zwigzku miedzy analiza a to-
pologiag algebraiczng (tym razem analiza uzyta w dowodzie twierdzenia
fopologicznego).

W pierwszych odmiu paragrafach podajemy konstrukeje nowyeh
wigzek liniowych z uprzednio danych, wlasnogei tych konstrukeji, definicje
i wlasnogei trzech funktoréw Vect, k¥ i K. W paragrafach VI i VII badamy
zwigzki grap homotopii ,(GL(C)) z K-teorig. W paragrafie IX formulu-
jemy twierdzenie Botta o periodycznoéci i stosujemy je do obliczenia
grup homotopii n,b.(GL(C)). Nastepny paragraf pod§wiecony jest przed-
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stawieniu idei dowodu twierdzenia Botta o periodyeznodei na gruncie
K-teorii; ostatnie trzy paragrafy zawieraja szeczegdly tego dowodu.

Poczgwszy od paragrafu III rozwazamy wiazki jedynie o bazach
zwartych, a od paragrafu V tylko wiagzki zespolone. Wigzke trywialng
(X x C* X, n) oznaczamy zawsze Przez 1%, opuszezajge ewentualnie
jeden Iub oba wskazniki. Symbol ey zastrzezony jest dla odwzorowania
identycznosciowego przestrzeni X na siebie. Sfere n-wymiarows ozna-
czamy przez S,, pomijajac niekiedy wskaznik dla jednowymiarowej
sfery 8.

I. Subwiazki, metryka riemannowska, wiazki dopelniajace. Niech
¢ 17 beda wigzkami liniowymi nad bazg B, oraz E(&) = E(y). Wigzka £
jest subwiqzkq wiazki 7, jedli kazde wldkno &, jest podprzestrzenig wekto-
rowg wiékna #, (be B). Notujemy woéwezas & < 9.

Zauwazmy, ze jesli n, 1 n, sa subwigzkami & i kazde wldkno & jest
sumg prosta odpowiednich wldkien wigzek #, i 7,, to odwzorowanie
N1DN2 (X1, @) - @+ X,¢e & jest izomorfizmem wigzek. Prawdziwe jest
rowniez twierdzenie odwrotne.

TWIERDZENIE 1. Dla kaidej subwiqzki &" < ™ istnieje wigeka do-
pelniajaca & < n, dla kidrej £DEL ~ 1.

Dowodzge twierdzenia 1 poshizymy sie nastepujacym lematem
o istnienin metryki riemannowskiej:

LeyaT 1. Dla kaide] wigzki liniowej & istnieje ciagle odwzorowanie

> (véE >R

bedace iloczynem skalarnym na kazdym wldknie &, X &,.

Dowéd. Niech (U,),. bedzie pokryciem otwartym bazy B wigzki &,
dla ktorego wigzki &| U, sa trywialne, a (p.)..4 rozkladem jednoéci wpi-
sanym w pokrycie (U,),.,. Niech h,: U, X R* - a"'(U,) (acd) bedzie
odwzorowaniem realizujgcym warunek lokalnej trywialnosei i k, = poh7?!
(p: BX R"* — R" naturalne rzutowanie). Wtedy

n
(dat (EDENTL> (@, ) - Y K@) Ki(y) e R
i1
jest metryka riemannowska na &|U,. Oczywidcie odwzorowanie
: = gad da
aed
jest metryks riemannowsks na &.

Zupelnie analogicznie dowodzi sie odpowiedniego lematu dla wigzek

zespolonych.
Badajac wigzki liniowe z ustz\»lon@ metryka riemannowsksg mozemy
postugiwaé sie ukladami sekeji ortonormalnych.
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Dowéd twierdzenia 1. Przyjmijmy E(&L) = {weqn: <{(z,y> =0
dla wszystkich ye &,,} oraz z, = x| E(&"). Wystarczy stwierdzi¢ spel-
nienie warunku lokalnej trywialnosei w otoczeniu dowolnie ustalonego
punktu b,e B. Zauwazmy, ze istnieje otoczenie U punktu b, i m orto-
gonalnych sekeji o;: U — 5| U, z ktérych pierwszych n jest réwnoezeénie
sekcjami wigzki &]U (konstrukeja takich sekeji przebiega w oparciu
0 znang metode ortogonalizacji Grama~Schmidta).

Woéwezas odwzorowanie

m—mn
h: Ux R™"5(b, x) +Z 200 1(b) e a7 (U)
iz
realizuje warunek lokalnej trywialno§ei w otoczeniu U punktu b,. Rzeczy-
widcie, odwzorowanie odwrotne dane formula

= (e) = (7(0) (<o, Tmar (@)D, -, e, aulmle)]))

jest ciggle, a wiee h jest homeomorfizmem, liniowym na wibéknach.
Uwaga. Twierdzenie o istnieniu wigzki dopelniajgcej jest szczegdlnym
przypadkiem ogdlniejszego sformulowania, méwiacego ze jadro epimor-
fizmu wigzek liniowych jest subwigzka.
WNI0SEK 1. Dla kazdej wiqrki skoticzonego lypu & istnieje wiqzka 1,
dla ktorej suma Whitneya £@v jest wiacka trywialng.

Dowéd. Niech f: B — @, , bedzie odwzorowaniem ciggtym bazy B
wigzki & w przestrzenn Grassmanna G, ,, dla ktérego f*(yd) o & (twier-
dzenie 6 [WI]). Wigzka uniwersalna y;, jako subwigzka (n+ p)-wymiarowe]
wigzki trywialnej 7, ~ ma wigzke dopelniajaca y1. Suma Whitneya
wigzek 5 = f*(yt) i 5’73'est trywialna, poniewaz

n®& = fFpef (v = rerh) = (., ,) =15

LEMAT 2. Niech ¢: & —n bedzie homomorfizmem wiqzek liniowych,
ktorego rzad jest ten sam na kaidym wiéknie (tzn. ¢,: &, — n, ma ten sam
rzad dla kazdego x z bazy X). Wiedy ¢(£) = ((p(E(S)), X, n1<p(E(§)))
jest subwigzkq 7.

Dowdd. Wystarczy sprawdzi¢ jedynie warunek lokalne] trywialnosei
w odniesieniu do ukladu ((p (H(&), X, n|o(B (S))). Oczywiscie mozna
zalozyé, ze wigzka & jest trywialna, tj. F(§) = X x V, gdzie V jest usta-
long przestrzenig wektorowa. Niech W, < V bedzie przestrzenia dopel-
niajacg do przestrzeni kerg, (dla ustalonego e X),a7v = X XW,<c XXV
subwigzka wiazki X X V. Naturalny homomorfizm y: 7 — 7 (zlozenie
inkluzji v — & z homomorfizmem ¢) jest monomorfizmem na wildknie
7, = {#} X W,, a wiec i na widknach z pewnego otoczenia U punktu .
(U X W,) jest zatem subwiazka 7| U. Dowdd zakonezymy pokazaniem,
ze p(Ux W) =¢(&lU). Inkluzja »(UXxW,) < ¢(&]U) wynika z defi-
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nicji . Poniewaz dimy,(r,) = dimy,(7,) = dime,(£,) = dimg,(§,) dla
ye U, wiee inkluzja ¢(&|U) < p(U X W,) jest réwniez prawdziwa.

PrzykrAp. Endomorfizm w: & — & wigzki liniowej & w siebie, dla
ktdrego 92 = v, nazywamy rzulowaniem. Rzutowanie jest przykladem
homomorfizmu, ktérego rzad jest ten sam na kazdym widknie (o ile baza
wigzki & jest spojna). Wynika to z obserwacji, ze odwzorowanie {e;— y)
jest réwniez rzutowaniem 1 imy,4im(e,—v,) = &, jest sumg prostg
przestrzeni wektorowych, dla dowolnego x z bazy & Rzutowanie y:
& — & rozklada wigzke & na sume Whitneya subwigzek & ~ y(£)®
@ (es— p) (£)-

II. Tloczyny tensorowe wiazek liniowych, wiazki homorfizméow,
wigzki dualne, funktor Vect. Majac jedna lub kilka przestrzeni wekto-
rowych (ktore mogg byé traktowane jako wiazki liniowe nad bazg punk-
towa) mozemy zdefiniowaé szereg nowych przestrzeni wektorowych.
Na przyvklad dla pary (rzeezywistych lub zespolonych) przestrzeni wekto-
rowych ¥V i W mamy okrelong:

1° sume prosta VoW,

2° iloezyn tensorowy VW,

3° przestrzen wektorowag Hom (V, W) transformacji liniowych Vw W.

Pojedynezej przestrzeni wektorowej V moze byé przyporzadkowana

4° przestrzen dualna V* = Hom(V, R) (lub Hom(V, C))

5° k-ta potega zewnetrzna A*V.

Rozszerzymy teraz wyzej przypomniane operacje na dowolne wigzki
liniowe. W celu podania jednolitej konstrukeji, wygodnie jest postuzyé
sig pojeciem funktora. Niech % oznacza kategorig, ktérej obiektami sg
skorniczenie wymiarowe przestrzenie wektorowe, a morfizmami izomorfizmy
liniowe.

Funktorem n-zmiennych T: £X...X¥ - % bedzie operacja przy-
porzagdkowujaca: -

(a) Kazdemu ukladowi % przestrzeni wektorowych V,,..., V,e%Z
przestrzen wektorowg T(Vy, ..., V,)eZ.

(b) Kazdemu ukladowi » izomorfizméw f;: V,-> W, i1 =1, ..., %)
izomorfizm T(fy, ..., fo): T(Vyy..., Vo) > T(Wy, ..., W,), przy czym
T(ey,s - -sep,) = €pp,,..,vy Oz T(fi0g1, ..., f,09,) = T(f1,..., Ja)o
0T (g1 -+ Pu)-

Mowimy dalej, ze funktor F jest ciqgly, jesli T'(f,,...,f,) zaleiy
w sposob ciagly of f;. (W zbiorze izomortizméw dwoch przestrzeni wekto-
rowych skofiezenie wymiarowych mamy okreg§lona naturalng topologie.)
Zauwazmy, ze wyzej wymienione operacje 1°-5° dostarczaja przykladow
funktorow ciaglych.
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Niech §&,,..., &, beda wigzkami liniowymi nad baza B, a T: ¥ X
X ... X& — % cigglym funktorem # zmiennych. Podamy konstrukeje
wigzki ¢ = T (&, ..., §,) nad bazg B, ktérej wléknem w punkeie be B
bedzie
my = T((Edps -+ (£ade)-

Niech F(7) =H;7m n: E(n) > B (a(n,) = {b}) 1 n = (B(%), B, a).

TWIERDZENIE 1. Istnieje naturalna topologia na E{(xn), dla ktérej g
jest wiqzka liniowaq.

Dowoé6d. Niech (U,),.4 bedzie pokryciem otwartym B, dla ktdérego
wiazki £;] U, sa trywialne i niech

Bi: U,x R* — a7'(U,)
realizuje warunek lokalnej trywialnodei dla wiazki &; w zbiorze U,.
Dla kazdego be U, zdefiniujmy

By R¥iom — hi(b, @) e (&),
i przyjmijmy
kot UgX T(R1, ..., R¥) 5 (b, @) > T(RYpy ..., B2 ) (@) e n ' (U,).

Twierdzimy, ze istnieje dokladnie jedna topologia, dla ktorej kazde k,
jest homeomorfizmem. RazeczywiScie, jest to prawda na mocy lematu
1. 1T [WI] i wobec faktu, ze ciaglo§é funktora T zapewnia ciaglo§é od-
WZOrowania

kplok,: (U,nU)XT(R, ..., R*) -~ (U,nU,)x T(R", ..., R*).

Zanwazmy dalej, ze rzutowanie n jest ciagle, a wprowadzona topo-
logia nie zalezy od wyboru pokrycia (U,),.4. Odwzorowania k, realizuja
warunek lokalnej trywialnosei w skonstruowanej wigzce n = T'(&,, ..., &,).

Stosujac twierdzenie 1 do funktoréw @, ®, Hom, *, A*, otrzymujemy
sume @y wigzek liniowyceh (pokrywajgca sie ze zdefiniowana w [WI]
sumg Whitneya), iloczyn tensorowy &&z, wiagzke Hom(é, %) (ktoérej
wléknami sg przestrzenie Hom (£, 7,)), wiazke dualng &* i k-ta potege
zewnetrzng .1¥& (Warto w tym miejseu zaznaczyé, ze wigzki A¥€ maja
podstawowe znaczenie przy konstrukeji tzw. operacji Adamsa A%, za
pomocy ktorych rozstrzygniete zostaly uprzednio wspomniane takie
klasyczne problemy, jak klasyfikacja p6l wektorowych liniowo nieza-
leznyeh na sferach, problem istnienia algebr R"™ z dzieleniem i wiele
innych.)

Z wlasnofei iloczynu tensorowego i sumy prostej przestrzeni wekto-
rowych wynikaja natychmiast nastepujace wzory:

(o =08, ((n)®f =@ (ndl),
EQn = n®E, (89O = ER(R(),
(ol ~ (o (nR!).
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Oznaczmy przez Vect, X zbidr wszystkich n-wymiarowych wigzek

nad baza X (rozwazanych z dokladnodcia do izomorfizmu), a przez
o]

Vect X = () Veet, X zbiér wszystkich wigzek liniowych nad X. Bez-

n=90
posrednig konsekwencja ostatnich formul jest

WNIOSEK 1. (Vect X, @, ®) jest polpiericieniem abelowym.

LEMAT 1. Jezeli f: B, — B, jest odwzorowaniem ciaglym, a &, ..., &,
wiqekami liniowymi nad bazg B,, to dla dowolnego funktora cigglego n
zmiennych T

Jr T (Ery ey &) = T(f &y, ., [ 8.

Dowdd. Wystarezy sprawdzi¢ prawdziwosé ostatniej formuly tylko
dla wigzek trywialnych, dla ktorych jest ona jednak oczywista.
W szezegdlnoSel otrzymujemy jako
WNIOSEK 2.
e =M &of (),
H(E®n) = f(5)Bf"(8),
f*(Hom (£, 7)) = Hom(f*(8), f*(n)).

Z dwoéch pierwszych formul wniosku 2 wynika zatem, ze odwzoro-
wanie ciggle f: X — Y indukuje homomorfizm pélpierécieni f*: Vect ¥ » &
—f*&e Vect X.

TWIERDZENIE 2. Przyporzadkowanie X ww~s Vect X, f s f* jest funk-
torem (kontrawariantnym) z kategorii przestrzeni topologicenych w kategorie
polpierécieni abelowych.

Dowé6d. Z twierdzenia 1 [WI] (jednoznacznoéé), wynikajg natych-
miast potrzebne zwigzki (gof)" = ffog* oraz €5 = éyectx-

II1. Przestrzenie sekcji ciaglych, wigzki nad iloczynami kartezjan-
skimi przestrzeni topologicznych. Oznaczmy przez I'(£) przestrzen wekto-
rowg (ciagltych) sekeji wiazki & nad baza B, tj. przestrzen odwzorowan
o: B-—>§& dla ktérych moo = ep. (Dzialania dodawania 1 mnozenia
przez skalar sga zdefiniowane w I'(§) w naturalny sposéb.) Dla dalszych
rozwazah uzyteczne bedzie wprowadzenie w I'(&) topologii podyktowanej
przez pewng norme. Wybierzmy metryke riemannowskg ¢ > na £ i zde-
fininjmy dla sekeji o: B — & liczbe

o = sup{V' <o (@), o(2)>: we B}.

7Z wlasnoéei metryki riemannowskiej wynika natychmiast, ze | |:
I'(&) - R jest normg w I'(£). Przestrzen ta ma wiec strukture przestrzeni
unormowanej (nawet Banacha). Rozwazaé¢ bedziemy rdéwniez ciagle

A-parametrowe rodziny sekeji (A-przestrzen topologiczna), tj. odwzoro-
wania ciagle o: BX A — £, ktore — dla kazdego ustalonego elementu
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aeA — sa sekcjami wigzki & Przestrzen I['(¢, 4) A-parametrowych
sekeji mozna réwniez latwo wyposazyé w strukture przestrzeni unormo-
wanej, przyjmujac

o]l = sup{¥ <o (@, a), (2, a)): (@, a)e BX A}.

Istnieje fcisty i niezmiernie wainy zwigzek miedzy I'(Hom(§, n))-
-przestrzenia ciaglych sekeji wigzki Hom(é&, 4) i przestrzenig wektorows
HOM (&, n)-homomorfizméw wigzki & w 5. (Dla £ = 5 obie te przestrzenie
s3 algebrami unormowanymi.) Przestrzenie te bedziemy identyfikowaé
ze soba, a kanoniczny izomorfizm liniowy .

HOM(&, 5) 2 > {B>x — ¢| &, Hom (&, 5)} e I'(Hom (¢, 7))

bedzie odwzorowaniem identyfikujgcym.

Zwroémy uwage, ze g e HOM (&, 5) jest izomorfizmem wigzek liniowych
(pe ISO (&, n)) wtedy i tylko wtedy, jedli odpowiadajaca mu sekeja jest
sekcjg izomorfizmow, tj. dla dowolnego x z bazy odpowiadajaca mu
warto§é sekcji jest izomorfizmem liniowym &, — #,. Zbidér sekeji izo-
morfizméw I';(Hom(&, 5)) jest podzbiorem otwartym w I'(Hom(§, 7).

Podobnie rozwaza¢ mozna A-parametrowe rodziny sekeji izomor-
fizméw i ich zbiér I't(Hom(£, n), 4), otwarty w I'(Hom(é, 5), A).

Nieeh ¢ bedzie wigzkg liniows nad baza B. Dla przestrzeni topolo-
gicznej X oznaczmy przez & X X wigzke liniows nad BXx X:

EXX = {B(&)x X, BX X, nX ex}.

Zauwazmy dalej, Zze w naturalny sposéb mozna identyfikowadé prze-
strzenie wektorowe HOM(&X X, nx X) 1 F(Hom(é, ), X) oraz ich
podzbiory ISO(£Xx X, nx X) i I'y(Hom(é, ), X).

Zdefiniujemy jeszcze dwa wazne pojecia. Mowimy, ze dwa izomor-
tizmy ¢, 1 @, € ISO(&, %) sa izohomotopijne, jezeli istnieje [0, 1]-parametrowa,
ciggla rodzina izomerfizméw PD;: &x{[0,1] -4, dla ktérej D, = ¢,
(i = 0, 1). Relacja izohomotopii jest oczywiScie relacja rownowaznoéciows
w zbiorze izomorfizméw ISO(é, n). (Skladowa Iukowej spojnodei izo-
morfizmu ¢ w przestrzeni ISO (&, ) jest dokladnie zbiorem izomorfizméw
izohomotopijnych z ¢.) Latwo sformulowaé¢ odpowiedni warunek izohomo-
topijno$ei sekeji izomorfizmow.

Przez sume prosta o,®o, sekeji (rodziny sekeji) o,¢ I'(&) (1 =1, 2)
rozumieé¢ bedziemy sekeje (rodzine sekeji) zdefiniowang wzorem
(0,@0,) () = o, {(B)D o (x)e £, &,. Analogieznie okredla sie iloczyn tenso-
rowy o,0,.

Zaobserwujmy, ze przestrzen izomorfizméw ISO(X x V) wigzki try-
wialnej X X V (V — przestrzen wektorowa) mozna identyfikowaé z prze-
strzenig odwzorowan eciaglych X w GL(V) = {zbiér izomorfizméw

12 — Roczniki PTM — Prace Matematyczne XVI
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przestrzeni wektorowej V} (z naturalng topologia), poprzez ‘transfor-
macje:
ISO(X X V)29 - {X > - F,e GL(V)}e C(X, GL(V)),

gdzie F, = F|{x}x V — {w} x V. Transformacja ta indukuje bijekcje
miedzy zbiorem izomorfizméw izohomotopijnych ISO,(X X V) a zbiorem
klas homotopii odwzorowan X — GL(V). (Przestrzen GL(C") bedziemy
zapisywaé jako GL(C, n) i identyfikowaé¢ z grupa topologiczna nieosobli-
wych macierzy zespolonych n-tego stopnia.)

TwIERDZENIE 1. Niech & bedzie zespolong wigzkq trywialng nad prze-
strzenia $ciagalng. Wiedy dwa dowolne izomorfizmy ¢,: & - X X C" (i =
= 0, 1) sq 4zohomotopijne.

Dowo6d. Wystarezy stwierdzié, ze izomorfizm @ = g,o97': X X C* —
— X X C" jest izohomotopijny z izoniorfizmem identycznodciowym lub —
zgodnie z ostatnimi uwagami — ze odwzorowanie

(%) Xox - D,¢ GL(C, n)

oraz odwzorowanie X — GL(C, ») stale réwne identyeznosci w GL(C, #n),
sg homotopijne. Oczywiscie, wobec $ciggalnodei przestrzeni X odwzoro-
wanie (*) jest homotopijne z pewnym odwzorowaniem stalym. Kazde
dwa odwzorowania stale w przestrzeni GL(C,n) sa — wobec lukowej
spojnosei tej przestrzeni — homotopijne. Z faktu przechodniodeci relacji
homotopii odwzorowali wynika wiec prawdziwo§é twierdzenia.

Kazdy izomorfizm wigzki trywialnej £ nad bazg X, na standardowsg
wigzke trywialng X X C" nazywamy trywializacjq tej wigzki. Ostatnie
twierdzenie méwi zatem, ze dwie dowolne trywializacje wigzki trywialnej
nad baza $ciggalng sg izohomotopijne.

Podkreslié nalezy, ze wszystkie proste uwagi tego paragrafu maja
. podstawowe znaczenie dla dalszych rozwazan. W przyszlosei czesto be-
dziemy uzywali opisanych wyzej identyfikacji, bez specjalnego zwracania
uwagi na ten fakt.

IV. Sklejanie wigzek liniowych.

LEMAT 1 (0 rozszerzaniu sekeji). Niech & bedzie wiqzkq liniowa nad
bazq B, A podzbiorem domknigtym B i o: A — £| A sekejg wiqeki &|A.
Istnieje sekcja o: B — &, kidra jest rozszerzemiem sekcji o, tj. o|A = o.

Dowéd. Dla wigzki trywialne) lemat wynika natychmiast z twier-
dzenia Urysohna o rozszerzaniu funkeji.

Niech (U,),.; bedzie pokryciem otwartym B, dla ktorego wiazki
&)U, sg trywialne. Niech {g¢},.; bedzie rozkladem jednosci wpisanym
w pokrycie (U,),.;, a o, rozszerzeniem ¢|U,Nn A na U,. Wtedy o = D ¢,0,
jest rozszerzeniem sekeji ¢ na przestrzenn B. sel
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WNIOSEK 1. Niech & i n bedqg wigzkami liniowymi nad bazq B, A dom-
knietym podzbiorem B, a ¢: E|A —n|A izomorfizmem restrykcji wiqeek.
Wiedy istnieje otoczenie U zbioru A i rozszerzenie ¢ do izomorfizmu E|U — 4| U.

Dowéd. Zgodnie z identyfikacjg opisang w paragrafie IIT traktujemy
¢ jako sekeje wigzki Hom(&|4, n|4) ~ Hom (&, #)| A. Sekeje te mozemy
rozszerzyé na caly przestrzen B, otrzymujac homomorfizm ¢: & — 9
rozszerzajacy izomorfizm ¢. Poniewaz zbidr

U == {we B: p|&, jest izomorfizmem},

jest otwarty i zawiera 4, wie teza jest udowodniona.

Operacja sklejania wiqeek. Zatézmy, ze przestrzen B jest sumg pod-
zbioréw domknietych B, i By, A = B,nB, oraz &, = (E(Ei), 7y By) sa
wigzkami liniowymi nad B; (¢ = 1,2). Niech ¢: & |4 — &|A bedzie
izomorfizmem wigzek. W zbiorze FE(&,)u E(&,) zdefiniujmy nastepujaca
relacje rownowaznofei == : elementy e i ¢ ¢ E(&;)u F(&,) sa réwnowazne
wtedy i tylko wtedy, jedli s3 identyczne, badZz e = ¢(e’), badz ¢’ = ¢(e).
Niech l

(&) YB(&,) = H05e) =

bedzie przestrzenia ilorazows wyposazong w topologie ilorazows. Twier-
dzimy, ze & U & = (B(&) v E(&,), m; Um,, B) jest wigzka liniows nad B.
@ (4 14

Zaobserwujmy, ze wldkna (m; U m,) ' (x) majg naturalng strukture prze-
¥

strzeni wektorowej. Wystarczy sprawdzi¢ tylko warunek lokalnej try-
wialnodei i to jedynie w punktach zbioru 4, poniewaz E(&,)u F (&) BN A
£ 4

jest sumg rozlgezng przestrzeni (E(§1)|B,\A)u F(&,)]| B, 4, w ktorych
warunek ten jest oczywiscie spelniony.

Niech aed, &|U, bedzie wigzkg trywialng nad otoczeniem dom-
knietym U, punktu ¢ w X,, a

v §1U U, xC*

izomorfizmem wiazek. Niech 9,: & | U, n A — (U, N A) x C" bedzie restry-
keja vy do E(&| Uy A). Zdefiniujmy izomorfizm

Vo = 09| B(&E|ANT,): &|U,nA (U, nA)x C

I przedtuzmy go do izomorfizmu y,: &,|U, — U, X C", gdzie U, jest oto-
czeniem zbioru ANU,; w X, (wniosek 1). Zauwazmy, ze izomorfizmy
v, 1 ¢, przyjmuja réwne wartosci na identyfikowanych punktach z (&, U;n
NAYU (&,|U,n4), indukuja wiec izomorfizm Y1V Pl 51;) EITLT, -

- (U, uU,)x C* realizujagcy warunek lokalnej trywialnodci dla &,u &,
w otoczenin U, uU,. ¥
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Zanotujmy pewne proste fakty wynikajace natychmiast z twiep-
dzenia o wigzkach indukowanych przez odwzorowania homotopijne
(twierdzenie 5 [WI]):

WNIOSEK 2. (a) Niech n bedzie wiazka nad B X [0, 1]. Wiqzki n| B X {0}
7 n|Bx {1} (traktowane jako wigzki nad B) sq izomorficzne.

(b) Jeseli B jest przestrzeniq $ciqagalng, to kaida wiazka n nad bazq
A X B jest wiqzkaq postaci & X B, gdzie & jest odpowiednio dobrang wiqzke
nad A.

Pierwszy z tych faktéw postuzy do dowodu waznego lematu.

LEMAT 2. Jedeli izomorfiemy ¢;: £§/B,NBy, —->#|B,NB, (i =0,1)
sq izohomotopijne, to wiqzki & U i & g 7 sq tromorficzne.

1 2

Dowé6d. Homotopia &, laczaca ¢, i ¢, indukuje izomorfizm wigzek
(]A)x I i (n|A)XI (A =B,NBy, I =1[0,1]):

D: E(&|A)xIs(x, 1) — (D), t)e B(n]| A) X I.
Utwoérzmy wigzke (& x 1) Y (< I) nad bazg BX I. Z wniosku 2 (a)
wynika, ze wigzki (& X 1);3 (n x I)| Bx {0} oraz (&§X I)QL)J (nx )| Bx {1} sa
izomorficzne. Wobec oczywistego izomorfizmu

(ExD Y DIBx{i} = Euy  (i=0,1)

otrzymujemy prawdziwo$é tezy.

Kilka dalszych uzytecznych wlasnosci operacji sklejania wiazek
ujetych jest w lemacie 3, ktérego dowéd trywialny pomijamy.

LEMAT 3. Niech B bedzie sumaq zbioréw domknigtych B, i By, A = B, NB,.
Jeseli &, 1 n; sq wiazkami nad B; (i = 1,2), @ ¢y: &, | A — E| A, a2 91| A —
— 1, | A izomorfizmami restrykeji wiqzek, to

(a) (& %52)@(771 :}{2”72) = (51@7]1)%\5%(52®7h)a
(b) (£1U &E)@(n1u n,) = (5:Q8m) U (£:Q1,),
?1

2} 9189y
(c) istnienie izomorfizmow f,: & — 1; przemiennych z izomorfizmami
(@08, = Ba0@y) implikuje, se wiqeki &0 & © 7,V s 8¢ izomorficzne,
%1 P2

(d) dla & = &|B; wigeki & U &, © & sq izomorficzne.
€E($)4)

W dalszych paragrafach rozwazaé bedziemy wylaeznie wigzki liniowe
zespolone (nad bazami zwartymi).

V. Homotopijna interpretacja Vect,(2B). W zbiorze odwzorowan
cigglych przestrzeni X w Y relacja homotopijnogei dwdéch odwzorowan
jest — jak latwo sprawdzi¢ — relacja réwnowaznoSciowy (zgodna z ope-
racjy skladania odwzorowan). Zbiér klas homotopii oznaezmy przez
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[X, Y], a klase homotopii odwzorowania f przez [f]. W naszych rozwa-
zaniach szezegélnie wazny bedzie zbidr [ X, G, gdzie G jest lukowo sp6jng
grupa topologiczng. Zbiér ten mozna w naturalny sposéb wyposazyé
w strukture grupy, defininjac mnozenie wzorem [f]:-[¢g] = [f-¢]- Dla
X = 8, (sfera n-wymiarowa) grupe [8,,G] oznacza sie przez m=,(G);
jest to tzw. n-ta grupa homotopii przestrzeni G. (Jak wiadomo, grupy
homotopii — nieco inng metods — definiuje sie dla dowolnych przestrzeni
topologieznych. Efekt tej konstrukeji pokrywa sie jednak w wypadku
lukowo spojnych grup topologicznych z wyzej podanym.)

W dalszych rozwazaniach uzyteczna bedzie nastepujaca konstrukeja.
Niech X bedzie przestrzenig topologiczna, I = [0, 1]. Stozkiem CX nad
preestrzeniq X mnazywamy przestrzen ilorazows przestrzeni X X I przez
relacje rownowaznofei identyfikujaca wszystkie elementy zbioru X X {1}.
W zbiorze ilorazowym CX = X X I/X X {1} wprowadzimy topologie ilo-
razowg. Zbior X X {0} nazywamy podstawg stozka, a klase elementéw
z X X {1} jego wierzcholkiem.

LEMAT 1. Stosek CX nad dowolnq przestrzeniq topologiczna X jest
przestrzeniq Sciagalng.

Dowod. Odwzorowanie ciggle

CX x 1 3((w, 1), u) > (, L—(L—w)(L—1t))e CX

(gdzie W) jest klasg elementu (z, t)e X X I) realizuje homotopie miedzy
identiycznoéciag na CX a odwzorowaniem stalym na wierzcholek stozka.

Identyfikujac podstawy stozkéw C*X = X X I/X x {1} oraz (X =
= X X [—1, 0]/X X {—1} otrzymujemy nowg przestrzen topologiczng XX,
zwang podniesieniem przestrzeni X. Dla przestrzeni topologicznej X
z wyréznionym punktem gz, definiuje si¢ roéwniez przestrzen SX =
= XX [—1,1])/X x {—1,1}u {®,} x [—1,1] (tzw. zredukowane podnie-
sienie przestrzeni X).

Podniesienie X8, (jak réwniez zredukowane podniesienie 88,), sfery
n-wymiarowej, jest przestrzenig homeomorficzng ze sferg -1 wymiarows
Spie-

Przypominamy, ze przez Vect,2X oznaczamy zbior #-wymiarowych
wigzek zespolonych nad podniesieniem XX przestrzeni X. Interesujgcej
interpretacji homotopijnej tego zbioru dostarcza nastegpujace

TWIERDZENIE 1. Istnieje naturalne bijekcja zbioru Vect,XX na zbior
[X, GL(C, n)].

Dowod. Zgodnie z koncowymi uwagami paragrafu III wystarczy
stwierdzi¢ istnienie naturalnej bijekeji zbioru Veect,2X na zbiér
IS0, (X x €%, klas izomorfizméw izohomotopijnych. Niech £e Vect, 2X.
Sciggalnosé przestrzeni C* X i ¢~ X implikuje trywialno$¢ wiazek &, =
= ¢|0*X 1 & = £|C™X. Poniewaz kazde dwie trywializacje wigzek
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£ 1 &_ sg izohomotopijne (twierdzenie 1.III), wiec przyporzadko-
wanie

(*)  Veet,ZX 3£ - [(a~ | X X C")o(a® | X X C*)1]e ISO, (X x C"),

gdzie a* i a~ sa dowolnie wybranymi trywializacjami — odpowiednio
& 1 &, jest dobrze okre§lone.

Przyporzadkowanie odwrotne uzyskujemy za pomoeg operacji
sklejania. Niech 7 = XX X C® bedzie wigzky trywialng nad XX, 7.
= 1|0Y X, 7_ = 7|0~ X i niech [®] bedzie klasg izohomotopii elementu
D e ISO (X x C*). Wtedy odwzorowanie

IS0, (X X €") > [@] > 7,y 7_e Veot, XX

jest dobrze okredlone (lemat 2. IV) i odwrotne wzgledem odwzorowania (*).
Latwo teraz ustalié¢ bijekcje miedzy zbiorem [ X, GL(C, »)] a Veet, L X:

vt [X, GL(C, n)]2[¢] -1, U 7_€ Vect,, XX
. ?

WNI0SEK 1. Istnieje naturalna bijekcja k-wymiarowej grupy homotopii
7 (GL(C, n)) na zbidr Vect, (S, 1)

VI. Systemy proste. Funktor K. Grupy homeotopii pelnej grupy liniowej.
Niech {X,},.n bedzie rodzing podzbioréw (niepustych), a {f, ,: X, - X}
rodzing odwzorowan (okreflonych dla k = »). Méwimy, ze uklad {X,, f, i}
jest systemem prostym zbioréw, jesli dla dowolnych =, k, m naturalnych
(n < k< m) spelmiony jest warunek f ,,0f, = fun- Interesujacy jest
przypadek systemu prostego, w ktérym zbiory X, i odwzorowania f, ;
59 odpowiednio obiektami i morfizmami ustalonej kategorii. W szezegol-
nosei rozwazaé bedziemy kategoric polgrup, grup, przestrzeni topolo-
gicznych i grup topologicznych. Ze szezegblnie nieskomplikowanym
przypadkiem systemu prostego mamy do czynienia wowezas, jesli {X,}
jest rosngeq rodzing podzbioréw ustalonego zbioru, a kazde f, ; odwzoro-
waniem inkluzji. System taki oznaczamy przez {X, < X, < ...}. W zbiorze
U X, zdefininjmy relacje rownowaznosci: elementy ze X, i ye X; sa
neN
réwnowazne wtedy i tylko wtedy, jesli f, (%) = fi .(y) dla pewnego
me N. Przestrzen ilorazowa nosi nazwe granicy prostej systemu i oznaczana
jest przez lim X, .

n—>co

Granica systemu prostego pélgrup (grup, pélpierscieni) ma naturaina
strukture pélgrupy (grupy, polpierscienia). Dla «a, felim X, okre§lamy

n—-o0
iloczyn a-f jako réwny klasie réwnowaznoseli iloczynu reprezentantow
a i f, nalezgcych do tego samego zbioru X, (istnienie takiego zbioru
wynika z definicji systemu prostego). Stwierdza sie natychmiast po-
prawno§é takiej definicji.
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Podobnie granica systemu prostego przestrzeni topologicznych ma
naturalng strukture topologiczng. Rozwazymy jedynie istotny dla nas
przypadek systemu {X; =« X, c ...}. Podzbiorein otwartym w zbiorze
X =1mX, = [J X, bedzie z definicji zbior, ktérego przeciecie z kazda

N—>00 neN

przestrzenig topologiczng X, jest otwarte w X,.
PrzYKEAD 1. Pelna grupa liniowa GL{C).
Dla n, ke N (n < k) zdefininjmy ciggly monomorfizm grup liniowych
A 0
far: GL(C,n)> A —>( )eGL(C,k)
k—n
({;_, jest macierzg jednostkowg rzedu k—n). Poprzez ten monomorfizm
identyfikujemy GL(C,n) z jej obrazem w GL(C,k). Oczywidcie
{GL(C, n), f,.x} jest systemem prostym grup topologicznych; jego granice
GL(C) = lim GL(C, ») nazywamy pelng grupq liniowa. Z wyzej przytoz
n—>00

czonych uwag wynika, ze GL(C) jest grupa topologiczng (sprawdzié
nalezy jedynie cigglo§é operacji mnozenia).
Przykrap 2. Grupa K (X).

Rozwazmy polgrupe (Veet X, @) zespolonych wigzek liniowyeh nad
przestrzenig zwartg X. Dla n, k N (n < k) okreslamy odwzorowanie

Jur: Vect, X > & > E@T " Veet, X

(zwréémy uwage, ze ¢, ; na ogll nie sg ani surjektywne ani injektywne).
Widaé natychmiast, ze {Vect, X, g, ,;} jest systemem prostym zbiordw.

Niech

K (X) = lim Veet, X.
N0

Klase réwnowaznosel wigzki & w K (X) oznaczaé bedziemy przez E
Zauwazmy, ze wigzki £e Vect, X 1 5je Vect,, .Y wyznaczaja te samg klase
réwnowaznosei w K (X) wtedy i tylko wtedy, jezeli é@7* ~ n®* dla
odpowiednich % i p naturalnych. Wiazki spelniajgce ostatni warunek
nazywany s-roéwnowaznymi. Innymi slowy K (X) jest przestrzenig ilo-
razowa przestrzeni Veet X, przez relacje s-réwnowaznosei. Dzialanie @
w polgrupie Vect.Y jest zgodne z ta relacja i indukuje w przestrzeni
ilorazowej K (.Y) strukture polgrupy (dzialanie ® nie jest na ogél zgodne
% ta relacjy). Zerem w przestrzeni K (X) jest klasa rownowaznodci dowolnej
wigzki trywialnej nad X. Co wiecej, K (X) jest grupg wzgledem induko-
wanego dzialania oznaezonego w dalszym ciggu symbolem 4. Rzeczywidcie,
niech 4 bedzie dowolnym elementem z K (X) 1 niech & bedzie wigzka
liniowg nad XX, dla ktdrej suma Whitneya £@y jest trywialna (wniosek 1. I).
Oczywiscie E—H} jest elementem zerowym w K (X).
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Niech f*: Vect Y — Vect X bedzie homomorfizmem indukowanym
przez odwzorowanie ciggle f: X — ¥. Homomorfizm ten indukuje z kolei
homomorfizm grup

f* E(Y)>q >y K(X).

L

Podobnie jak w przypadku funktora Vect, jeS§li odwzorowania fi ¢
sa homotopijne, to f* = ¢*; jesli f jest réwnowaznodeig homotopijng, to
homomorfizm indukowany jest izomorfizmem. Funktor K dziala wiec
z dokladno$cig do typu homotopii (grupy K przestrzeni o tym samym
typie homotopii sg izomorficzne).

Przyxkrap 3. Granica prosta grup [X, GL(C, n)].

Odwzorowania

fart [X, GL(C,n)]>[¢] = [fur09]e [X, GL(C, k)]

defininjg system prosty grup {[X, GL(C,n)], fn’k}. Latwo pokazaé, ze
dla przestrzeni zwartej X granica lim{X, GL(C, n)] tego systemu jest

grupg izomorfiezna z [X, limGL(C, ’;L)] = [X, GL(C)]. W szczegdlnosei
7, (GL(C)) = lim[8y, GL(C, n)]. Istnieje Scisly zwigzek miedzy grupami

N—>00
[X, GL(C)] i K(2X). Zdefiniujmy nastepujacy nieskonczony diagram
przemienny:

[X, GL(C, 004X, GL(€, 1)1 [X, G1(€,2)1%2 ..~ [X, GL(C, m) 1.
o b b~ Vo
VectoZX L Vect, ZX 2 Vect, XX 2% ... - Vect, ZX L

gdzie fn,m 11 9p ney 59 zdefiniowane w przykladach 3 i 2, a y, sg bijekejami
okre§lonymi w paragrafie ITI (twierdzenie 1) (Diagram ten ustala —
W naturalnym znaczeniu tego zwrotu — izomorfizm dwu systemow
prostych {[X, GL(C, »)], f; x 1{Vect, 2 X, g, ,} rozwazanych jako systemy
zbioréw).

Okre§lamy odwzorowanie

p: [X, GL(C)] - K (ZX)

wzorem y({a}) = p,(a), gdzie {a}e[X, GL(C)] jest klasag elementu
_ae[X, GL(C, n)]. Przemienno§¢ diagramu zapewnia poprawno§é¢ tego
okre§lenia, a bijektywno§é odwzorowan v, implikuje bijektywnosé v.
Stwierdzimy, ze odwzorowanie y jest izomorfizmem grup.

Niech {a} i {8} bedg klasami réwnowaznos$ci w [ X, GL(C)] elementow
aife[X,GL(C,n)]iniech a = [f] oraz 8 = [¢]. Elementy f i g sg zatem
odwzorowaniami eigglymi przestrzeni X w grupe topologiczng GL(C, n)
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macierzy nieosobliwych n-tego rzedu. Iloczyn ich f-¢ jest odwzorowaniem
tego samego typu. Pokazemy, ze y({a}-{8}) = vw({a})+ v ({#}). Obliczmy

v(ap{BY) = v({af}) = v({lf-91}) = yallfg]) = 70y 22

oraz
p({eh)+v{B}) = v({[/I+v{lg]) = (/D +vallg]) =
__ n n n ny o “2n 2n.
(T+kfj 1_)—{—(1+u ) T+fk®1g‘t_
Dla zakoiiczenia dowodu wystarczy stwierdzi¢, ze wigzki v U 77
oraz n"kaJ 2* 33 s-réwnowazne. 1o
>g

Niech 1: X — GL(C,n) bedzie odwzorowaniem przyporzagdkown-
jacym punktom z przestrzeni X macierz jednostkowa T. Sumy proste
odwzorowan

f(@)g()]0
0o |1

f®) | 0

0 g

83 homotopijne. Homotopia dana jest formuls:

Xx[0,1]3(x,1) —

(f(x) cog? 1-ct+f(x x)sin? %-rt | (f(m )g () — f () sin {nt cos It
(9(@)— 1I)sin 2“tcos it | Isin?lnt+ g(2)cos?int

fg®l: X>x~>( )eGL(C,Qn),

feg: stv—>( )eGL((_?,2n)

)e GL(C, 2n).

Implikuje to fakt (lemat 2.1IV), ze wiazki <"y 7™ i 70 u "
fog " g
it Y 7" $3 s-réwnowazne.

o~ (T fFa) " )@ 1" 89 izomorficzne, a wiee rﬁff\éj 7% i
TdowodniliSmy wiec nastepujgce
TWIERDZENIE 1. Grupy [X, GL(C)] 4 K (XX) saq izomorficzne.

W szezegélnodei dla grup homotopii grupy liniowej, wobee faktu,
ze XS, = 8,,,, mamy nastepujacy wazny:

WNIOSEK 1. Grupa K (Sp41) jest izomorficzna z n-ta grupa homotopii
7, (GL(C)) petnej grupy liniowej (n = 0,1, ...).

Poézniej wyliczymy grupy K (S,.,), a wiee tym samym i nn(GL(C)).
Potrzebne nam bedzie jednak nastepujace twierdzenie o strukturze grupy
7, (GLL(C)), ktérego elementarny dowdd znajduje sie w monografii Cheval-
leya [157:

TWIERDZENIE 2. Grupa nl(GL(C)) jest dzomorficena z addytywne
grupa lezb catkowitych.

Sciglej, Chevalley podaje dowdd faktu, ze dla dowolnego n natural-
nego =, (GL(C, n)) = Z. Wobec wyzej przytoczonych uwag o systemach
prostych implikuje to jednak, ze m,(GL(C)) = Z.
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WNIOSEK 2. Grupa I (8s) jest izomorficena z addytywna grupe liczb
catkowitych Z.

Jak juz wspominali§my, grupa topologiczna GL(C, n) jest lukowo
spéjna. Implikuje to fakt, ze zerowa grupa homotopii mo(GL(C, n)) =
= [8,y, GL(C, n)] jest grupa trywialng. Wobec bijektywnosei zbioréw
[8,, GL(C, )] i Vect,(28,) = Vect,, 8, jedynymi wigzkami zespolonymi
nad okregiem 8, sg wigzki trywialne. Oznacza to jednak, ze

WRNIOSEK 3. Grupa K (81) jest trywialna.

Oczywicie grupa K (X) dowolnej przestrzeni §ciggalnej jest trywialna.

Na zakoniczenie tego paragrafu warto przytoczyé nastepujaca wia-
domogé: stosunkowo prosto dowodzi sie (np. [21]), ze =, (GL(C, k) =
= 7, (GL(C)} dla wszystkich k> (n+1)/2. Wyjasniajae strukture grup
7, (GL(C)) otrzymuje si¢ zatem natychmiast informacje o grupach
7, (GL(C, k) (k> (n+1)/2). Nalezy podkredlié, ze struktura grup
7, (GL(C, k)) dla wartosei k < (n+1)/2 jest na ogél nie znana. Z drugiej
strony jednak dla wielu rozwazan teoretycznych (w szezegdlnosei w twier-
dzeniu o indeksie operatoréw pseundoeliptyeznych) znajomo§é grup
7, (GL(C)) (a wiee i x,(GL(C, k)), k> (n+1)/2) jest zupelnie wystar-
ezajaca.

VII. Grupa i pier§cien Grothendiecka. Funkior K. Rozwazmy kate-
gorie, ktorej obiektami sg pélgrupy abelowe majace element neutralny
(zero), a morfizmami homomorfizmy polgrup.

TwIERDZENIE 1. Dia dowolnej pélgrupy abelowej A, majqcej element
zerowy, istnieje grupa abelowa K (A) i homomorfizm [ ]: A — K(A) majgce
nastepujaca wiasnosé uniwersalnosci: Dia kaidego homomorfiemu o: A — B,
potgrupy A w grupe abelowa B istnieje dokladnie jeden homomorfizm grup
a: K(4) — B, dla ktérego ac[ | = a.

Wiasnosé uniwersalnosci wyznacza K (A) jednoznacznie z dokladnoseciq
do tzomorfizmu grup. '

Dowdd. Kwestia jednoznacznosei grupy K{A) jest trywialna.

Istnienie. Mowimy, ze dwa elementy (a,bd) i (a’, d’) zbioru 4 x 4
83 réwnowazne wtedy i tylko wtedy, jezeli istnieja elementy x i yed,
dla ktérych (ata,b+2) = (a’+y, b+ 9). Relacja ta jest, jak latwo
widaé, zgodna z dzialaniem dodawania w pélgrupie A X A. Definiujemy
K (4) jako pélgrupe ilorazows pdélgrupy A x A przez te relacje. Oznaczimy
przez x: A X A - K(A) epimorfizm kanoniezny. Elementem odwrotnym
wzgledem elementu x((a, b)) jest element x((b, @)). Niech j: A>a —
- (@, 0)e A X A bedzie naturalnym homomorfizmem zanurzajacym,a[ ] =
= %0j. Sprawdzimy wlasno§é uniwersalnogei dla pary (K(4), [ ]). Za-
uwazmy najpierw, ze kazdy element g grupy K (4) jest postaci [a]— [b]
dla odpowiednich @ i b z A. Rzeczywiicie,

¢ = =((@, b)) = x((a, 0)+(0, b)) = x((a, 0))—x((b, 0)) = [al—[b].
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Elementy [a] (aed) generuja zatem grupe K ().

Niech a: A — B bedzie homomorfizmem A4 w grupe B. Jeli istnieje
homomorfizm « spelmiajgey warunek ao[ ] = a, to a([a]) = a(a). Latwo
sprawdzié, ze kladac «([a]— [b]) = «(a)— a(b) otrzymujemy poprawnie
okreflony homomorfizm, spelniajacy zgdang wlasnogé.

Twierdzenie powyzsze pozostaje prawdziwe przy formalnej zamianie
terminéw pélgrupa i grupa terminami poélpierscienn i piericieri. Dowdd
przebiega bez zniian (mnozenie w polpierScienin 4 indukuje dzialanie
mnozenia w K(A)).

Dowolny homomorfizm poéigrup (polpiericieni) f: 4, - 4, indukuje
jedyny homomorfizm grup (pierscieni) f: K(4,) — K(4,), dla ktérego

diagram
8 4, L a4,

ny

. . K(4,) > K(4,)
jest przemienny.

Zauwazmy, ze przyporzgdkowanie A4 wws> K(A), fww> f definiuje fun-
ktor # z kategorii polgrup (podipierscieni) abelowych w . kategorig grup
(pierdcieni) abelowych.

Opisana wyzej grupa (pier§cien) K (A4) nosi nazwe grupy (pierscienia)
Grothendiecka.

Oznaczmy przez K (X) — K (Vect X) pierScien Grothendiecka pél-
pierfcienia Vect X, zespolonych wiazek liniowych nad zwarta baza X.
Elementy pierscienia K (X) nazywamy czesto wigskami wirtualnymsi.
Zauwazmy, ze odwzorowanie ciagle przestrzeni topologicznej f: X - Y
indukujgce homomorfizm polpier§cieni f*: Vect Y — Vect X indukuje
jednoczefnie homomorfizm pierscieni (oznaczamy dalej tym samym
symbolem) f*: K(Y) - K(X) (f*([n]) = [f*»]). Z poprzednio podanych
wlasnoécei funktora Veet wynika natychmiast

WnNI0SEK 1. (a) Jezeli odwzorowania f, g: X — Y sq homotopijne, to
homomorfizmy f*, ¢*: K(Y) — K(X) sa réwne.

(b) Jezeli f: X — Y jest réwnowasnosciq homotopijna, to f*: K(Y) —
— K (X) jest wzomorfizmem.

Oczywiscie przyporzadkowanie X wws K(X) i fww>f* 2z kategorii
zwartych przestrzeni topologicznyech w kategorie pierscieni abelowych
jest funktoremn kontrawariantnym (jako zlozenie funktora Vect z ostatnio
zdefiniowanym funktorem %) tzw. K-funktorem (zwanym niekiedy funk-
torem Atiyah-Hirzebruch—-Grothendiecka lub funktorem Grothendiecka).

Badanie wlasnodci funktora K jest przedmiotemn K-teorii. (Obok
zdefiniowanego wyzej funktora K rozwaza sie inny, nie mniej wazny,
I O-funktor, ktory jest efektem zastosowania konstrukeji Grothendiecka
do poélpierscienia rzeczywistych wigzek liniowych Vectp X. Teoria KO-
-funktora jest znacznie frudniejsza.)
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Oznaczmy przez [y] obraz wiazki ne Vect X przez homomorfizm
[ ]: Vect X — K(X).

LeEMAT 1. (a) Kaédy element pierécienia K(X) jest postaci [&]—[n].

(b) [&] = [%] wiedy ¢ tylko wtedy, jeteli E@ v ~ n® T dla pewnej wiqzki
trywialnej nad X. (Wynika stad, ze wigzki £ i v maja wtedy ten sam
wymiar.)

Dowéd. Teza (a) wynika z dowodu twierdzenia 1. VII. (b) Przyj-
mijmy oznaczenia stosowane w dowodzie twierdzenia 1. VII (4 = Vect X).

Rownosé [&] =[] implikuje réwnosé x((£, 0)) = =((n, 0)), eczyli
réwnowazno§é elementéw (£, 0) i (4,0) w Ax A. Zgodnie z definicja
tej réwnowaznodci, istnieje wiazka y, dla ktérej £dy = y®y. Teze otrzy-
mujemy dodajac stronami do ostatniej réwnosei wigzke p, dla ktoérej
suma y@y jest trywialna (wniosek 1. 1I).

Oznaczmy przez dimy wymiar wigzki 7. Odwzorowanie

dim: VectX >y — dimyne Z

jako homomorfizm pdlpierécienia Vect X w pierscien Z, indukuje homo-
morfizm pierscieni
dim: K(X) > Z

(liczbe dim([&]—[%n]) nazywamy wirtualnym wymiarem elementu
[£]1—[nD)-

Odwzorowanie dim pozwala na odsloniecie waznego zwigzku miedzy
grupa i (X), zdefiniowang w poprzednim paragrafie (przyklad 2), a grupows
strukturg pierdcienia K (X).

TWIERDZENIE 2. Odwzorowanie

K(X)>7 — [n]— [t9™] e ker {dim: K (X) — Z}

jest izomorfizmem grup.

Dowéd. Pokazemy najpierw, ze odwzorowanie to jest poprawnie
zdeflmowane, tj. nie zalezy od wyboru reprezentanta z. Rzeczywiscie,
niech 7 = &, czyli @ 4™ *+* = f@78m7+%  (la, odpowiedniego ke N.
Ostatnia réwno§¢ implikuje [5]-+ [z8™F5] = [£]4- [74®7H*], ezyli [9]—
— [?¥™M7} = [£]— [v9™¢]. Stwierdzenie, ze odwzorowanie to jest homo-
morfizmem grup, jest trywialne. Surjektywnos§é wynika z faktu genero-
wania grupy ker{dim: K(X) - Z} przez elementy postaci [5]— [¢%™7],
a injektywno§¢ implikowana jest lematem 1 (b) VII i obserwacjg, ze
zerem grupy K (X) jest klasa wigzek s-trywialnych (tzn. s-réwnowaznych
wigzkom trywialnym).

W dalszych rozwazaniach bedziemy oznaczali — naduzywajac nieco
terminologii — podpierécienn ker{dim: K(X)-> Z} rowniez symbolem
K(X).
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Zaobserwujmy, ze jedli f*: K(Y) — K(X) jest homomorfizmem
piegécieni indukowanym przez odwzorowanie ciggle f: X — Y, to f* (I;T ( Y))c
c K(X), a zatem odwzorowanie ciggle indukuje ré6wniez homomorfizin
f K (Y) —~K (X) pierscieni K. (Uzywanie tego samego symbolu na
oznaczenie odwzorowan indukowanych nie prowadzi do nieporozumien.)

Przyporzadkowanie X wws K (X) i f ww> f* ma réwnies charakter funk-
torialny. Mozna prosto opisaé¢ zalezno$é miedzy pier§cieniem K (X) a jego
podpierscieniem IE(X). Niech ¢: f{(X) — K(X) bedzie inkluzja, a j:
Z>p —signp[v™]e K (X) homomorfizmem prawostronnie odwrotnym
wzgledem homomorfizmu dim (tj. dimoj = e,). Z dokladnodei ciggu
homomorfizméw pierSecieni

0>K(X) >K(X)¥™ 7z 50
i faktu, ze dimoj = e, wynika
WNIOSEK 2. Odwzorowanie

i0j: K(X)0Z — K(X)
jest izomorfizmem pierscient.

VIII. Wigzka Hopfa i jej wlasnoéci.

LeEMAT 1. Iloczyn tensorowy wiqrek okresla w zbiorze Vect, X, jedno-
wymiarowych wiqzek nad bazq X strukture grupy. Elementem odwrotnym
wzgledem wiqzki n jest jej wiazka dualna n*.

Dowd6d. Wystarezy stwierdzié istnienie elementu odwrotnego dla
dowolnego 5e Vect; X. Twierdzimy, ze wigzka dualna 5* jest elementem
odwrotnym dla elementu #, czyli ze n@#n* jest jednowymiarowsa wigzka
trywialna. Zauwazmy, ze jednowymiarowa wiazka trywialna charaktery-
zuje sie posiadaniem ciaglej sekcji niezerowej. Dla wiazki n®#n* latwo
taky sekeje skonstruowaé. Niech V bedzie jednowymiarowg przestrzenia
wektorowa, v jej dowolnym wektorem niezerowym, a v* jedynym ele-
mentem z przestrzeni dualnej V*, dla ktérego v*(v) = 1. Twierdzimy,
ze wektor v@v*e V@ V"™ jest niezerowy i dla dowolnego innego wektora
niezerowego ue V, u@u* = vQv*. Pierwsza uwaga jest trywialna. Dowodzgce
drugiej przyjmijmy « = Av. Wtedy

1 1
u* = 71}* oraz URu* = R 7@* = R Vv*.

Niech teraz wu, oznacza dowolny niezerowy wektor z widkna 1.
Wobec powyzszych uwag odwzorowanie

X2 — uzf®u;e 7}®n*

jest dobrze okre§long niezerowsa sekcja ciagla wigzki g®@n*.
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Konstrukcja wigzki Hopfa. Sfere dwuwymiarowg S, rozwazaé mozna
jako jednopunktows kompaktyfikacje plaszezyzny zespolonej, S, =
= C u{oo}. Zdefiniujmy

D, ={2eC: 2| <1} oraz D_ ={zeC: 2] =1}uU{o0}.
Oczywiscie D, N D_ = 8§ jest okregiem jednostkowym w plasz-

czyinie C. Zastosujmy operacje sklejania do wiazek trywialnych D x C
i D_x C, postugujac sie izomorfizmem '

z7l SxCs(z,2) > (2,27 ')e X C

jako izomorfizmem sklejajacym. Otrzymana jednowymiarowa wigzka
D _xC v D_x C nad sferg S, nosi nazwe wigeki Hopfa. W dalszych
et

rozwazaniach oznaczaé ja bedziemy stale przez y, a jej wiazke dualna
przez y*. (Nietrudno zauwazyé zwiazek y z fibracja Hopfa §; — 8, {17].)
Postugujac sie izomorfizmami
2" SxC2(z,2) > (2,2"0)e SXC (ne Z)
otrzymujemy wigzki D, X CuD_XxC. (2° oznacza izomorfizm iden-
tyeznosciowy.) Zdefininjmy  *
|x® o ®y  dla n> 0,
"o

n

Z =
]x*®...®x*
N — —

—n

dla » < 0.
LumAT 2. Wigeki 3" ¢ D, X Cu D_X C sq izomorficzne (ne Z).
z—n

Dowéd. Zauwazmy najpierw, ze iloczyn tensorowy izomorfizmow
Z'Q2™ jest rowny 2" Rozumujac indukeyjnie dowiedziemy prawdziwosei
tezy dla wartodei n > 0. Zaté6zmy zatem jej prawdziwoéé dla dodatniej
liczby calkowitej n. Stosujac kolejno zalozenie indukeyjne, przemiennoéé
operacji ® i U (lemat 3 (b). IV) oraz wlasno§é z~"®2"! = 2~V otrzy-
mujemy zgdana formule dla n+1:

Ry =D, xCu D_XC)®(D+XCU1D_><C) o
. o

22—

~D, X(C&®...8C) (U

D X(C®..®C00) =D . xC v D xC.
1) —(m+1)
Analogicznie, przez indukeje malejacag mozna dowie§é prawdziwosel
jezy dla n < 0, w oparciu o jej stusznoéé dla n = —1. Rozwazmy zatem
teszeze tylko ten przypadek. Wigzka 4® (D, x Cu D_ x C) jest trywialna:

1® (D, X C:} D_xC) =D X(CxC) v D_x(CRC)

z—1®2

~D, XxCuD_xXC~8,xC,
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czyli D, x Cu D_x C jest elementem odwrotnym wzgledem y w grupie
z
(Vecty 8, ®). Lemat 1. VIIT implikuje zatem, ze
=1 =D, xCuD_xC,
z

czyli prawdziwoéé tezy dla » = —1.
Niech ¢ bedzie wigzks nad X, a p: § X S8 — &, S-parametrowy rodzing
izomortizméw wigzki £. Oznaczmy przez z"p izomorfizm

hp: EXS3(e,2) > (2"ple), 2le EXS.
LEMAT 3. EX D, LV EXD_ = ({XD,Lu EXD )Q(y "X X).
2"p »

Dowéd. Korzystajge z lematu 3 (b). IV, otrzymujemy nastepujgcy
cige izomorficznych wigzek (1y,p . 0ZDaczy trywialng wigzke jedno-
wymiarowg nad X X D)

EXD UEXD = (EXD,VEXD )Q(xyp, y lxyp_) =

2"p 2"p

2= (§X Dy EXD)®(Ixup, YUlxxp )2 (§X Dy EXD_)®((D,x
X C% D_xXC)x X) = (5><D+1L)) EXD_ YRy "x X).

Dowéd nastepnego lematu podany bedzie w paragrafie XII.

Niech & = [y] bedzie klasg wigzki Hopfa w pierfcieniu K(8,), a 1
klasg jednowymiarowsg wiazki trywialnej.

LEMAT 4. W pierscieniu K (S,) réuwnosé

B — hn+1 — hn——l_ e

Jjest prawdziwa dla dowolnych ne Z.

WK10SEK 1. Element h™ pierscienia K (S,) jest réwny sumie a,-1- b, h,
gdzie a, i b, sq odpowiednio dobranymi liczbami calkowitymi.

Dowéd. Wynikajace z lematu 4 formuly

¢ 2 =2h—1 oraz h1=2-%h
Wraz z prostym rozumowaniem indukeyjnym implikuja prawdziwosé tezy.

IX. Twierdzenie Botta o periodycznosci. Obliczenie grup homotopii
7, (GL(C)). Trefcia twierdzenia Botta lub raczej odpowiednika tego
twierdzenia w K-teorii jest zwigzek miedzy pierdcieniami K (X x 8,),
IL(X)a K(S,). Oznaczmy przez 7t X X 8, - Xim,: X X 8, - 8, naturalne
rzutowania. '

Odwzorowanie dwuliniowe

p: K(X)X K(8,)2(a,b) — ai (@)@ (b)e K (X X 8,)



192 J. Bochnak

indukuje — wobec znanej wlasnosci uniwersalnodei iloczynu tensorowego —
dokladnie jeden homomorfizm pierScieni

p: K(X)QK(8,) > K(Xx8,),
dla ktorego diagram
K(X)X K(8,) > K(X x 8,)

®\\ /ru
K(X)® K(8,)

jest przemienny (u(a®b) = =} ()R, (b)).

TWIERDZENIE BOTTA 0 PERIODYC(ZNOSCI. Homomorfizm p: K(X)®
QRK(S8,) - K(X X 8,) jest izomorfizmem pierscieni.

Dowdd polegaé bedzie na konstrukeji odwzorowania odwrotnego
y: K(X X8, > K(X)QHK(S,) i zostanie przytoczony ze szczegélami
w nastepnych paragrafach.

Obecnie podamy pewne zastosowania twierdzenia Botta, w szczegol-
nosei obliczymy grupy homotopii =, (GL(C)).

Identyfikujac wszystkie punkty domknietego podzbioru A, zwartej
przestrzeni topologicznej X, otrzymujemy zbiér ilorazowy X /A4, ktéry
wyposazony w topologie ilorazows jest przestrzenia zwarta.

Wiazka liniowa & nad bazg X oraz izomorfizm a: §|4 - A X C",
restrykeji wiazki &[4 na standardowa wigzke trywialng 4 X C” pozwala
na zdefiniowanie pewnej nowej wiazki liniowej &/a nad baza X/A.

Okreglmy relacje réwnowaznosei w F (&) przyjmujace elementy e i ¢’
za roOwnowazne wtedy i tylko wtedy, gdy sg identyczne badZz e, €'«
ca'({#} x A), dla pewnego ze C". Oznaczmy zbiér ilorazowy przez F(|[a)
i wprowadzmy w nim topologie ilorazowg. Rzutowanie z: E(&) -~ X
indukuje rzutowanie z,: ¥(&/a) — X |A. Przeciwobrazy poprzez rzutowanie
7w, punktéw z X/A, maja oczywidcie naturalna strukture przestrzeni
wektorowej.

LEMAT 1. &ja = (B(&/a), X|A, 7,) jest wiqzka liniowq.

Dowod. Wystarczy sprawdzié jedynie warunek lokalnej trywialnosel
w otoczeniu punktu 4 /A (klasy réwnowaznosei zbioru A w X /A4). Wniosek
1. IV implikuje mozliwo§é rozszerzenia izomorfizmu a: &[4 —~ A x C"
do izomorfizmu a: &£|U — U x C" okre§lonego na &| U, restrykeji wiazki &
do pewnego otoczenia otwartego U zbioru A. Izomorfizm ¢ indukuje

odwzorowanie
E|Uja - UJA x C*
realizujace warunek lokalnej trywialnodci dla &/a w otoczeniu punktu 4 /4.
7 przytoczonej konstrukeji wynika, ze jesli j: X — X /A jest natu-
ralng surjekejy ciggla na przestrzen ilorazowsg, & wiazkg nad X, a &fa
wyzej zdefiniowang wigzky nad X/A4, to j*(&/a) =~ &.
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LEVAT 2. Odwzorowania A 5 X % X / (i(a) = a) indukuja ciqy do-

Etadny homomorfizmow K (X/4) LK (X) LK (4).

Dowdéd. Zlozenie joi jest odwzorowaniem stalym, a wiee (joi)* =
= 4"0j" jest homomorfizmem zerowym, eczyli imj* < keri*. Pozostaje
stwierdzi¢, ze keri* — imj*. Przedstawmy element na-leZ&cy do kers*
w postaci [£]— [z3™f] (twierdzenie 2. VII). Poniewaz i ([£]— [z9™¢])) =
=0, wiee [£]A] = [*4™], cayli §1A@7F ~ 4™ dla pewnego k
naturalnego (lemat 1 (b). VII). Restrykeja wigzki E@7%|A jest wiee
wigzka trywialng; niech a bedzie odwzorowaniem realiznjgcym izomorfizm
EDT5| A ze standardowg wigzky trywialng A x CF*4™ QOegywidcie

F[(E@R) ja]— [E4™]) = [E@dk]— [ "™ ] = [£]—[+¢™],

czyli [£]—[t¥™¢]e imj*.
Opuszezamy trywialny dowdd nastepujgcego lematu:

a B
LeMAT 3. Jeteli 0 - K — L — M jest ciagiem dokladnym homo-
morfizmoéw pierscient, a y: M — L homomorfizmem prawostronnie odwrotnym
wegledem f (4. foy = ey;), to odwzorowanie

a®y: KO M - L

jest izomorfizmem pierscient.

Niech (x, X,) 1 (Y, y,) beda przestrzeniami topologicznymi z wyroz-
nionymi punktami. Polézmy XvY ={z3X YUXX{y, i XAY =
= X x Y/Xv Y. Latwo sprawdzié, ze przestrzenie (X AY)AZ i XA (Y AZ)
83 homeomorficzne. Poprzednio zdefiniowane zredukowane podniesienie
SX przestrzeni X (paragraf V) jest homeomorficzne z SA X; implikuje
to z kolei homeomorficznodé przestrzeni S, bn i Sn 2

TWIERDZENIE 1. Odwzorowania XvY - X x ¥ XA Y indukujq
ciqg dokladny homomorfizmow

0 >K(XAY) > K(XXY)>K(XvY) 0.
Dla homomorfizmu i* istnieje homomorfizm prawostronwie odwrotny.

Dowdd. Dokladnosé ciggu ]%(X/\ Y) LN f{(Xx Y) i I;T(Xv Y) wy-
nika z lematu 2.

Prosty, ale dof¢ dlugi i techniezny dowéd monomorfieznosei odwzo-
rowania j* zostanie pominigty. Znalezé go mozna w skrypeie [3]. Przy-
taczanie go tutaj wydluzyloby i tak juz obszerny artykul i byloby mniej
lub bardziej dostownym przepisaniem z oryginalu, co oczywiscie nie jest
naszym celem. Pozostaje dowie§é jedynie istnienia prawostronnej od-
wrotnosei homomorfizmu 7*.

13 — Roczniki PTM — Prace Matematyczne XVI
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Rozwazmy diagram przemienny odwzorowan cigglych:

(g, (2) = (2, Yo)y 4. (¥) = (%o, ¥), .y 7, naturalne rzutowanie na skladowe
iloczynu X x Y) i indukowany przezen diagram homomorfizméow:

ha

K(XxY) — K(XvY)

b.’z* @n‘*\\ /(‘1/* '1* )
X7y Xy
\ <

K(X)oK(Y)

Oc7yw15me odwzorowanie "z @7 o(q’;, g;) jest prawostronnag od-
wrotnoseig .
Zauwazm} , ze zdefiniowany wyzej homomorfizm (qX, qY) K XvY)—

S K (X )@K(Y) jest izomorfizmem:.

Twierdzenie 1, lacznie z lematem 3 i ostatnig uwagg, implikuje

WNIOSEK 1. Odwzorowanie

b = @atoal: K(XAY)OK(X)OK(Y) > K(Xx ¥)

jest izomorfizmem.

Zauwazmy, ze odwzorowanie u: (X)®K (a® b) - =% (a
®n*y( )e K(X X Y) przeprowadza zbiér K(X)®K( Y) w K(XX Y) (wy-
starezy zaobserwowaé, ze p zachowuje zerowy wymiar wirtualny trans-

formowanych elementow).
Odwzorowanie

u = ulK(X)QK(Y): K(X)QK(Y) > K(Xx Y)

jest wieec poprawnie okreSlone.

Poniewaz zlozenia By o® oy’ i By od oy’ (gdme @ jest izomoy-
fizmem okre§lonym we wniosku 1, a 8 X i By prmekqann K (XA )@K (X)@
@K (Y) na skladowe, odpowiednio K (X) i K (Y)) s3 homomortfizmami
zerowymi, wiec odwzorowanie

fo=f 00 op": K(X)®K(Y) > K(XAY)



Wiqzki liniowe 1T 195

jest dobrze zdefiniowane. Powyzsze rozwazania wraz z faktem, ze K(X) ~

~ K(X)® Z oraz elementarnymi wlasnodciami iloezynu tensorowego
pierscieni abelowych implikujg istnienie diagramu przemiennego

K(X)QK(Y) ~ (K(X)@K(Y)oK(X)oK(Y)® 2
2 | h®ef(x)®eR (v)Oez
K(XxY)>K(XaY)oK(X)oK(Y)®Z
w ktorym strzalki poziome sg izomorfizmami. 7Z diagramu tego wynika
nastepujacy wazny

WnI0SEK 2. Homomorfizm u jest izomorfizmem witedy i tylko wiedy,
jeseli u jest izomorfizmem.

Wniosek ten Iacznie z twierdzeniem Botta o periodyeznosei implikuje

TWIERDZENIE 2. Dla dowolnej przestrzeni zwartej X homomorfizm
plerscient

i K(X)QK(S;) —~ K(XAS,)
jest izomorfizmem.

Uwzgledniajac fakt, zZe y = h—1 jest generatorem mnieskonczonej
grupy cyklieznej K (8,) (co bedzie udowodnione w paragrafie X, wniosek 5)
otrzymujemy

WNIOSEK 3. Izomorfizm pu indukuje izomorfizam

E(X)sa —ji(a®y)e K(X A 8).

W szezegdlnosdei, kladage X = S, mamy
WNI0SEK 4. Odwzorowanie
K(8,)>a — p(a@y)e K (S,..)
Jjest izomorfizmem pierdcieni.

ObliczyliSmy poprzednio, ze K 8)y=01 K (8y) =2 Z (z trywialng
struktura multyplikatywng na Z) (wniosek 2. VI, 3. VI, 5. X). Pozwala
to w pelni na wyznaczenie struktury pier§cienia K (8,) dla dowolnych
wartodci n. Mianowicie

WNIOSEK 5. K(8y) a2 Z i K(Sp.,)=0; n=0,1,2,...

Wniosek 1. VI interpretujacy grupy homotopii pelnej grupy li-
niowej w terminach K-teorii implikuje natychmiast

WNIOSEK 6. m,,(GL(C)) =0 ¢ @y, ,(GL(C)) = Z; n = 0,1,2,...

Ostatnie dwa wnioski uzasadniajg nazwe twierdzenia o periodycznoSei.

Na zakoriczenie tego paragrafu zauwazmy jeszcze, ze nietrywialnosé
pier§cieni K (8,,) implikuje w banalny sposéb twierdzenie Brouwera
0 punkeie stalym.
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X. Dowéd twierdzenia Botta o periodycznosei. Aby udowodnié ze
homomorfizm p: K(X)QK(S,) - K(X X §8,) jest izomorfizmem, podamy
konstrukcje odwzorowania »: K(X X S,) - K(X)QK(S,), odwrotnego
wzgledem u. W tym celu skorzystamy z szeregu twierdzen i lematdw,
ktéryeh dowody w wiekszodel podamy dopiero w nastepnych paragrafach
(w szezegolno$ei dotyezy to twierdzen 1, 2 i 3 oraz lematow 1 i 2).

Podobnie jak przy konstrukeji wigzki Hopfa, rozwazamy sfere S,
jako jednopunktows kompaktyfikacje plaszczyzny zespolonej C; 8, =
= Cy {oo}. Jak poprzednio D, = {ze C: 2| <1} i D_ = {2 C: [z2] > 1} U
U {oo} oraz identyfikujemy podzbiér X X {1} « X X 8§, ze zbiorem X.

Dla wigzek nad X x 8, udowodnimy pézniej nastepujace

TWIERDZENIE 1. Wiazka 5 nad baza X X 8, jest izomorficena z wiqzkq
postaci (& X D+;J EXD_), gdzie ¢ =n]X, a ¢: §X8 = E&EXH jest izo-

morfizmem wiqzek, identycznosciowym na & X {1}, wyznaczonym sa pomocq
pewnej , konstrukeji Z”. Kaide dwa izomorfizmy wiqeki & X § identyeznoscio-
we na &X {1}, otrzymane w wyniku konstrukcji Z sq izohomotopijne.

W dalszym ciggu pisaé¢ bedziemy (&, ¢, &) zamiast (§X D, Y ExXD_).

Jak juz wspomnieliSmy wezeéniej (paragraf 111), dowolny homomortizm ¢:
EX 8 —» Ex S identyfikowaé mozna z sekeja ¢: X X8 - Hom(&x S,
£x 8) lub S-parametrowg rodzing sekeji ¢: X X 8§ — Hom(é, &). Oczy-
widcie, je§li g: £xX 8§ — &x 8§ jest izomorfizmem, to odpowiadajgea S-para-
metrowa rodzina sekceji jest elementem z I';(&, 8), i odwrotnie. Poslugiwaé
sie bedziemy wszystkimi trzema interpretacjami, przy czym z kontekstu
wynikaé bedzie, ktéra z nich jest w danym momencie uzyta. Przyjmijmy
obecnie ostatnig z nich. Wowezas dla ustalonego xe¢ X odwzorowanie

S>3z - ¢(x,2)e Hom(&,, &,)

jest ciagglym odwzorowaniem okregu 8§ — C w skorczenie wymiarowsg
zespolong przestrzen wektorowg — Hom(&,, &,).
Niech o, (2), ..., 6,(x) bedzie ustalong baza w Hom(&,, &,) 1 ¢(w, 2) =

k
= Y a;(®, 2) 0;(x), gdzie a(z, -) sa jednoznacznie wyznaczonymi cigglymi
=1

funkcjami zespolonymi zmiennej zespolonej ze S. Prosty rachunek wy-
kazuje, ze wartosé

k

1

a, (%) =-2—T;Z( fz"“lai(m,z)dz)o'i(w) (ne Z)
t=1 S

nie zalezy od wyboru bazy {o;(x)};,-.,.. . Wartoéé an'(w) jest wiec dobrze
okre§lonym elementem z Hom(§&,, &), czyli

a,: X»>x —a(x)e Hom(é&, &)
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jest sekeja. Jest to sekcja ciagla. Rzeczywiscie, niech U bedzie otoczeniem
punktu z, dla ktérego wiazka Hom(&, &)| U jest trywialna i niech oy:
U —-Hom(é, §)|U (1 =1, k) bedg liniowo niezaleznymi sekcjami tej
wigzki (tj. cl(u),...,ak(u) jest bazg w Hom(¢&,, &,)). Dla elementu
(u, 2)e U X 8 sekcja ¢ jest wiec dana formulg:

p(u, 2) 2 {u, 2) }s

gdzie a;: Ux 8 —~ C sg jednoznacznie okre§lonymi funkejami zespolo-
nymi. W zbiorze U sekcja a, ma zatem przedstawienie

k
an(u) = 217‘ Z( fzn_lai(u7z)dz)ai(u)7
1 S

i=

ktére, wobec ciaglodei funkeji a; i o;, implikuje jej ciaglo§é. Utwoérzmy
S-parametrows rodzine sekeji

C X x 83 (w,2) —>—_2 Zz a, (%)« Hom (£, &).

i=0 k=—1
Zauwazmy, ze ¢, jest S-parametrowg rodzing sekeji postaei
XX 8>(@,2) > Y #b(w)e Hom(, &),
i=—n
gdzie b;: X — Hom(§, &) sg sekejami wigzki Hom (¢, £). Rodziny S-para-
metrowe sekecji tej postaci nazywamy sekcjami Laurenta stopnia < n.
W szezegélnodei wyzej okredlone sekeje ¢, nazywamy mn-tymi sekcjami
Laurenta (rodziny) sekcji ¢.

Stwierdzimy pézZniej, ze

TWIERDZENIE 2. Ciag ¢, n-tych sekcji Laurenta sekcji ¢ jest zbiesny
do ¢ (w sensie normy w przestrzeni I'(&, S)).

Przypuéémy, ze ¢: X X 8 — Hom(¢&, &) jest sekeja z I'z(&, 8). Wy-
bierzmy V_ wypukle otoczenie ¢ zawarte w I';(&, §). Wowezas z ostatniego
twierdzenia wynika nastepujacy podstawowy

Wx10SEK 1. Dla dostatecznie dusych wskaénikéw n, sekcje Laurenta ¢,
sekeji @, jako zawarte w otoczeniu V,, sq izohomotopijne z ¢ © izohomoto-
pijne miedzy sobq.

Co wiecej, dla danego te[0,1] izohomotopia fp,®(1—1t)g, jest
réwniez sekeja Laurenta stopnia < max{n, m}.

Zajmiemy si¢ teraz szczegolowa analiza dowolnych sekcji Laurenta
oraz ich szezegélnymi przypadkami, tj. sekejami wielomianowymi

n .
= Z zlbi.
=0
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Zdefiniujmy L"(&) jako (n+1)-krotng sume Whitneya wigzki &
i oznaczmy przez %”(HOM(E, £)) algebre macierzy kwadratowych rzedu
#-+1, o elementach z algebry HOM(¢, &).

Z macierzg

=l ... ... e #"(HOM(¢, £))

Qo Gy oo Ay

skojarzyé mozna homomorfizm

L=

i (@) I7().

It
=

i Z

Fs T8> (0, -0y 20) > ( Y agi(), ...,

Nietrudno sprawdzié, ze odwz(.)rowanie
MHHOM(E, §))> A — F, e HOM (L"(&), L*(£))

jest izomorfizmem algebr zespolonych. Algebry te bedziemy w dalszym
ciggu identyfikowaé. Méwimy, ze macierz Ae.#"(HOM(f, §)) jest ma-
cierzg izomorfizmu, jezeli odpowiadajacy jej homomorfizm F, jest izo-
morfizmem. W naturalny sposéb wprowadza sie pojecie macierzy izo-
homotopijnych.

7 sekcja wielomianows p, = Zz a; stopnia << n wigzki & skojarzy¢

mozna sekcje wielomianowa L™(p n) stopnla, 1 wiazki L*(§), kladac

Gy By ... @y o ... 0
n _ 1 1
L (.p)— "' 0 —Z 1. .

0 1 0 10

LEMAT 1. Jeteli p = Y'2'a; jest sekcja izomorfizméw, to sekcja L™(p)
izo
jest réwniet sekcjq izomorfizméw. Sekcja L"(p) ¢ p®1, sa izohomotopijne
(1, oznacza sekeje identyeznosei 1,: X X 8 — Hom (L"'(£), L" ' (%))).

W dalszym ciagu tego paragrafu wszelkie rozwazane sekecje beda
sekcjami izomorfizméw, a wige odpowiadajgce im homomorfizmy wxadze];
beda izomorfizmami.

Dla sekcji wielomianowej p: X X § — Hom(£, &) stopnia < n oznaczmy
wigzke (L"(&), L™(p), L"(&)) krotko przez L*(& p, &). Zauwazmy, ze
sekeja wielomianowa stopnia < % moze byé w naturalny sposéb trakto-
wana jako sekcja wielomianowa stopnia < n-+ 1, a zatem mozna utworzy¢
dla niej sekcje L""'(p) i wiazke L"*'(&, p, £). Oznaczaé bedziemy dalej
przez 1 badz jednowymiarows wigzke trywialng (nad bazg X Iub X x 8,
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w zalezno$ei od sytuacji), badZ sekeje identyeznosei 1: X X § — Hom (e, &),
gdzie ¢ jest odpowiednig, wynikajgea z kontekstu, wigzkg nad X. Z le-
matu 1 wynika natychmiast

WNIOSEK 2. L"(&, p, &) >~ (&, p, ) O L1 1, &).

LEuMAT 2. Jezeli p jest sekcja wielomianowq stopnia < w, to nastepu-
jace pary sekeji wielomianowych stopnia <1 sq izohomotopijne:

(a) L' (p) i L*(p)®1,

(b) L™ (2p) i L"(p)®2.

Izohomotopie miedzy tymi sekejami mozna wybraé¢ w ten sposob,
aby dla dowolnej wartodci parametru te [0, 1] odpowiednia sekeja byla
réwniez sekeja wielomianowg stopnia < 1.

Lemat 2 wraz z lematem 2. IV implikuje

WrI0SEK 3. Niech p: X X 8 — Hom(§, &) bedzie sekcjq wieclomianowaq
stopnia < n. Wiedy

(a) L' (&, p, &) = L"(&, p, )@(§, 1, &),

(b) Ln+l(§7 2p, &) =~ L*(&, p, 5)®(§, 2, &)

Obecnie zajmiemy sie blizszg analiza sekeji wielomianowych stopnia
< 1, tzn. sekeji postact p = az®b.

TWIERDZENIE 3. Niech p = az®@b: X X § — Hom(&, &) bedzie sekcjq
wielomianowaq stopnia < 1. Witedy istnieje kanowiceny rozklad & na sume
Whitneya subwiqzek &, .®&E_ o nastepujacych wlasnosciach:

(a’) (5’ P 5) = (E-H %y E+)@(§—7 1, E—-)

(b) Jezeli p, © p; sa izohomotopijnymi sekcjami wielomianowyms
stopnia < 1, oraz izohomotopia p, jest, dla kasdego te [0, 1], réwnies sekeja
wielomianowq stopnia < 1, wledy &) ~ & ¢ & ~ & (gdzie & DE jest
rozkladem £ odpowiadajacym sekeji p;; ¢ = 0, 1).

(e) Jezeli p jest sumq prostq p,®p,, gdzie p;: X X 8 — Hom(y;, 1;)
(¢ = 0,1) sq sekcjami wielomianowymi stopnia <1, 5, © n, subwigzkami
E 7 @y 2 &)y to &L 2 @y T EL 2 D

(d) Dle p =z (odpowiednio p = 1) &, =~§& E_ =~ 0 (odpowiednio
E.o~§& &, ~0)

Oznaczmy przez L% (&, p, §) 1 L (&, p, &) skladniki L"(§), 1 L*(§)_
rozkladu wigzki L"(&) podyktowanego przez sekeje wielomianows L"™(p)
stopnia <1 (uzyskana z sekeji wielomianowej p, stopnia < n). Pod-
kre§lmy, ze L% (& p, &) 1 L_(& p, &) sa wigzkami nad X, a nie nad
X x8,.

WNI0SEK 4. (a) L*(&, p, &) =~ (L’_?_(S,p, &), 2, L2(& p, 5))@(1&(5’ p, &)y
1, L (&, p, £)),

(b) LEY(E, p, &) = L (&, p, &),

() LY (& 2p, &) = L (& p, )DL
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Dowéd. (a) wynika bezposrednio z twierdzenia 3 (a). Formula (b)
(odpowiednio (¢)) jest konsekwencjg lematu 2 (a) (odpowiednio lematu
2 (b)) i punktéw (b), (¢) i (d) twierdzenia 3.

Konstrukeja homomorfizmu ». Mozemy teraz przystapié do ken-
strukeji zapowiedzianego homomorfizmu », odwrotnego wzgledem pu.

Dla wigzki # nad X X 8, oznaczmy przez & restrykeje n|X X {1} =
= 5|X, a przez a klase izomorfizméw opisang w twierdzeniu 1 (otrzy-
manych w wyniku konstrukeji Z). Zgodnie z wnioskiem 1, dla g¢e a,
sekcje Laurenta ¢, sekeji ¢ (poczawszy od pewnego wskaZnika) sg izo-
homotopijne z ¢ i miedzy sobg. Oznaczmy przez p,, = "¢, sekeje wielo-
mianows stopnia < 2#, uzyskang przez pomnozenie sekeji Laurenta ¢,
przez 2" i polézmy

Valp) = [L(&, Pany £)IQ (R 71— A"+ [E]QR"
(przypominamy, ze " = [y® ... ® x], gdzie y jest wiazkg Hopfa). Stwier-

3

dzimy, ze v,(¢) = ¥,..(p). Wlasnoei ¢, i ¢,,, ujete we wniosku 1 impli-
kujg, ze 1Py, ®(1—1t)zp,, jest izohomotopig sekeji wielomianowych
Ponyz = 2" @, OTAZ 2p,, (stopnia < 2n--2), spelniajaes warunki twier-
dzenia 3 (b). Wraz z formulami (¢) i (b) wniosku 4, implikuje to, ze
Lﬁ_”“({-’, Pontas &) ——"—’L2+n+2(§72]72n7 &) :’:—Lz-.zwl(‘f’ Pans ‘5)@5%L‘?(57 Pany E)DE.

Ostatni wzér lgeznie z tozsamodeig h"— A"t = B"~'— A" (wniosek
4. VIIT) pocigga za soba réwno§é »,.,(p) = »,(p). Rzeczywiscie

V(@) = [LF72(E, Ponsay §) IO (A" — 1)+ [E]@ A" =
= ([L2(&, Py )1+ [E)R (A" — R+ [E1Q B! =
= L&, Pouy E)Q (B —h") 4+ [E1QF" = 9,(9).

Dla dostatecznie duzych n mamy wiee »,(p) = v,,,(g) = ... Element
ten oznaczmy krétko przez ¥(p). Niech teraz % bedzie innym elementem
klasy a; pokazemy, ze »(p) = »(y). Zalézmy najpierw, ze u nalezy do
wypuklego otoczenia V, sekcji ¢, opisanego we wniosku 1. Woéwezas
prawie wszystkie sekeje Laurenta ¢, sekeji ¢ beda réwniez nalezaly do
tego otoczenia, a wiec wobec wypuklodei V,, sekcje ¢, i v, bedg izohomo-
topijne (dla dostatecznie duzych ). Implikuje to izohomotopijnoéé sekcji
wielomianowych 2"¢, i 2"y,. Z twierdzenia 3 (b) oraz definicji »,(¢p)
i v,(y) wynika réwnosé tych elementéw (dla duzych n), a wiee réwnosé
v(p) = »(y). Odwzorowanie

v: a3p > v(p)e K(X)QK(S,)

jest wiec ciggle i lokalnie stale (w a, jako podzbiorze. I'(£, 8) mamy to-
pologie indukowang przez norme, za§ w KH(X)QK(S,) przyjmujemy
topologie dyskretng). Wobec lukowej spéjnoéei zbioru a, » jest odwzoro-
waniem stalym.
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Poniewaz wigzka # nad bazg X X S, wyznacza jednoznacznie klase
izomorfizméw a, ktérej z kolei dowolny element ¢ jednoznacznie definiuje
element v(p) e K (X)® K(8,), wiee kladac »(y) = »(¢), otrzymujemy dobrze
okreslone odwzorowanie

v: Vect(X X 8,) - K(X)QK(S,).

7 wyzej podanych faktéw latwo wynika, ze v jest homomorfizmem
polpierscieni. Zgodnie z wlasnofcia uniwersalno§ei pierécienia Grothen-
diecka, » indukuje homomorfizm pier§cieni (0znaczany réwniez symbolem v):

v: K(X X 8,) - K(X)QK(S,).

Zauwazmy, ze jesli e Vect(X X 8,) 1 {n]e K (X X 8,), to »(n) = »([n]).
Pozostaje sprawdzié, ze vou i wov sg identyeznofciami odpowiednio
W K(X)QK(S,) 1 K(X X 8,), t]. 28 vou = egx)ex(s, 0YB% MOV = €x(xxs,-

LEMAT 3. pov = exixys,)-

Dowod. Zgodnie z poprzednimi uwagami, dowolng wiazke » nad
X x 8, mozna przedstawié¢ w postaci 5 = (&, ¢,, &), gdzie & =4|X,
a ¢, jest odpowiednig sekeja Laurenta; p,, = 2"¢,. Pokazemy, ze dla
dowolnej wigzki  nad X X 8,, uov({n]) = [5], co zakotiezy dowéd lematu,
bo elementy [4] generuja K (X X 8,). Stosujac definicje odwzorowan u i »
oraz banalne tozsamofci otrzymujemy:

pov([]) = p([L¥ (&, Pon, IR (W1 — ™)+ [E]QRY) =
= @y (LLM(E, Pany N, (B =B + 2] ([£])) @73 (B°) =
= 7 (LA (&, Dony )@ (W) — 2} (L&, Pany &))@ (K")+
+ 7 ((2n+ 1) [E)@a (") — ) (2n[E)) @7 (h") =
= (7 ([L2 (&, Pony ON® 3 (W) + 77 (20 + 1) [E]1— [I2(E, P2ay £)]) —
—a} (2n[E))) @5 (1) = A@a; (h").

Zbadamy teraz blizej podtaé elementu 4. Z lematu 3. VIII wynika,
Ze
ﬂf([Li"(f, Dans E)])®ﬂ:(h_l) - [‘LT(fr Pany &)y 2y LT(§7p2n7 5)”7
Zwigzek £@ ... ®E = LM(&) = L&, Py, )@ L&, Py &)  impli-
kuje, ze Tarr
[L2(E, Pons £)] = 20+ 1) [E]—[LY (&, Pon, §)],
czyli
7} (204 1) [E1— [LXE, Pany )]) = iy ([L2(E, pos §)]) =
= [L2_n(§7 Daus §)5 1, L2~n(§7 Pany )]
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Oczywiscie =} (2n[&]) = [(L**(&), 1, I’ 7' (£))]. Otrzymane formuty
lacznie z twierdzeniem 3 i wnioskiem 2 tego paragrafu pozwalajg stwierdzid,
26 A = [(&, Pun, £)]. Rzeczywidcie,

4 = [Li_"(f,pm, 5)’Z7L2—n(57p2n7 &)1+ _
+ [(Z*(&) Pons £), 1, L2(E, Pouy O)]— (L 71(8), 1, IP"7H(8))] =
= [L*(&, pany E1—(F*1(8), 1, TP*71(8))] = [(&, Pany O)]-

A zatem

pov([n]) = [(&, Pany 1@ (A") = [EX D, UEXD_1Q[1"x X] =

Pap

=[x D, U &xD_]=[(§2 " "ps, 6] =[n],

2 "pay

poniewaz lemat 3. VILI zapewnia réwnosé

[EXD UEXD IQ["xX]=[éxD, U &xD_].

F273 Ea

Oznaczmy przez I klase w K (S,) jednowymiarowej wigzki trywialnej
nad 8,.

WNIOSEK 5. Elementy h ¢ 1 generujq grupe K(S,).

Dowodd. Zalézmy, ze X jest przestrzenig jednopunktowg. Wtedy
pierscienn K (X) identyfikowa¢ mozna z pier§cieniem liczb catkowitych Z,
utozsamiajgc wigzke wirtnalng K(X) z jej wymiarem witrualnym; iden-
tyfikuje sie réwniez pierScienie K (S,) i K (X X 8,).

Uwagi te lgcznie z definicja odwzorowania »: K(8,) = K(X X 8,) —
- K(X)® K (S,) pozwalaja zaobserwowaé, ze dla dowolnego elementu
xe K(8,) warto§é »(@) jest postaci sumy skonczonej Zn, Q1" gdzie n, s3
liczbami calkowitymi identyfikowanymi z wigzkami wirtualnymi nad X
0 wymiarze wirtualnym n;, a h* potegami wirtualnej wiazki Hopfa.
Przypomnijmy jeszeze, ze dowolna potega h* = apl+b.-h; ay, b.e Z
(wniosek 1. VIII). Reasumujac, dowolny element pierscienia I (S,) jest
postaci

v =por(n) = Dlmdt = M (p1+g;h),
?
co nalezalo wykazaé.

Uwaga. Grupa K(8,) jest, jak stwierdziliémy poprzednio, izo-
morficzna z grupa Z. Poniewaz K (8,) =~ K(8,)® Z, wiec z wniosku 3
wynika, ze element —1 (o zerowym wymiarze wirtualnym) jest genera-
torem nieskoriczonej grupy cyklicznej I (8,). Przy okazji warto zauwazyd,
ze jedynie grupowe struktury pierscieni K (8,) 1 Z s3 izomorficzne. Nie
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dotyezy to struktur multyplikatywnych tych pier§cieni: iloezyn dowolnych
dwu elementéw z K (8S,) jest réwny zero, poniewaz (h—1)* = 0 (lemat
4. VIII).

LeMAT 4. vou = egxjpr(sy)

Dowdd. Niech £ bedzie wiazks nad X. Stosujac kolejno definicje
odwzorowania u, lemat 3. VIII oraz definicje », stwierdzamy, Ze

vou([£1@h) = » (7 ([E1)Qms ([1]) =

=y[EXD, UEXD_IQ[yx X]) = »([§x D, J&ExD_]) =

= ([, &) = [L3(§,1, )]0 (1 —h)+ [E]Qh = [E1®h,

gdyz zgodnie z wnioskiem 4 (b) i twierdzeniem 3 (d) tego paragrafu
L (51, &) = L% (& 1, &) = 0. Zupelnie elementarne jest sprawdzenie
rownofei vou([£l®1) = [£1®1. Poniewasz elementy postaci [E1®hk
i [£]®1 generujg piericien K (X)® K(8,) (wniosek 3), lemat jest udowod-
niony.

Tym samym zakonhczyliSmy dowdd twierdzenia Botta o periodycz-
nosci, zakladajac prawdziwosé pewnych twierdzen i lematéw, przyjetych
w tym paragrafie bez dowodu. Wykazaniu ich prawdziwo§ei poswiecone
beda nastepne trzy paragrafy.

XI. Dowody twierdzea 1.X i 2.X.

LEMAT 1. Niech B bedzie vetraktem deformacyjnym zbioru A, & @ &
wiqekamis nad bazq A, a ¢: & |B — &,| B izomorfizmem restrykeji wiqzek.
Istnieje wowczas izomorfizm @: &, — &, przedlusajacy izowmorfizm ¢. Izo-
morfizm D@ wyzneczony jest jednoznacznie z dokladnoscia do izohomolopii.

Dowéd. Niech r: A — B bedzie retrakeja deformacyjna. Rozwazmy
nastepujacy diagram przemienny

£ B s r(£,|B)

wl lqg-

£,| B 2> 1*(&,|B)

gdzie y;: §i|B'9w —>(7‘(x), oc)e r*(&;1B) sa odwzorowaniami wildknistymi
nakrywajacymi inkluzje j: B — 4, za$ ¢* izomorfizmem danym formula
¢* (@, a) = (p(x), a). Zauwazmy nastepnie, ze wigzki &, oraz r*(&;|B)
{¢ =1,2) sg izomorficzne, poniewaz r*(&;|B) =~ r*(j*&;) o= (jor)* & ~
o 6% & o~ &. Tzomorfizmy y;: r*(&|B) — & mozna wybraé tak, aby
zlozenia y;ou; byly inkluzjami &,|B w &,. Polézmy @ = y,og*oy;".
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Wobec przemiennosei diagramu

5B -2 2 (8, B) s gy

wl lw* l@

leB‘fz—* r*(&,|B) 2, &y

izomorfizm @ jest rozszerzeniem izomorfizmu ¢.

Dowdd jednoznacznosei @ (z dokladno$eiag do izohomotopii) wynika
z dowodu istnienia. Wystarczy oczywifcie dowiedé, ze jesli p,: & — &
(¢ = 0,1) 33 automorfizmami wigzki &, identycznosciowymi na £&,|B, to
B 1 B, sa izohomotopijne. Traktujac f; jako izomorfizmy &, X {i} — &, X {i}
(i = 0, 1) okredli¢ mozna izomorfizm restrykeji wigzki &x I

Boupivesp: & XIIA & XI|A,

gdzie A =Ax {0}uAx{1}uBx 1. Poniewaz A jest retraktem defor-
macyjnym zbioru 4 X I, wiec z pierwszej czedei dowodu wynika istnienie
rozszerzenia izomorfizmu B,uf; Ve p do izomorfizmu & XTI & x 1
ustalajacego izohomotopie miedzy 8, 1 f;.

Konstrukcja Z 1 dowdd twierdzenia 1. X. Niech 7 bedzie wigzka liniowg
nad X x 8,. Oznaczmy przez n, = n|XX D, n_ =n|XXD_ i 5, =
=] X X 8. Zauwazmy, ze X = X X {1} jest retraktem deformacyjnym
zbioréw X X D, i XX D_ oraz n,|X = n_|X = & Zgodnie z lematem 1
mozemy przediuzy¢ izomorfizmy identyczno$ciowe wigzek 7. |X i & oraz
n_|X i & do izomorfizmoéw ¢, : 5, - &X D, ig_:n_. —>EXD_. Izomor-
fizmy ¢, i ¢_ wyznaczone s3 jednoznacznie z dokladnogeig do izohomo-
topii. Izomorfizm ¢ = (g_|ne) o (p, 7o) jest wiec w wyniku tej kon-
strukeji wyznaezony jednoznacznie z dokladnofecigz do izohomotopii
(konstrukeja Z). Wobec réownosci odwzorowan e, 09, = ¢_og, wigzki
n=mnyUn_ 1 &xXD_JEXD_ sy izomorficzne (lemat 3 (c¢). IV).

CExS . .7 . .
Dowo6d twierdzenia 2. X poprzedzimy dwoma lematami.

Niech V bedzie zespolong przestrzeniag wektorowa skotezonego
wymiaru (z dowolnie wybrang norma), a f: § - V odwzorowaniem
cigglym. Polézmy dla ne Z i ke N

k

n

1 - A 2

=g | A ) = Y e o fi= o M
J P §=0

Jako natychmiastowy wniosek z klasycznego twierdzenia Féjéra [20]
otrzymujemy

LeyaAr 2. Cigg odwzorowar f;, jest jednostajnie zbieiny do odwzorowania f.
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Niech teraz & bedzie wiazka liniowa nad bazg zwartg. Przypomnijmy,
ze przy ustalone] mefryce riemannowskiej w wigzce & mozna wmdwié
o0 normie elementu ee F/(£) oraz normie rodziny gekeji oe I'(&, 8). Wza-
jemny stosunek tych pojeé wyjasnia

LEMAT 3. Jeteli o, 0y, 05, ... sq elementami ¢ I'(&, 8) ¢ dla dowolnego
(2,8)e X x 8,lim ||o,, (2, 8) — o (x, 8)|| = 0, to ciag o, jest zbieiny do o w sensie

n—>00
normy w przestrzeni unormowanej I'(E, S).

Dowdd. Jezeli & jest wigzka trywialng, prawdziwosé lematu jest
natychmiastows konsekwencja zwartofei przestrzeni X x 8. Niech
X1, ..., X, bedzie pokryciem domknietym przestrzeni X, dla ktérego
wigzki &1 X; (j = 1, ..., k) sg trywialne. Oznaczmy symbolem | [, norme
w przestrzeni I'(£]| X, 8). Wtedy zgodnie z powyzsza uwaga dla danego
£> 0 oraz 1 <j <k istnieje wskaznik n;, dla ktérego

o) X;— o1 X, < o

jesli tylko n > n;. Kladac zatem n* = max{n,, ..., n;} otrzymujemy dla
n = n* oszacowanie |lo,— o] < &, czyli — wobec dowolnosci ¢ — zbieznogé
o, do ¢ W sensie normy w I'(§, 8).

Dowéd twierdzenia 2.X. Ustalmy metryke riemannowsksg
w Hom (%, £). Na mocy lematu 2, przy kazdym ustalonym (@, s)e X x S,
ciag ¢, (x, s) wartofei sekeji Laurenta w punkeie (x, s) jest zbiezny do
¢(x, 8) w sensie normy w Hom(¢,, &,). Lemat 3 zapewnia jednak w tym
przypadku zbiezno$é ciggu ¢, do ¢, czyli prawdziwodé tezy twierdzenia 2.

XII. Dowéd lematéw 1.X, 2.X, 4.VIII. W paragrafie tym stale identy-
fikowad bedziemy homomorfizmy z HOM/(L"(), L*(&)) z macierzami
A" (HOM (&, &)).

Dla ae HOM (¢, £) zdefiniujmy macierz I a) = (v;;);ju0....ns * # 1,
kladace

1 dla<=j,
yy =6 dlai=4k j=1I,
0 dla pozostalych wskaznikéw ¢, j.

LemMAT 1. Dla dowolnego homomorfizmu ae HOM(&, &), I'™Ya)e
e A" (HOM (&, E)) jest macierza izomorfizmu, izohomotopijng z macierzq iden-
tycznoses.

Dowé6d. Hoezyny macierzy I'™'(a)-I™'(—a) oraz I'™'(—a) -T'™!(a)
sg macierzami identyczno$ciowymi, I"!(a) jest wieec macierza izomor-
fizmu. Oczywiscie I'™'(ta) (te [0,1]) jest izohomotopig macierzy I™'(a)
i macierzy identycznodciowej.

Zdefiniujmy teraz dwa typy tzw. operaeji elementarnych na ma-
cierzach z .#"(HOM(¢, 5)). Niech A4 = (ay) bedzie macierza

L,7=0,...,m
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z A" (HOM(E, &), 0 <1< n, 0<k<nl #k; o elementem z HOM(S, &).
Wtedy A(k,1,-,a,) = (by)ijm0,...n 1 A Ky 1y @) = (€4)5, ..., 88 Mmacie-
rzami, ktorych elementy sg nastepujaco okreslone:

. a; dla ¢ # &,

g a;+aey; dla i =k,
@ dla j # k&,

C;: —
‘ a+aze dla j = k.

7

Méwige niezbyt precyzyjnie, macierz A(k, I, -, a) (odp. A(- k1, a))
powstaje z macierzy A przez dodanie do jej k-tego wiersza (odp. k-tej
kolumny) I-tego wiersza (odp. l-tej kolumny) pomnozonej lewostronnie
(odp. prawostronnie) przez homomorfizm a.

Méwimy, ze macierze 4 (%, I, -, a)i A(-, k, I, a) powstaly z macierzy 4
w wyniku operacji elementarnych.

LEMAT 2. Jeseli Ae #"(HOM(E, &) jest macierzq izomorfizmu, to
macierze A(k,1, ya) © A(-, k, 1, a) sqa réownies macierzams izomorfizmow,
izohomotopijnymi z A.

Dowéd. Zauwazmy, ze formuly

Ak, 1, -, a) =T"Ya)A oraz A(:, k,1,a) = AT (a)
lgcznie z lematem 1 implikujg natychmiast pierwsza cze$é tezy. Izo-
homotopia miedzy macierzami 4 i A(k, 1, -, a) (odp. 4A(-, k, I, a)) realizo-
wana jest przez rodzine macierzy I'™'(ta)A (odp. AI™'(ta)); te[0,1].

WnNI0SEK 1. Macierz B olrzymana z macierzy tzomorfizmu A, w wy-
niku stosowania skornczonej ilosci operacji elementarnych, jest réwnies
macierzq izomorfizmu, izohomotopijng z macierzq A.

Uwagi te latwo uogdlnié na ciggle S-parametrowe rodziny macierzy
z A" (HOM(E, &)). .

Dowéd lematu 1. X. Wystarczy pokazaé, ze macierz

Gy @y ...0,
—z 1 0
L’ll(p) — ____z. 1.

0 —z1
moze byé otrzymana z macierzy izomorfizmu
p O

1
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w wyniku stosowania skollezonej iloSci operacji elementarnych. Zde-
fininjmy indukeyjnie skonczony cigg macierzy By, 4,, B, 4,, ..., 4,, B,,
kladge

By =p®1,, 4A;=DB;, (17i+17 "y Z “kzkhi)a
k=1

Bi=A,(-,i,i+1, —2); i=1,...,n.
Prosty rachunek wskazuje, ze B, = L"(p). Wniosek 1 implikuje
zatem prawdziwosé tezy.
Dowéd lematu 2. X. (a) Polézmy

Ay Gy ... a, 0
—z 1 0
A=) = . ;
0 —z 1
ay @y ... a, 0
—z 1 0
B = L'(p)®1 = -
0 —z 1
1 zauwazmy, ze B = A(-, n,n+1,2).
(b) Przyjmijmy
0ay...a,
—21 0
A = L' (zp) = cL
‘ 0 —21

1
oraz B = A(-, 2,1, —;), ¢ =B(21,-,1), D=0(,2,:, —1) i E =
= D(2,1, -, 1). Poniewaz
0

E=(Z
0| L*(p)
wige zgodnie z wnioskiem 1 prawdziwo§é lematu 2 jest wykazana.
Dowédlematu 4. VIII. Udowodnimy najpierw, ze y @2 = 25 '@ 1.
Polozmy X = {1} =« 8, i rozwazmy wigzki nad 8, jako wigzki nad
X x 8,. Uzywajge poprzednio wprowadzonych symboli oraz wnioskéw
2. X, 3(b). X, 3(a). X mozemy zapisaé:
@2 = (1,4, 1)®(L1(1)7 1, Ll(l)) ~ LP(1,7% 1) ~
=~ L' (1,2, 1)®(,2,1,) = L'(1,2,1)®(1,1, )®(1,2,1) =~
>~y leley ! =27 '@,

) = 2®L"(p),
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W terminach K-teorii oznacza to, ze h=*-+2 = 2h~'-+-1, ezyli h~2—
—h~!' =h"'—1, stad mnozgc obustronnie przez A" otrzymujemy
hn—l_ hn — hn_ hn+1.

XIII. Dowéd twierdzenia 3.X. Zaczniemy od udowodnienia prostych
lematéw dotyezaeyeh przestrzeni wektorowych. Niech ¥V bedzie zespolong
przestrzenia wektorows (skonczonego wymiaru), Hom(V, V) (odpowiednio
Iso(V, V)) przestrzenia wektorowg homomorfizméw (odpowiednio: zbio-
rem izomorfizméw) V w V, a i b elementami z Hom(V, V), zas p odwzo-
rowaniem postaci '

p: C3z2 - az+be Hom(V, V).

Zalézmy ponadto, ze p(8) = Iso(V, V). (S oznacza, jak zwykle,
okrag jednostkowy w C.) Zdefiniujmy homomorfizmy @ i T« Hom(V, V)
formulami

1 -1 1 -1
Q@ =— f(az—l—b) adz, T =—— 1 a(az+b) " dz
27 §

271 g

(ztozenie dwoch homomorfizméw «of zapisujemy kréotko aff). Zwartos§é
okregu § implikuje prawdziwoéé inkluzji p(U) < Iso(V, V), dla pewnego
otoczenia U okregu 8. Zauwazmy dalej, ze wartodei calek @ i 7' zalezg
tylko od klasy homotopii krzywej (zawartej w U), po ktérej calkujemy
(twierdzenie Cauchy’ego). W szczegélnogei mozna zamiast okregu S
wziaé dowolny okreg zawarty w U i nie wplynie to na wartosé¢ catek @ i 7.

LEMAT 1. (a) Homomorfizmy Q i T sq rzutowaniami, j. Q* = Qi 1T* = T.

(b) Dla dowolnego ze S, p(2)Q = Tp(z), oraz a) = Ta.

Dowédd (a). Dla dowolnych 2z, we U (z -+ w) prawdziwe sa nastepu-
jace tozsamogei:

(*) (aw+b) " a(az-+b)~! =
(az+b)~" (aw + b)™*

= (az+b) ta(aw-+b)"' = + ,
w—=z Z—w

wynikajace z oczywistyeh réwnosei

(az+b)~" 4 (aw-+b)~"

w—=z 22— W
— (a0 + 5 et b (a1 5) T () =
w—=z 22— W
_ (aw+b)“(aw+b 4 aerb)(az—Fb)” —
w—2z Z— W

= (aw-+b)"talaz1-b)™!

symetrycznej roli zmiennych 2z i w.
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Zauwazmy, ze pierwsza z tozsamofei (*) jest prawdziwa dla do-
wolnyeh (niekoniecznie réznych) w,ze U. Wynikajgce z niej réwnoéei
dowodzg tezy (a):

p(2)Q = fp(z)(aw—l—b)‘ladw = fa,(a,w—{— b 'p)dw = Tp(z).
8 I}

Réwnosé a@ = Tae jest trywialna.

(b) Zalézmy, ze dla pewnego ae(0,1) okrag 8, = {ze C: |2] = a}
jest zawarty w otoczeniu U. Wtedy stosujac druga z tozsamosei (*)
i twierdzenie Fubiniego otrzymujemy

f f(az—}— b)) la(aw+ b)) adedw =

zeS weS,

1 J ((az+ b)! ot (aw - b)~?

w—z L—w

1 d
= Gmip f[(az—f—b)“w fw—u_)z]dz—i—
€Sy

+ 1 J [(aw—l— by la f—dz—]dw =1,+1,.
2—w

2)2
(275@) weS, zeS

s pop L
=00= (2mi)?

a,) dedw =

Pierwsza z calek I, jest réwna zero poniewaz

dw
oz ="
weS,

druga za§ wobec réwnoseci

dz .
= 2TCZGV’
zeS g—w

réwna jest Q.

Analogicznie przebiega dowéd 717 = T. :

Oznaczmy przez V., =imQ, V_ =im(ey;—@Q), V), =imT i V_ =
=im(ep — T'). Z definicji tych podprzestrzeni wynika, ze V. @V i V_@V_
53 sumami prostymi réwnymi V. Tozsamosé p(2)Q = Tp(z) (odpowiednio
aQ = Ta) implikuje, ze p(2)(V,.) < V. i p(2)(V_) <= V. (odpowiednio
ime < V). Dla ze 8 izomorfizm p(z) jest zatem sumg prosta dwu izo-
morfizméw p,(2) =a,2+b,: V., >V, i p_() =a_e+b_: V_ >V
(¢, =alV,, a_=a|lV_, b, =0blV,, b_=05blV_). Wynka stad w
szczegdlnosei réwnodé wymiaréw dim¥V, = dimV, i dimV_ = dimV_.

LEMAT 2. (a) a_eIso(V,, V),

(b) po(2) =a,2+b, eIso(V,, V)), dla 2| >1,

(€) p_(2) = a_z+b_eIso(V_, V), dla 2| < 1.

14 — Roczniki PTM — Prace Matematyezne XVI
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Dowdd. Dowiedziemy najpierw, ze z inkluzji

(a’) kera = V_,

(b’) kerp(z) = V_, dla [2] > 1,

(e'y kerp(2) = V., dla |o] < 1,
wynika teza. Wystarczy dowie§¢é — wobee réwnofci wymiaréw prze-
strzeni V_ i Vf,_ oraz V_ i V_ — ze odwzorowania rozwazane w tezie
89 monomorfizmami.

Niech #ekera,. Poniewaz ue V_ (inkluzja (a’)) i wepolea, =V,
wiee # musi byé wektorem zerowym, a homomorfizm a4, monomorfizmem.

Niech teraz wekerp, (2) (2] > 1). Inkluzja (b’) implikuje, %e ue V_,
co w polaczeniu z trywialnym faktem, ze wepolep, (2) = V. dowodzi
monomorfizmu p(z) dla |2| > 1.

Analogicznie przebiega dowdd dla p_(2), |2| < 1.

Pozostaje dowie§é¢ inkluzji (a’), (b’) i (¢'). Zauwazmy, ze Qlkera =0,
czyli ey —Qlkera = .., czyli kera < V_. :

Jezeli wekerp(w) (lw| #1), to (az+b)(u) = ((z—w)a)(u), czyli

L ((az+b)"'a)(u). Zatem dla dowolnego ze S restrykcja homo-
z—w

. . , 1
morfizmu (az+b) 'a do przestrzeni kerp(w) jest réwna P Crerp(2)*
Implikuje to oczywiscie, ze

Q I keI'? (’ll}) = >*1‘," ‘ L_ekerp(w) dz = 6ke"])(w) dla Iwi < 17
2w g 2—w 0 dla |w| > 1,

skgd wynikajg natychmiast inkluzje (b’) i (¢').

Rozwazania powyzsze latwo nogélni¢ na przypadek wigzek liniowych
i C-parametrowych rodzin sekcji. Niech & bedzie wigzka nad przestrzenia
spéjng X, zas a i b sekcjami wigzki Hom (&, &). Zalézmy, ze ciggla C-para-
metrowa rodzina sekeji wiazki Hom (&, &)

ps XX Ca(z,2) »>a{x)z+b(x)e Hom(é&, &)

jest sekeja izomorfizméw dla wartosei ze 8. Przy ustalonym ze X, p(z, *):
{#} x C - Hom(&,, &,) jest odwzorowaniem typu rozwazanego w le-
matach 1 1 2.

Okreslmy sekeje @ i T wigzki Hom (&, &), kladae dla e X

1

Q(x) = = f(a(ac)z—k b(x))a(x)dz
§

2
oraz
1
T(x) = —*,—fa(w)(a(w)z—{— b(x)) " dz.

27 E

Powtarzajac rozumowanie przytoezone na poczatku poprzedniego
paragrafu stwierdzamy, ze Q i T s3 ciaglymi sekejami wigzki Hom (&, £).
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7 lematu 1 wynika natychmiast, ze Q* = Q, T° = T oraz p(x, 2)Q (%) =
= T(2)p(x, 2) dla dowolnych (x,2)e X X 8. W szczegdlnosei oznacza to,
ze odpowiadajace sekcjom @ i 7 homomorfizmy ¢ i 7 (oznaczane tymi
samymi symbolami) wigzki & w siebie, sg rzutowaniami. Oznaczmy przez
E , & ,E_, & obrazy wigzki & poprzez rzutowania odpowiednio @, 7T,
e,—Q, e,—T. Sg to oczywidcie subwigzki wigzki & 1 £ >~ & @& oraz
Ex & ®E.

Polézmy a, = alé , a_=alé_, b, =bl§, ,b_=0bli_,p. =a, 2+
+b,, p_ = a_z+b_. (Przypominamy, ze stale nzywamy identyfikacji
przestrzeni sekeji wigzki Hom(é, &) z przestrzenia homomorfizméw
HOM (£, &).) Z warunku p(x, 2)¢(z) = T(x)p(w, 2) wynika, ze p_(z,=z)
e Hom (£, &) i p_(», w)e Hom(&_, £_). Identyfikujge Hom (&, , £,)®
@Hom (£_, &) z podzbiorem Hom (&, &), odwzorowanie p mozna rozwa-
za¢ jako sume prosta

p=p,®p_: XXC —Hom(&,, &, )®oHom(£_, &) « Hom(é, &).

Zauwazmy jeszeze, e oczywiScie dimé, = dimé, i dimé_ = dim¢g_ .

Dowé6d twierdzenia 3. X. (a) Stwierdzamy najpierw, z¢ 8§ x [0, 1]—
parametrowe rodziny sekeji

Pl XX 8x[0,1]>(w,2,8) —>a, (x)z+1b, (v)e Hom(& , £.),
oraz

Pl Ax8x[0,1]2(x,2,t) —>ta_(®)z+ b_(x)e Hom(&_, &)
sg sekcjami izomorfizmoéw.

Ustalmy (z,2,t)e XX Sx[0,1] i pokazmy, ze a, (x)z+tb, (x)e
e Is0((&, )y (£}),). Dla t = 0 wynika to z lematu 2 (a). Zauwazmy, ze
dlate (0,1}, a, 2-+1b, = t(a 2/t b ). Lemat 2 (b) implikuje, ze a (z)z[t+
b (@) e IS0((&, )y (&7 )s)y c2zyli @, 2-+1b, e ISO(&,, &,). Podobnie lemat
2 (¢) implikuje, ze p*_ jest 8 x [0, 1] — parametrowa sekcjg izomorfizmow.
Homotopia

P =p\@p.: Xx8x[0,1]~Hom(¢, &)

ustala zatem izohomotopie miedzy sekcjami p =az+b a a 24 b_.
Wigzki (&, p, &) 1 (& e,2+b_,8) =~ (&, a3 5;)@(5-, b_, &) sg wiec
izomorficzne.

7Z przemiennofci diagramow (przy dowolnym ze S)

a2z ’ b ’
g, —F—— & E —=—— ¢
es, a7'  oraz e U
! } .. }
z —
§, — &, E_ - £

i lematu 3 (¢). IV wynika, ze (&,,a,2, &) = (&,,2 6,) 1 (6_,b_,¢&
>~ (&, 1, &), ezyli (& p, &) = (&1,2, 6 )@, L, 6 ).
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(b) Izohomotopie
P AX8X[0,1] - Hom(¢, &),

lgczaca rodziny sekeji p, i p,, rozwazaé mozna jako S-parametrows
sekeje wielomianowg stopnia <1 wiazki Hom(&x [0,1], &x{0,1]).
Powtarzajac w odniesieniu do teJ sekeji wyzej oplsama< konstrukcjg,
otrzymujemy rozklad wiazki 5 =& x[0,1] na subwmezkl 5 +@.§_, o wlas-
noSciach opisanych w punkeie (a). Obserwacja, ze £, |X X {i} o & "y
£ [ X x {i} ~ & (i = 0, 1), lacznie z wnioskiem 2. IV dowodzi tezy (b).

(¢) i (d). Niech @, Q,, Q, i T, Ty, T, beda rzutowaniami otrzymanymi
odpowiednio dla p, p, 1 p,, wedlug schematu opisanego na poczatku tego
paragrafu. Teza (¢) wynika natychmiast z prostego faktu, ze @ = Q,0Q,
17T =T,e7,.

Podobnie z postaci rzutowat @ 1 T wynika (d).

“
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