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Wi^zki liniowe (II)

I think it is true to say that this theorem of Bott must rank 
as one of the real achievements of topology and it is certainly 
something of which everybody should be aware.

31. F. Atiyah

Wstçp. Praca niniejsza jest kontynuacjg, artykulu Wiqzki liniowe (I), 
opublikowanego w numerze X II. 1 Prac Matematycznych (cytowanego 
w dalszym cig,gu jako [WI]). Bozwijamy w niej teoriç wig.zek liniowych, 
uzywajg.c jej nastçpnie do konstrukcji funktora K.

Waznosé tego funktora, skonstruowanego zaledwie kilka lat temu [7], 
potwderdzona zostala rozwig.zaniem za jego pomocg. szeregu zarowno 
klasycznych, jak i nowych zagadnieii matematyki, bezskutecznie atako- 
wanyeh innymi metodami. Wystarczy wspomnieé о pracach nad wyzna- 
czeniem maksymalnej liczby pôl wektorowych, liniowo niezaleznych na 
sferach, uwienczonych pozytywnym rezultatem [2 ], dziçki zastosowaniu 
iv-teorii. Innym klasycznym problemem bylo zagadnienie istnienia tzw. 
rzeczywistych algebr z dzieleniem, tj. mozliwosci wyposazenia zwyklej 
struktury przestrzeni wektorowej R n w dodatkowe dzialanie — mnozenie, 
wraz z ktôrym przestrzen ta bylaby algebrg. (z dodatkowym z^dani^m, 
by iloczyn dwu elementôw niezerowych byl elementen niezerowym). 
Od dawna znano cztery takie algebry: ciala liczb rzeczywistych, zespolo- 
nych, kwaternionôw i liczb Cayleya, odpowiadajg.ce wartosciom n — 1 , 2,4 
i 8. Twierdzenie, iz sg, to jedyne przyklady rzeczywistych algebr z dzie­
leniem, zostalo wprawdzie pierwotnie udowodnione (zresztg. zupelnie 
niedawno) metodami teorii homologii [1 ], ale dowod tego faktu byl nie- 
zmiernie zawiklany i bardzo dlugi. X-teoria i jej centralny wynik — 
twierdzenie Botta — stworzyla mozliwosc ndowodnienia tego twierdzenia 
tv sposôb nieporéwnanie prostszy [18]. Innym zagadnieniem, ktorenm 
if-teoria dostarczyla nowych metod [4], jest problem nast§pujg.cy : dla 
danej w-wyiniarowej rozmaitosci rozniczkowalnej znalezc najmniejszg> 
liczbç к, dla ktôrej istnieje zanurzenie rôzniczkowalne w przestrzen Rk. 
Wiadomo ze к <  2n (twierdzenie Whitneya [10]), ale oszacowanie to jest 
dla danej rozmaitosci — na ogôl — zbyt grube.
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Ale to tylko kilka problemôw rozwi^zanych za pomoca if-teorii — 
takich jedynie, о ktôrych mozna môwic bez wprowadzania pojçc zlozonyeh.

Osobna uwaga nalezy si§ zwi^zkom üT-teorii z tzw. twierdzeniem 
Botta о periodycznosci.

Nie bçdzie przesadq. twierdzenie, ze przewazajgpa czçsc prac z topo- 
logii algebraicznej i rôzniczkowej ostatnich kilkunastu lat skoncentrowana 
byla na badaniach topologii grup liniowych GL (n, R) i GL (n, C) i bez- 
posrednich konsekwencjach tych badan. Zasadnicze twierdzenie udowod- 
nione przez Botta [12] môwi, ze grupy homotopii щ{ОЪ(п, C )) (dla 
n Je) S3, albo trywialne (dla Je parzystych), albo izomorficzne z grupg» Z 
(dla Je nieparzystych); powtarzajg, si§ zatem okresowo i okres jest rôwny 2 . 
Podobne twierdzenie dla grup пк{(уЪ{п, jR)) dowodzi, ze щ.{ОЪ(п, R)) ^  
^  nk+&(QIj{n, R)) (n 1c), tzn. typ izomorficzny tych grup powtarza
si§ okresowo i okres rôwny jest 8. Bott wyznaczyl rôwniez szczegôlowo 
wartosci tych grup. Aparat uzyty w pierwotnym dowodzie tych twierdzen 
jest skomplikowany i wymaga stosowania teorii punktôw krytyeznych 
M. Morse’a (w szczegôlnosci twierdzenie Morse’a о indeksie), teorii grup 
Liego, teorii homotopii (ci^gi dokladne dla przestrzeni wlôknistych) itp. 
Piçkny, choc moze nieco zwiçzly wyklad teorii Botta podany jest w ksi^zee 
Milnora [21]. Pôzniej twierdzenie Botta zostalo zinterpretowane w ter- 
minach üT-teorii i ndowodnione na jej gruncie w sposôb elementarny [6]. 
Jednym z celôw tej pracy jest przytoczenie tego dowodu ze szczegôlami 
(dla przypadku zespolonego).

Wynik Botta posluzyî nie tylko do rozwi%zania szeregu waznych 
problemôw topologieznych, ale — i to chcielibysmy tntaj przede wszystkim 
podkreslic — mial ogromny wplyw na szereg zagadnien analizy mate- 
matycznej, zgrupowanych wokôl tzw. problemn indeksu. Chodzi tu 
mianowicie о pewng. klasç ci^glych operatorôw liniowych (tzw. pseudo- 
rôzniczkowych, obejmnj^cq. miçdzy innymi klasç operatorôw rôznicz- 
kowych i calkowych szerokiego typu), dzialajg.cg. na przestrzeni funkcji 
rôzniczkowalnych R k -> Cn, о zwartych suportach. Operator pseudo- 
rôzniczkowy P  jest lokalnie przedstawialny w formie calki

Рф(х) = ~ ( h f l ei<x’!>p{3c’

gdzie Ф jest transformât^ Fouriera funkcji Ф, a p{x,  £) pewnym odwzoro- 
waniem rôzniczkowalnym okreslonym na R 2k, о wartosciach w przestrzeni 
M(n, C) macierzy zespolonych тг-tego rzçdu (niekoniecznie nieosobli- 
wych), maj^cym odpowiednie wdasnosci. (Trudno w tym miejscu blizej 
zajmowac siç nawet definicjg. operatora pseudorôzniczkowego ; teoria 
tych operatorôw wylozona jest w artykulach [13], [16] i [19].)

Bada siç rôwniez operatory pseudorôzniczkowe na rozmaitosciach [24]. 
Tzw. czçsc glôwna odwzorowania p (x, |) indukuje odwzorowanie ciagle R 2k
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w M(n, C). Jesli wartosci tego odwzorowania (dla i  Ф 0) sg, macierzami 
nieosobliwymi, mowirny wtedy, ze operator P  jest pseudoeliptyczny (dla 
operatorôw rôzniczkowych pokrywa si§ to ze zwyklg. definiejg operatora 
eliptycznego). Przy pewnych dodatkowych zalozeniach cz§sc glôwna 
p{œ, £) operatora pseudoeliptycznego indukuje odwzorowanie cingle 
8 2к~г —> GL (n, C). Zgodnie z twierdzeniem Botta odwzorowaniu takiemu 
(a raczej jego klasie homotopii) odpowiada jednoznacznie wyznaczona 
(z dokladnoscig, do znaku) liczba calkowita. Bozwazania analityezne 
implikujgj, ze wymiar przestrzeni rozwigzan rownania pseudoeliptycznego 
РФ =  0 jest skonczony. Podobnie wymiar jgdra operatora sprzçzonego P * 
(jako pseudoeliptycznego) jest skonczony. Liczba calkowita dimkerP— 
— dimkerP* zwana indeksem operatora, jest zatem poprawnie okre- 
slona.

Twierdzenie о indeksie operatora pseudoeliptycznego môwi, ze te 
tak rôznymi drogami skojarzone z operatorem liczby s  ̂(przy odpowiedniej 
konwencji znakôw) identyczne. Uogôlnienia tego twierdzenia na przy- 
padek rozmaitosci rôzniczkowalnych wymagajg juz, nawet w sformulo- 
waniu, uzycia terminôw K -teorii ([8], [9], [23]).

To со wyzej napisalismy nie moze bye niezym wiçcej niz tylko 
prôbg, zasygnalizowania waznosci omawianej problematyki topologicznej 
dla analizy. Nie bçdzie chyba przesadg twierdzenie, ze X-teoria jest tg. 
wlasnie galçzig, topologii algebraicznej, ktôra bçdzie istotnym narzçdziem 
teorii rownan rôzniczkowych czgjStkowych (w szerszym znaezeniu). Dlatego 
artykul niniejszy zaadresowany jest glôwnie do niespecjalistôw w topo­
logii algebraicznej, w szczegôlnosci do matematykôw" zajnmjgjcych si§ 
analizy matematyezng. czy geometric rozniezkowg,, w nadziei iz umozliwi 
im on zapoznanie siç z elementami X-teorii wylozonymi od poczgtku. 
Niezaleznie od tego, topologowie znajdg. w nim, bye moze, pewne 
uproszczenia i nowe sformulowania. Oczywiscie artykul ten jest 
tylko wprowadzeniem лу bardzo obszerng» dziedzinç, jakg jest K-teo- 
ria ([3], [18]).

Warto tez zwrôcic uwagç, ze podany nizej dowôd twierdzenia Botta 
sam korzysta z takich twierdzen analizy, jak twierdzenie Féjèra i twier­
dzenie calkowe Cauchy’ego. Jest to jeszcze jeden dowôd na poparcie 
tezy о blizszym, лу niedalekiej przyszlosci, zwig-zkii miçdzy analiza a to- 
pologig. algebraiczng. (tym razem analiza uzyta w do\yodzie twierdzenia 
topologicznego).

W pierwszych osmiu paragrafach podajemy konstrukcje полууск 
wig.zek liniowych z uprzednio danych, wlasnosci tych konstrukcji, definieje 
i wlasnosci trzech funktorôw Yect, K  i K. AV paragrafach VI i VII badamy 
zwig»zki grup homotopii 7tfc(GL(C)) z ÜL-teorig,. W paragrafie IX  formulu- 
jemy twierdzenie Botta о periodycznosci i stosujemy je do obliczenia 
grup homotopii ^/c(GL(C)). Xastçpny paragraf poswiçcony jest przed-
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stawieniu idei dowodu twierdzenia Botta о periodycznosci na gruncie 
Jô-teorii; ostatnie trzy paragrafy zawierajg szczegôly tego dowodu.

Poczgwszy od paragrafu I I I  rozwazamy wigzki jedynie о bazach 
z warty ch, a od paragrafu У tylko wigzki zespolone. Wigzkç trywialng 
(X  x Cn, X, тс) oznaczamy zawsze przez rx , opuszczajgc ewentualnie 
jeden lub oba wskazniki. Symbol ex  zastrzezony jest dla odwzorowania 
identycznosciowego przestrzeni X  na siebie. Sferç w-wymiarowg ozna- 
czamy przez Sn, pomijajgc niekiedy wskaznik dla jednowymiarowej 
sfery S.

I. Subwigzki, metryka riemannowska, wigzki dopelniajgce. Niech
£ i t} b§dg wigzkami liniowymi nad bazg B, oraz _Z7(£) c: E{y). Wigzka £ 
jest subwiqzkq wigzki rj, jesli kazde wlôkno £& jest podprzestrzenig wekto- 
rowg wlôkna rjb {be B). JSTotujemy wôwczas £ cz y.

Zauwazmy, ze jesli ^  i s ub wigzkami £ i kazde wlôkno £ jest
suing, prostg odpowiednich wlôkien wigzek yx i y2, to odwzorowanie 
?h©»h3 (%* ^2) -> а̂  +  Жае £ jest izomorfizmem wigzek. Prawdziwe jest 
rôwniez twierdzenie odwrotne.

Twierdzenie 1. Dla hazdej subwiqzlà £n <= ym istnieje wiqzha do- 
pelniajqca £± c  rj, dla Môrej £® £-L

Dowodzgc twierdzenia 1 posîuzymy siç nastçpujgcym lematem 
о istnieniu metryki riemannowskiej :

L e u â t  1 .  Dla kazde] wiqzlci liniowej £  istnieje ciqgle odwzorowanie

< >: £ © £ -> #

bçdqce ïloczynem skalarnym na kazdym wloknie £6 x £&.
Dowôd. №ech (Ua)aeA bçdzie pokryciem otwartym bazy B  wigzki £, 

dla ktôrego wigzki £ | Ua sg trywialne, a {(pa)aeA rozkladem jednosci wpi- 
sanym w pokrycie (Ua)aeA. №ech Jia: Ua x R n -> тс~1{Т1а) (aeJ.) bçdzie 
odwzorowaniem realizujgcym warunek lokalnej trywialnosci i ka =  p o  1 
{p : B  X R n -> R n naturalne rzutowanie). Wtedy

П
< У a- ( I 0 £ ) |  u a Э {X, y) ^  т£{х)’1с*а(у)с11

i= 1

jest metrykg riemannowskg na £\Ua. Oczywiscie odwzorowanie

• < >  =  y  «?.<>.
аеЛ

jest metrykg riemannowskg na £.
Zupelnie analogicznie dowodzi si§ odpowiedniego lematu dla wigzek 

zespolonych.
Badajgc wigzki liniowe z ustalong metrykg riemannowskg mozemy 

poslugiwac si§ ukladami sekcji ortonormalnych.
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Dowod tw ierd zenia 1 .  Przyjmijmy E { £ L ) =  {xe у: (x, у }  =  0  

dla wszystkich y e  £л(х)} oraz n ± — n  { E d 1-). Wystarczy stwierdzic spel- 
nienie warunku lokalnej trywialnosci w otoczeniu dowolnie ustalonego 
punktu Ъ0е B. Zauwazmy, ze istnieje otoczenie U punktu b0 i m orto- 
gonalnych sekcji ô : U -> y\TJ, z ktôrych pierwszych n jest rôwnoczeénie 
sekcjami wi^zki || U (konstrukcja takich sekcji przebiega w oparciu 
о znan^ metodç ortogonalizacji Grama-Schmidta).

Wôwczas odwzorowanie
m —n

hi U x R m~n H b , v ) ^ 2  х ,еп+1 {Ъ)<яl l (V)
i=1

realizuje warunek lokalnej trywialnosci w otoczeniu U punktu b0 . Bzeczy- 
wiscie, odwzorowanie odwrotne dane formula

h~l {e) =  (я(в),(0 , <rTO+1 (я(<?))>,..., <e, <rn(?t(e))>))

jest cingle, a wiçc h jest homeomorfizmem, liniowym na wloknach.
Uwaga. Twierdzenie о istnieniu wi^zki dopelniaj^cej jest szczegôlnym 

przypadkiem ogôlniejszego sformulowania, môwi^cego ze j^dro epimor- 
fizmu wi^zek liniowych jest subwig.zkg>.

W niosek 1 . Dla kazdej wiqzki skonczonego typu £ istnieje wiqzka y, 
dla ktorej suma Whitney a £®y jest wiqzkq trywialnq.

Dowod. ШесЬ. /: B  -+Gnp bçdzie odwzorowaniem ci^glym bazy В  
wiqzki £ w przestrzen Grassmanna Gn>p, dla ktorego f*{yp) qé £ (twier­
dzenie 6 [WI]). Wiqzka nniwersalna yp jako subwi^zka (n + p )-wymiarowej 
wiqzki trywialnej ma wi^zkç dopelniaj^cg. y1. Suma Whitneya
wi^zek y = f * ( y ±) i £ jest trywialna, poniewaz

- Г ^ ) © / ^ 1) ~ Г ( ^ © г х) ^ f ( r GnJ ^ r B.
Lemat 2. Niech <p\ £ -> y bçdzie homomorfizmem wiqzek liniowych, 

ktorego rzqd jest ten sam na kazdym wlôknie (tzn. cpx\ £x yx ma ten sam 
rz^d dla kazdego x z bazy X). Wtedy cp{£) =  {<p{E(£)}, X, ti М В Ш)) 
jest subwiqzkq y.

Dowod. Wystarczy sprawdzic jedynie warnnek lokalnej trywialnosci 
w odniesieniu do ukladu [cp[E{£)), X, n\<p[E(£)) .̂ Oczywiscie mozna 
zalozyc, ze wiqzka £ jest trywialna, tj. E{£) — X x  V, gdzie V jest usta- 
lonç, przestrzeni^ wektorowg». Niech Wx с  V bçdzie przestrzeniç. dopel- 
niaj^c^ do przestrzeni ker<px (dla ustalonego xe X), a r =  X  x  Wx a  X x  V 
subwi^zk^ wiqzki X  X V. Naturalny homomorfizm ip: r -> у (zlozenie 
inkluzji t -» £ z homomorfizmem <p) jest monomorfizmem na wlôknie 
rx — { x } x W x, a wiçc i na wloknach z pewnego otoczenia U punktu x. 
y(U  x Wx) jest zatem subwi^zk ,̂ y | U. Dowod zakonczymy pokazaniem, 
ze y(U x  Wx) =  <p{£\ TJ). Inkluzja U x  Wx) <= <p(£\ U) wynika z defi-
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nicji yj. Poniewaz dimy)y(ry) =  ùimy)x(rx) =  dim^d^) =  diniç^dy) dla 
ye U, wiçc inkluzja <p(|| U) <=. y) (U x W x) jest rôwniez prawdziwa.

P k z y k l a d . Endomorfizm y:  £ -> £ wi^zki liniowej £ w siebie, dla 
ktôrego y) 2 — y>, nazywamy rzutowaniem. Rzntowanie jest przykladem 
homomorfizmu, ktôrego rz^d jest ten sam na kazdym wlôknie (o ile baza 
wig-zki £ jest, spôjna). Wynika to z obserwacji, ze odwzorowanie {ee—yt) 
jest rôwniez rzutowaniem i imyx+  im ^ —y>x) — £x jest snm  ̂ prost .̂ 
przestrzeni wektorowych, dla dowolnego æ z bazy £. Rzntowanie y>: 
£ -> £ rozklada wig.zk§ £ na sumç Whitneya subwi^zek £ ^y>{£)(B 
© (ei w) Cs).

II. Iloczyny tensorowe wi^zek liniowych, wi^zki homorfizmow, 
wiazki dual 11e, funktor Yect. Maj^c jedn ,̂ lnb kilka przestrzeni wekto- 
rowycli (ktôre mogg. byc traktowane jako wi%zki liniowe nad bazg. punk- 
towg.) mozemy zdefiniowaé szereg nowych przestrzeni wektorowych. 
Na przyklad dla рагу (rzeczywistych lub zespolonych) przestrzeni wekto- 
rowycli P i TP mamy okreslong,:

1 ° sum§ prost ĵ F  ©TP,
2° iloczyn tensorowy F© TP,
3° przestrzen wektorow^ Hom ( F, TP) transformacji liniowych F  w TP.
Pojedynczej przestrzeni wektorowej F  moze byc przyporz^dkowana
4° przestrzen dnalna P* — Hom (F, R) (lnb Hom (F, C))
5° /i'-ta potçga zewnçtrzna AkV.
Rozszerzymy teraz wyzej przypomniane operacje na dowolne wiazki 

liniowe. W celn podania jednolitej konstrukcji, wygodnie jest posluzyc 
si§ pojçciem funktora. Niech ££ oznacza kategoriç, ktôrej obiektami s% 
skonczenie wymiarowe przestrzenie wektorowe, a morfizmami izomorfizmy 
liniowe.

Funktorem n-zmiennych T : J?x  . ..  x3? -> bçdzie operacja przy- 
porz^dkowuj^ca: «

(a) Kazdemu nkladowi n przestrzeni wektorowych Vlf . . . ,  Vne JF 
przestrzen wektorow^ T  ( Vx, . . . ,  Vn) e SF.

(b) Kazdemu ukladowi n izomorfizmôw V{ -> TP* {i =  1, . . . ,  n)
izomorfizm T (JX, T( VX, . . . ,  Fn) -> T{WX, . . . ,  TPJ, przy czym
T (eVl, . . . ,  erJ  =  eT(Vi....Vn) oraz T (Jxog x, . . . ,  f nogn) =  T { f x, . . . ,  f n)o
oT{gXi . . . , g n).

Mowing dalej, ze funktor F  jest ciqgly, jeéli T ( f x, . ..,/ n) zalezy 
w sposôb ci^gly of /*. (W zbiorze izomorfizmôw dwôch przestrzeni wekto­
rowych skonczenie wymiarowych mamy okreslon ,̂ naturalng. topologiç.) 
Zauwazmy, ze wyzej wymienione operacje l°-5° dostarczajg. przykladôw 
funktorôw ci îglycli.
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Niech | 17 . . . ,  |и bçdgi wi^zkami liniowymi nad bazç, В,  a T:  £?x 
X . ..  xJ? J? ci^glym funktorem n zmiennycli. Podamy konstrukcjç 

wi^zki rj =  Т(£г, . . . ,  i n) nad bazg, B, ktôrej wlôknem w pnnkcie be В  
bçdzie

Пь =  Т {(^ )ь, ...,(£»)(,)•
Niech E(tj) =  U%> ж■ B (tj) в  (ж(Пь) =  ДО) i П =  {E(£)> В, л).

beB
TwiERDZENiE 1. Istnieje naturàlna topologia па B  (g), dla Môrej g 

jest iviqzlca, liniowq.
Dowôd. Niech ( Ua)aeA bçdzie pokryciem otwartym B, dla ktôrego 

wi^zki |J Ua S£j> trywialne i niech
K ' Va x R ki ^ n ^ ( U a)

realiznje warunek lokalnej trywialnosci dla wi^zki |* w zbiorze XIa. 
Dla kazdego be Ua zdefiniujmy

K ,b: R ki*æ -*h i(b , x)e (|J5
i przyjmijmy

K  : ü a X T (R ki , . . . ,  R kn) Э (ft, X) - >  T {K >b, . . . ,  K , b )  (®) « * T X ( U a ) .

Twierdzimy, ze istnieje dokladnie jedna topologia, dla ktôrej kazde lca 
jest homeomorfizmem. Bzeczywiscie, jest to prawda na mocy lematu 
1. I I  [WI] i wobec faktn, ze ci^glosc funktora T  zapewnia ci^glosc od- 
wzorowania

I f ' o K :  ( U „ n  U f ) X  T (K * S  — , K*») ->  ( F „ n  U t ) X T ( R X  . . Я*») .

Zauwazmy dalej, ze rzutowanie n jest cingle, a wprowadzona topo­
logia nie zalezy od wyboru pokrycia ( U a )a e A . Odwzorowania Jca realiznje 
warunek lokalnej trywialnosci w skonstruowanej wi^zee ?/ =  Т(|1? . . . ,  |n).

Stosuj^c twierdzenie 1 do funktorôw ®, 0 , Н от, *, Лк, otrzymnjemy 
sum§ |©ry wi^zek liniowych (pokrywaj^c^. siç ze zdefiniowan^ w [WI] 
sum̂ , Wliitneya), iloczyn tensorowy |®?/, wi^zkç Hom(|, rj) (ktôrej 
wlôknami s  ̂ przestrzenie Horn ( Çx, r]x)), wi^zkç dualn^ |* i Tc-tq, potçgç 
zewnçtrzn .̂ Лк£. (Warto w tym miejscu zaznaczyc, ze wig>zki AkÇ maj^ 
podstawowe znaczenie przy konstrukcji tzw. operacji Adamsa Лк, za 
pomocg, ktôrych rozstrzygniçte zostaly nprzednio wspomniane takie 
klasyczne problemy, jak klasyfikacja pôl wektorowych liniowo nieza- 
leznych na sferach, problem istnienia algebr R n z dzieleniem i wiele 
innych.)

Z wlasnoéci iloczynu tensorowego i sumy prostej przestrzeni wekto­
rowych wynikajq» natychmiast nastçpuj^ce wzory:

|®»y^^®|, (|©?y)®| ^  |©(?/©t),
|®»y^^®|, (I®?/)0 | ^  |0 (»/®I),

(f©*7)<8>£ ^ (l® C )© (r/ 0l).
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Oznaczmy przez YectnX  zbiôr wszystkich R-wymiarowycli wi^zek
nad bazg, X  (rozwazanych z dokladnoscig, do izomorfizmu), a przez

00

Y ectX  =  ^JYectMX  zbiôr wszystkich wig>zek liniowych nad X. Bez-
71 =  0

posrednig. konsekwencjg. ostatnich formul jest
Wniosek 1. (YectX, ©, <g>) jest polpierscieniem abelowym.
Lemat 1. Jezeli /: B x B 2 jest odwzorowaniem ciqglym, a S1 7  . . . ,  Sn 

wiqzkami liniowymi nad bazq B 2, to dla dowolnego funktora ciqglego n 
zmiennych T

Dowôd. Wystarczy sprawdzié prawdziwosc ostatniej formuly tylko 
dla wi%zek trywialnych, dla ktôrych jest ona jednak oczywista.

W szczegôlnosci otrzyniujemy jako
Wniosek 2.

f ( S ® n )  as/*(f)®/*(4),

/*(Hom(£, ,)) s  Hom(/*(£),/*(,,)).

Z dwôeh pierwszyeh formul wniosku 2 wynika zatem, ze odwzoro- 
wanie cingle f :  X  -> Y indukuje homomorfizm pôlpierscieni /*: Yect 
-*/* YectX.

Twierdzenie 2. Przyporzqdkowanie X  — > YectX, / — >f* jest funk- 
tor em (kontrawariantnym) 0 kategorii przestrzeni topologicznyeh w kategoriç 
pôlpierscieni abelowych.

Dowôd. Z twierdzenia 1 [WI] (jednoznacznosc), wynikajg, natych- 
miast potrzebne zwi^zki (gof)* —f * o g * oraz e*x  =  <?vectx-

III. Przestrzenie sekcji ci^glych, wiijzki nad iloczynami kartezjan- 
skimi przestrzeni topologicznyeh. Oznaczmy przez B(Ç) przestrzen wekto- 
rowg. (ci^glych) sekcji wi^zki | nad bazg. B,  tj. przestrzen odwzorowaii 
a: B  -> £, dla ktôrych n o a  =  eB. (Dziaîania dodawania i mnozenia 
przez skalar sg> zdefiniowane w X(£) w naturalny sposôb.) Dla dalszych 
rozwazan uzyteczne bçdzie wprowadzenie w P(£) topologii podyktowanej 
przez pewn^ normç. Wybierzmy metrykç rieniannowsk^ < ) na i  i zde- 
finiujmy dla sekcji a: B  -* | liczbç

11 o' [ I =  sup{l/<(or(a?), <r(a?)>: x e B ) .
Z wlasnosci metryki riemannowskiej wynika natychmiast, ze || ||: 

X(|) -> R  jest norm .̂ w Г(£). Przestrzen ta ma wiçc strukturç przestrzeni 
nnormowanej (nawet Banacha). Bozwazac bçdziemy rôwniez cingle 
X-parametrowe rodziny sekcji (X-przestrzen topologiczna), tj. odwzoro- 
wania cingle a: B x A - + Ç ,  ktôre — dla kazdego ustalonego elementu
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aeA  — ssfc sekcjami wi^zki £. Przestrzen Г{£, A) J.-parametrowych 
sekcji mozna rôwniez latwo wyposazyé w strukturç przestrzeni nnormo- 
wanej, przyjmujac

||oj| =  sup{l/<ct (x , a), o(x,  a)}:  (x, a)e B x  A}.

Istnieje scisly i niezmiernie wazny zwi^zek miçdzy .T(Hom(£, »/))- 
-przestrzeni .̂ ci^glych sekcji wi^zki Hom(£, rj) i przestrzeni^ wektorowg. 
HOM(|, rç)-homomorfizmôw wi^zki £ w rj. (Dla £ =  rj obie te przestrzenie 
Scj; algebrami unormowanymi.) Przestrzenie te bçdziemy identyfikowac 
ze sobg., a kanoniczny izomorfizm liniowy

HOM(|, 97) э<р -> {В эх -*<p\Çx€ Н от (I , r])}e /’(Н от(£, rj))

bçdzie odwzorowaniem identyfikuj^cym.
Zwrôcmy uwagç, ze 99e HOM(£, rj) jest izomorfizmem wi^zek liniowych 

((pe ISO(£, rj)) wtedy i tylko wtedy, jesli odpowiadaj^ca mu sekcja jest 
sekcji izomorfizmôw, tj. dla dowolnego x z bazy odpowiadaj^ca mu 
wartosc sekcji jest izomorfizmem liniowym £x -» цх. Zbior sekcji izo­
morfizmôw P7(Hom(|, rj)) jest podzbiorem otwartym w P(Hom(|, rj)).

Podobnie rozwazac mozna A-parametrowe rodziny sekcji izomor­
fizmôw i ich zbior .T7 (Hom(£, rj), A), otwarty w P(Hom(|, rj), A).

№ech £ bçdzie wi^zkg. liniowy nad bazg, B. Dla przestrzeni topolo- 
gicznej X  oznaczmy przez £ X X  wi^zkç liniowy nad B x X :

| x l  =  { B { £ ) x X , B x X , 7i x e x ).

Zauwazmy dalej, ze w naturalny sposôb mozna identyfikowac prze­
strzenie wektorowe HOM(|x J ,  r jxX)  i P(Hom(|, rj), X) oraz ich 
podzbiory ISO(£ x X , f ] X X )  i Р7(Нот(|, rj), X ).

Zdefiniujemy jeszcze dwa wazne pojçcia. Môwimy, ze dwa izomor- 
fizmy cpQ i <px€ ISO (£, rj) S3, izoJiomotopijne, jezeli istnieje [0, l]-parametrowa, 
cingla rodzina izomorfizmôw Фр. | x [0 , l ] ->r j ,  dla ktôrej Ф1 =  щ 
(i — 0, 1 ). Belacja izohomotopii jest oczywiécie relacj^ rôwnowaznoéciowg. 
w zbiorze izomorfizmôw ISO(£, щ). (Skladowa lukowej spôjnosci izo- 
morfizmu cp w przestrzeni ISO(|, rj) jest dokladnie zbiorem izomorfizmôw 
izohomotopijnych z 99.) Latwo sformulowac odpowiedni warunek izohomo- 
topijnosci sekcji izomorfizmôw.

Przez sum§ prostç, sekcji (rodziny sekcji) а ^ Г { £ {) (i = 1 ,2 )
rozumiec bçdziemy sekcjç (rodzinç sekcji) zdefiniowan .̂ wzorem 
(a 1 ®a 2){x) — &1 {x)®cr2 (x)e £x®£2. Analogicznie okresla siç iloczyn tenso- 
rowy 0‘x® a2.

Zaobserwujmy, ze przestrzen izomorfizmôw IS O (X x F ) wi^zki try- 
wialnej X  x F  (F  — przestrzeii wektorowa) mozna identyfikowac z prze- 
strzeni ,̂ odwzorowah ci^glych X  w GL(F) =  {zbiôr izomorfizmôw

12 — Roczniki PTM — Frace Matematyczne XVI
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przestrzeni wektorowej F} (z naturalne topologie), poprzez 'transfor- 
macjç:

IS O (X x  F) *(p -> {X  -> F x* GL(F)}e C(X,  GL(F)),

gdzie F x =  F  | {x} X F  -> {x} x F. Transformacja ta indukuje bijekcje 
miçdzy zbiorem izomorfizmôw izohomotopijnych ISOA(.Xx F) a zbiorem 
klas homotopii odwzorowan X -> G L (F ). (Przestrzen GL(Cn) bçdziemy 
zapisywac jako GL(C,n)  i identyfikowaé z grupe topologiczne nieosobli- 
wycli macierzy zespolonych n-tego stopnia.)

Twieedzenie 1. Xiech £ bçdzie zespolonq wiqzkq trywialnq nad prze- 
strzeniq sciqgalnq. Wtedy dwa dowolne izomorfizmy cp{ : £ -> X  x Cn (i =  
=  0, 1 ) sq izobomotopijne.

Dowod. Wystarczy stwierdzic, ze izomorfizm Ф — <p2 orpïF* X  x Cn -> 
I X Г  jest izohomotopijny z izomorfizmem identycznosciowym lub — 

zgodnie z ostatnimi uwagami — ze odwzorowanie

(*) X  *x Фхе GL(C, %)

oraz odwzorowanie X  GL(C, n) stale rôwne identycznosci w GL(C, n)f 
se homotopijne. Oczywiâcie, wobec sciegalnoéci przestrzeni X  odwzoro­
wanie (*) jest homotopijne z pewnym odwzorowaniem stalym. Kazde 
dwa odwzorowania stale w przestrzeni GL{C,n)  s  ̂ — wobec Inkowej 
spôjnosci tej przestrzeni — homotopijne. Z faktn przechodniosci relacji 
homotopii odwzorowan wynika wiçc prawdziwosc twierdzenia.

Kazdy izomorfizm wi^zki trywialnej £ nad baze X,  na standardowe 
wiezkç trywialn^, X  x Cn nazywamy trywializacjq tej wiezki. Ostatnie 
twierdzenie môwi zatem, ze dwie dowolne trywializacje wiezki trywialnej 
nad baze âciegalne se izohomotopijne.

Podkreslic nalezy, ze wszystkie proste uwagi tego paragrafu ma je  
podstawowe znaczenie dla dalszych rozwazan. W przyszloéci czçsto bç- 
dziemy uzywali opisanych wyzej identyfikacji, bez specjalnego zwracania 
uwagi na ten fakt.

IV. Sklejanie wi^zek liniowycli.
Lemat 1 (o rozszerzaniu sekcji). Xiech £ bçdzie wiqzkq linioivq nad 

bazq B , A podzbiorem domkniçtym B  i a: A Ç \ A  sekcjq wiqzki £| A. 
Istnieje sekcja a : B  -> £, ktôra jest rozszerzeniem sekcji a, tj. a\A — a.

D owôd. Dla wiezki trywialnej lemat wynika natychmiast z twier­
dzenia Urysohna о rozszerzaniu funkcji.

Niech (Ut)ieI bçdzie pokryciem otwartym B, dla ktôrego wiezki 
£| TJt se trywiaine. Niech {9 bçdzie rozkladem jednosci wpisanym 
w pokrycie a rozszerzeniem cr| Utn A  na Ut. Wtedy a — ptat
jest rozszerzeniem sekcji a na przestrzen B. l€l
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W n io s e k  1 . Niech £ i y bçdq wiqzkami liniowymi nad bazq, В , A dom- 
knietym podzbiorem B, a cp: £\A -> у \ A izomorfizmem restrykcji wiqzeJc. 
Wtedy istnieje otoczenie Ü zbioru A i rozszerzenie cp do izomorfizmu £[ ü  у \U.

Dowod. Zgodnie z identyfikacj^ opisang, w paragrafie I I I  traktujemy 
cp jako sekcjç wi%zki Hom(|| A, rj \ A) y)\A. Sekcjç t§ mozemy
rozszerzyc na calg> przestrzerï. B, otrzymuj^c homomorfizm cp: £ -> у 
rozszerzaj^cy izomorfizm cp. Poniewaz zbiôr

U =  {x e В : cp\£x jest izomorfizmem},

jest otwarty i zawiera A, wi}c teza jest udowodniona.
Operacja sklejania wiqzek. Zalôzmy, ze przestrzen В  jest sum^ pod- 

zbiorÔAV domkniçtych B x i B 2, A — B xn B 2 oraz £t =  (Е(£^, щ, B{) sg. 
wi^zkami liniowymi nad B t (i =  1, 2). Шеек cp: £x| A -> £ 2 1A bçdzie 
izomorfizmem wi^zek. W zbiorze E (£x)u E( £2) zdefininjmy nast§pujg.cg. 
relacjç rôwnowaznosci =  : elementy e i e'€E(£x)и E (£2) s  ̂ rôwnowazne 
wtedy i tylko wtedy, jesli s  ̂ identyezne, bg>dz e =  <p(e'), b%dz e' =  cp{e). 
Niech

E{£x) и E( £2) =  а д - ^ 2)/ =
9

bçdzie przestrzeni^ ilorazowg. wyposazonq. w topologiç ilorazow^. Twier- 
dzimy, ze £x и £2 — (E(£j.) uI2(£a), лх и л 2, B) jest wiîjjzk  ̂ liniowç. nad B.

<p '  <p <p

Zaobserwujmy, ze wiôkna {nx\j л 2 )~х{x) maj^ naturaln̂ j strukturç prze-
<p

strzeni wektorowej. Wystarczy sprawdzié tylko warunek lokalnej try- 
wialnosci i to jedynie w punktach zbioru A, poniewaz E(£x)и E{£ 2 )\B\A

<p

jest smug. rozlgjczng. przestrzeni (E(£x)\Bx\ A )u  E (£ 2 )\B2\ A , w ktorych 
Avarunek ten jest oczywiécie spelniony.

Niech a*A,  £1 \U1  bçdzie wig.zkg, trywialng nad otoczeniem dom- 
kniçtym Ux punktu a w X x, a

Vi- £1 \TJ1 - * U xX C n

izomorfizmem wigzek. Niech îpx: £1 \U1n A ( TJX n A) x Cn bçdzie restry- 
kcjg, v’i do E (£X\UX nA).  Zdefiniujmy izomorfizm

Уг — УхОср\Е(£2\А n Ux): £2 \UX n A  (Ux nA)  x Cn

i przedhizmy go do izomorfizmu гр2 : £ 2 \ U2 -> U2 X Cn, gdzie U2 jest oto­
czeniem zbioru A n U x w X 2 (wniosek 1). Zauwazmy, ze izomorfizmy 
Vi i y 2 przyjmuj^j rôwne wartosci na identyfikowanych punktach z (|3| TJxc\ 
n A ) u { £ 2 \U2 nA),  indukuj .̂ wiçc izomorfizm yxu ip2‘ |21 Uxи TJ2 ->9 9
~>{Ex\j U2) x Cn realizuj^cy warunek lokalnej trywialnoéci dla £xkj £ 2 
w otoczeniu Ux kjU2. v
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Zanotujmy pewne proste fakty wynikajg.ce natychmiast z twier- 
dzenia о wig,zkach indukowanych przez odwzorowania liomotopijne 
(twierdzenie 5 [WI]):

Wniosek 2. (a) Niech rj bçdzie wiqzkq nad B x [0 ,1]. Wiqzki rj | B  x {0} 
% у\Вх{1 }  (traktowane jako wig.zki nad B) sq izomorficzne.

(b) Jezeli B  jest przestrzeniq sciqgalnq, to kazda wiqzTca y nad bazq 
A x B  jest wiqzkq postaci £ X B, gdzie £ jest odpowiednio dobranq wiqzkq 
nad A.

Pierwszy z tych faktôw poslnzy do dowodn waznego lematu. 
Lemat 2. Jezeli izomorfizmy <р{: £\BX r\B2 -> у\Вх n B 2 (i =  0,1)

sq izolwmotopijne, to wiqzki £ ' j r j i £ u r ) s q  izomorficzne.
«T *2

Dowôd. Homotopia Фг lg.czg.ca (p0 i cpx indnknje izomorfizm wig.zek 
(Il A ) x l  i ( v\A) x I  (A =  В , r\B2,1  =  [0, 1 ]):

Ф: E(£\A)x I  э(ж, /) -> (ФДж), t)e E(r}\A) x I .

Utwôrzmy wig.zk§ (£ x  I)  и {rt x  I) nad bazg, B x l .  Ъ wniosku 2 (a)
ф

wynika, ze wig,zki (| X I )u  {rj X I) \B x  {0} oraz (£ x I )u  (g X I) \B x  {1} sg.
ф ф

izomorficzne. Wobec oczywistego izomorfizmu

(| X I)  u (?7 X I)\B x {i} I  u?; (i =  0 ,1 )
Ф Щ

otrzymujemy prawdziwosc tezy.
Kilka dalszych uzytecznych wlasnosci operacji sklejania wig,zek 

ujçtych jest w lemacie 3, ktôrego dowod trywialny pomijamy.
Lemat 3. Niech B  bçdzie sumq zbioréw domkniçtych B xi B 2, A =  B x C\B2. 

Jezeli £i i % sq wiqzkami nad B i (i =  1, 2), a yx: £x | A £2\ A, <p2: r)x\A -> 
-+rj2\A izomorfizmami restrykcji wiqzek, to

(a) (£x и la)® ^! u j/2) ^  (!i©»h) и (I 2© /̂2)?
<px ç>2

( b )  ( | X U  | 2 ) ® ( » h U  У 2 ) =  ( 1 1 ® ^ 1 )  U  ( ! 2 ® « 7 a ) >

(c) istnienie izomorfizmôw fa: £{ -> % przemiennych z izomorfizmami
<Pi{<P2° fa  =  fa°<Pi) implikuje, ze wiqzki |я u |2 i sd izomorficzne,

<p x <p2

(d) |̂ — ||Бг- wiqzki £x и £2 i £ sq izomorficzne.
еЕ(ЦЛ)

W dalszych paragrafach rozwazac bçdziemy wylg.cznie wig,zki liniowe 
zespolone (nad bazami zwartymi).

У. Homotopijna interpretacja Y ectn(£ B ). W zbiorze odwzorowan 
cig>glych przestrzeni X  w Y  relacja homotopijnosci dwôch odwzorowan. 
jest — jak latwo sprawdzic — relacjg. rôwnowaznosciowg, (zgodng, z ope- 
racjg, skladania odwzorowan). Zbiôr klas homotopii oznaczmy przez
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[X, Y], a klasç homotopii odwzorowania / przez [/]. W naszych rozwa- 
zaniach szczegôlnie wazny bçdzie zbiôr [X, G], gdzie G jest lukowo spôjng, 
grup^ topologiczng.. Zbiôr ten mozna w naturalny sposôb wyposazyc 
w strukturç grupy, definiuj^e mnozenie wzorem [/]•[</] =  [f - g ]. Dla 
X  =  Sn (sfera w-wymiarowa) grupç [Sn, G] oznacza siç przez un{G); 
jest to tzw. n-ta grupa homotopii przestrzeni G. (Jak wiadomo, grupy 
homotopii — nieco inng. metodg. — definiuje siç dla dowolnych przestrzeni 
topologieznych. Efekt tej konstrukcji pokrywa siç jednak w wypadku 
lukowo spojnych grup topologieznych z wyzej podanym.)

ЛУ dalszych rozwazaniach uzyteczna bçdzie nastçpuj^ca konstrukeja. 
№ech X  bçdzie przestrzeni^ topologiczn .̂, I  =  [0,1]. Stozkiem CX nad 
przestrzeniq X  nazywamy przestrzen ilorazowg. przestrzeni X  x I  przez 
relacjç rôwnowaznosci identyfikuj^c^, wszystkie elementy zbiorn X  x  {1 }. 
W zbiorze ilorazowym GX =  X  x  I j X x  {1} wprowadzimy topologiç ilo- 
razowg». Zbiôr X  x  {0} nazywamy podstawg. stozka, a klasç elementow 
z X  X  {1} jego wierzcholkiem.

Lemat 1 . Stozek GX nad dowolnq, przestrzeni^ topologicznq X  jest 
przestrzeni^ sciqgalnq,.

Dowôd. Odwzorowanie cingle

G X xI^ ((x~ t),u ) ^ ( x , l - { l - u ) { l - t ) ) € GX

(gdzie (x, t) jest klas^ elementn (x, t)e X x l )  realizuje homotopiç miçdzy 
identycznosciq. na GX a odwzorowaniem stalym na wierzeholek stozka.

Identyfikuj^c podstawy stozkôw G+ X  =  X  x  I /X x  {1} oraz G~ X  — 
=  l x [ - l , 0 ] / l x { - l }  otrzymujemy nowq.przestrzen topologieznq, EX, 
zwan .̂ podniesieniem przestrzeni X. Dla przestrzeni topologicznej X  
z wyrôznionym punktem x0 definiuje siç rôwniez przestrzen SX  =  
=  I x  [ - 1 , 1 ] / Х х { - 1 , 1 } и Ы  X [ — 1 ,1 ] (tzw. zredukowane podnie- 
sienie przestrzeni X).

Podniesienie ESn (jak rôwniez zredukowane podniesienie SSn), sfery 
w-wymiarowej, jest przestrzeni^ homeomorficzng, ze sferg, n-\-1  wymiarowg»
^ n  + l -

Przypominamy, ze przez YectnEX  oznaezamy zbiôr w-wymiarowych 
wi^zek zespolonych nad podniesieniem EX  przestrzeni X. Interesuj^cej 
interpretaeji homotopijnej tego zbioru dostareza nastçpuj^ce

Twierdzenie 1. Istnieje naturalna bijekeja zbioru Yectre27X na zbior 
[X, GL(C, n)].

Dowôd. Zgodnie z koncowymi uwagami paragrafu I I I  wystarezy 
stwierdzic istnienie naturalnej bijekcji zbioru Vect?l27X na zbiôr 
180Л( Х  X Cn), klas izomorfizmow izohomotopijnych. Шес1з leY ectnEX. 
Sci^galnosc przestrzeni G+X  i C~ X  implikuje trywialnosc wi^zek |+ =  
=  ||C+X  i |_ =  ||G~X. Poniewaz kazde dwie trywializaeje wi^zek
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|+ i izohomotopijne (twierdzenie 1. III), wiçc przyporzgalko-
wanie

(*) Vectn27.X * £ [(a-  \X X Cn)o{a+ \Xx Сп) - г]е ISOA(X x  Cn),

gdzie a+ i a~ sg. dowolnie wybranymi trywializacjami — odpowiednio 
£+ i £_, jest dobrze okreslone.

Przyporz^dkowanie odwrotne uzyskujemy za pomocg, operacji 
sklejania. ШесЬ r =  EX  x Cn bçdzie wi .̂zk  ̂ trywialn^ nad EX, r^ 
=  r\C+ X, r_ =  T \C~X i niech. [Ф] bçdzie klas^ izohomotopii elementu 
0 e I8 O (X x  Cn). Wtedy odwzorowanie

ISOÆ(X x  Cn) * [Ф] —>• T. и t_ e Yectn2 X

jest dobrze okreslone (lemat 2 . IY) i odwrotne wzglçdem odwzorowania (*). 
Latwo teraz ustalic bijékcjç miçdzy zbiorem [X, GL(C, n)] a Vectn2LY:

Wn: [X , GL(C, w)]9[ç»] -> r+u t_ € Vectn£ X .4>
W n io s e k  1. Istnieje natmalna bijekcja Jc-wymiarowej grupy Jiomotopii 

Trfc(GL(C, n)) na zbiér Yec,tn(Sk+1).

VI. Systemy proste. Funktor K . Grupy homotopii pelnej grupy liniowej.
№ecli {Xn}neN bçdzie rodzin^ podzbiorôw (niepnstyeh), a { fny . X n X k} 
rodzin^ odwzorowan (okreslonych dla к >  n). Môwimy, ze uklad {Xn, f n>k}  
jest systemem prostym zbiorôw, jesli dla dowolnycîi n, k, m natnralnycli 
( n ^ k ^ m )  spelniony jest warnnek f k>m°fn,k — fn,m- Interesuj^cy jest 
przypadek systemn prostego, w ktôrym zbiory Xn i odwzorowania f n>k 
S£j» odpowiednio obiektami i morfizmami nstalonej kategorii. W szczegôl- 
nosci rozwazac bçdziemy kategorie pôlgrup, grnp, przestrzeni topolo- 
gicznych i grnp topologicznych. Ze szczegôlnie nieskomplikowanym 
przypadkiem systemn prostego mamy do czynienia wôwczas, jesli {X„} 
jest rosng,cg. rodzin^ podzbiorôw ustalonego zbioru, a kazde f n k odwzoro- 
ŵ aniem inkluzji. System taki oznaczamy przez {Х г c= X 2 c: W zbiorze
U Y  zdefiniujmy relacjç rôwnowaznosci: elementy x e X n i y e X k sa

ПеХ
rôwnowazne wtedy i tylko wtedy, jesli f n>m(x) — f k>m(y) dla pewnego 
me N. Przestrzen ilorazowa nosi nazw§ granicy prostej systemn i oznaczana 
jest przez UmXn.

n-> oo
Granica systemu prostego pôlgrup (grnp, pôtpierscieni) ma naturalna 

strukturç pôlgrupy (grnpy, pôlpierscienia). Dla a, (ielim X n okreslamy
71—>CO

iloczyn a-(3 jako rôwny klasie rôwnowaznosci iloczynn reprezentantôw 
a i (i, nalez^cych do tego samego zbioru X n (istnienie takiego zbioru 
wynika z definicji systemn prostego). Stwierdza si§ natychmiast po- 
prawnosc takiej definicji.
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Podobnie granica systemu prostego przestrzeni topologicznych ma 
naturalng, strukturç topologiczng,. Bozwazymy jedynie istotny dla nas 
przypadek systemu {X j c  J 2 c  Podzbiorem otwartym w zbiorze 
X  =  lim X n - ( J  X n bçdzie z definicji zbiôr, ktôrego przeeiçcie z kazdg.

przestrzeni ,̂ topologiczn^ X n jest otwarte лу X n.
Przyklad 1. Peina grupa linioAva GL(C).
Dla n, he N (n <  h) zdefiniujmy ci^gly monomorfizm grup liniowych

{Jk-n j e t̂ macierzg, jednostkowg, rzçdu k — n). Poprzez ten monomorfizm 
identyfikujemy GL(C, n) z jej obrazem лу GL {C,k).  Oczywiscie 
{GL(C, n) , fnik} jest systemem prostym grup topologicznych; jego granicç 
GL(C) =  lim GL(C, n) nazywamy pelnq grupq liniowq,. Z wyzej przyto:

czonych uwag wynika, ze GL(C) jest grupg, topologiczna (sprawdzic 
nalezy jedynie ci^glosc operacji mnozenia).

P rzyklad 2. Grupa K{X).
Rozwazmy pôlgrupç (YectX, ©) zespolonych wi^zek liniowych nad 

przestrzeni ,̂ zwart^ X.  Dla n, h cX (n <  k) okreslamy odwzorowanie

(zwrocmy uwagç, ze gn>k na ogôl nie ŝ , ani surjektywne ani injektywne). 
Widac natychmiast, ze {Yectrt X , gn>k} jest systemem prostym zbiorôw.

Klas§ rtnynowaznosci wiQ.zki | лу K(X)  oznaczac bçdziemy przez 
Zauwazmy, ze wi^zki £eYect}lX  i g eY ectmX  wyznaczajg, t§ samq, klasç 
rôwnowaznosci лу X (X ) wtedy i tylko wtedy, jezeli |©тл ^  î/©tp dla 
odpowiednich h i p  naturalnych. Wi^zki spelniaj^ce ostatni Avarunek 
nazywamy s-rownoAvaznymi. Innymi slowy K{X)  jest przestrzeni ,̂ ilo- 
razow .̂ przestrzeni YectX, przez relacjç s-rownoAvaznosci. Dzialanie ® 
w polgrupie YectX  jest zgodne z Щ relacjg, i indukuje w przestrzeni 
ilorazowej K(X)  strukturç polgrupy (dzialanie ® nie jest na ogôl zgodne 
Z t̂ , relacjg,). Zerem лу przestrzeni K(X)  jest kîasa rÔAvnowaznosci dowolnej 
wiij,zki trywialnej' nad X.  Co Aviçcej, K(X)  jest grupg, wzglçdem induko- 
wanego dzialania oznaczonego w dalszym ci^gu symbolem + . Rzeczywiscie, 
niech // bçdzie doAyolnym elementem z K(X)  i niech | bçdzie wig,zkg, 
liniowg, nad X,  dla ktôrej suma Whitneya jest trywialna (wniosek 1 .1). 
Oczywiscie jest elementem zerowym av K(X).

gn,k: Y ect„X *£ -> £©t& ne Yect^X

îsTiech
Ж(Х) =  limYectnX .
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Niech /*: Yect Y -> YectX  bçdzie homomorfizmem indukowanym 
przez odwzorowanie cingle /: X  -> Г. Homomorfizm ten indukuje z kolei 
homomorfizm grup

f :

Podobnie jak w przypadku funktora Yect, jesli odwzorowania / i g 
se homotopijne, to f *  =  g*-, jesli / jest rownowaznoscie homotopijne, to 
homomorfizm indukowany jest izomorfizmem. Fimktor K  dziala wiçc 
z dokladnoscie do typu homotopii (grupy K  przestrzeni о tym samym 
typie homotopii se izomorficzne).

Przyklad 3. Granica prosta grup [X, GL(C, n)].
Odwzorowania

/«,*: [X , GL(C,%)J -> [/»ffcoy]€ [X , GL(C, Щ

definiuje system prosty grup {[X , GL(C, Datwo pokazac, ze
dla przestrzeni zwartej X  granica lim [X, GL(C, n)] tego systemu jest

П -*00

grupe izomorficzn^ z [X, limGL(C, n)] =  [X, GL(C)]. W szczegdlnosci 
tta.(GL(C)) =  lim[/Sift, GL(C, n)~\. Istnieje scisly zwiezek miçdzy grupami

?l —>00

[X , GL(C)] i K(ZX ). Zdefiniujmy nastçpujecy nieskoiiczony diagram 
przemienny :

[X ,G L (C ,0 )]^ [X ,G L (C ,l)]M [X ,G L (C ,2 )]M ...-> [X ,G L (C ,w )]î?kü^.^ 
1 * 0  "  Vyn

Yect0XX Yec^XX Yect2XX f b j  ... -+YeztnZ X 0n.’? ± l...

gdzie f n m + 1  i gn>n+i se zdefiniowane w przykladach 3 12, a y>n sebijekcjami 
okreslonymi w paragrafie I I I  (twierdzenie 1) (Diagram ten ustala — 
w naturalnym znaczeniu tego zwrotu — izomorfizm dwu systemôw 
prostych {[X , GL(C, n)] , fn>k} i {YectnXX, gn>k} rozwazanych jako systemy 
zbiorôw).

Okreslamy odwzorowanie

y>: [X ,G L (C) ] -+K(ZX)

wzorem y>({a}) =  yn{a), gdzie {a}e [X, GL(C)] jest klase elementu 
ae [X, GL(C, n)]. Przemiennoéc diagramu zapewnia poprawnosc tego 
okreslenia, a bijektywnosc odwzorowan грп implikuje bijektywnosc y. 
Stwierdzimy, ze odwzorowanie y) jest izomorfizmem grup.

ШесЬ {a} i {/3} bçde klasami rownowaznosci w [X, GL(C)] elementow 
a i p e [X, GL(C, n)] i niech a =  [/] oraz /3 =  [</]. Elementy/i g se zatem 
odwzorowaniami cieglymi przestrzeni X  w grupç topologiczne GL(C,n)
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macierzy nieosobliwych n-tego rz§du. Iloczyn ich f-g  jest odwzorowaniem 
tego samego typu. Pokazemy, ze y>({a} •{/?}) =  f ( { a}) +  y(W)- Obliczmy

УЧМ'Ш) =  v ( ia 'P}) =  =  V»([/ ]̂) =  t+ u T-1 -a
oraz

V({a}) +  V>(№) =  y({[/]}) + »■({[?]}) =  ¥>»([/]) + Ы М ) =
=  K u t ! |  +  ( r * u r ! )  =  r f\ j  r2_“.

/ a 1®a
Dla zakonczenia dowodu wystarczy stwierdzic, ze wi^zki r\ и rr

oraz r^ u  rü1 sa s-rdwnowazne.' 1®a
1-0

Шеек 1 : X G L {C ,n) bçdzie odwzorowaniem przyporz^dkowu- 
j^cym punktom z przestrzeni X  macierz jednostkowç, I. Sumy proste 
odwzorowan

( f (x)g(x)  j 0 \
f - g ®  1: X  *x y  —q '’ j y J e G H C ^ n ) ,

f(%)f© 9 : X  зж
0

О I ÿ(a?)
sg. liomotopijne. Homotopia dana jest formula :

e GL(C, 2n)

Х х [ 0 , 1 ] ф ,« )

/ f (x )cos2|rct+ f(x )g (x )sin2\nt | (f ( x )g (x) —f(x ))s i n tcos|tzt 
\ [g(x) — jT)sin|7rfcos|w# J Isin 2 7̂t£-f <7(#)cos2|wtf

Impliknje to fakt (lemat 2 . IV), ze wi^zki т2™ u t2!1 i г2+й и т2” ^
f®9 fg@l

2ë(rn u TÜ.)®rnŝ r izomorficzne, a wiçc т+1 и т2_и i т+ и r® s  ̂s-rownowazne.
 ̂1а 1®а 1а

Udowodnilismy wiçc nastçpuj^ce
T w ie r d z e n ie  1. Grupy [X , GL(C)] i К (XX) sq izomorficzne.
W szczegôlnosci dla grnp homotopii grupy liniowej, wobec faktu, 

ze X8 n — 8 п+л, mamy nastçpujqyy wazny:
W n io s e k  1. Grupa K ( 8 n+l) jest izomorficzna z n-tq grupq homotopii 

Trn(GL(C)) pelnej grupy liniowej (n — 0, 1 , ...).
Pozniej wyliczymy grupy K ( 8 n+1), a wiçc tym samym i nn (GL (C)'j. 

Potrzebne nam bçdzie jednak nastçpuj^ce twierdzenie о strukturze grupy 
^1 (GL(C))? ktorego elementarny dowod znajduje siç w monografii Cheval- 
leya [15]:

T w ie r d z e n ie  2. Grupa Tr1 (GL(C)) jest izomorficzna z addytywnq 
grupq liczb calkowitych.

Scislej, Chevalley podaje dowod faktu, ze dla dowolnego n natural- 
nego n1 (GL(C, n)) =  Z. Wobec wyzej przytoczonyck uwag о systemach 
prostych implikuje to jednak, ze tt1 (GL(C)) =  Z.

jeG L (C , 2n).
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Wxiosek 2. Grupa K  ($2) jest izomorficzna z addytywnq grupq Uczb 
ealkowityeh Z.

Jak  juz wspominalismy, grupa topologiczna GL(C,n) jest lukowo 
spojna. Implikuje to fakt, ze zerowa grupa homotopii Tr0(GL(C,-n)) =  
=  [$0, GL(C, n)] jest grupg. trywialn^. Wobec bijektywnosci zbiorôw 
[$0, G L(Cf n)] i Yeotn{Z8 ü) =  Yectn8 1  jedynymi wi .̂zkami zespolonymi 
nad okrçgiem Sx sg> wi%zki trywialne. Oznacza to jednak, ze

WmoSEK 3. Grupa K (S t) jest trywialna.
Oczywiscie grupa K (X ) dowolnej przestrzeni sciggalnej jest trywialna.
ISTa zakonczenie tego paragrafu warto przytoczyé nastçpujgcg wia- 

domosc: stosunkowo prosto dowodzi si§ (np. [21]), ze jzn(GL(C, Щ =  
=  tt№(GL(C)) dla wszystkicli к >  (n-\-1 )/2 . Wyjasniaj^c strukture grup 
nn[Qh{C)) otrzymuje si§ zatem natychmiast informacje о grupacli 
* n(GL(C,fc)) (k 5̂? (// X) /2). ÿTalezy podkreslic, ze struktura grup 
7tn{GL(C, k)) dla wartosci к <  (w-f-l)/2 jest na ogol nie znana. Z drugiej 
strony jednak dla wielu rozwazan teoretycznych (w szczegôlnosci w twier- 
dzeniu о indeksie operatorôw pseudoeliptycznych) znajomosc grup 
jrn(GL(C)) (a wiçc i ?rn(GL(С ,Щ , fc >  (w +  l)/2) jest zupelnie wystar- 
czaj^ca.

VII. Grupa i pierscien Grothendiecka. Funktor K . lîozwazmy kate- 
goriç, ktôrej obiektami s  ̂ polgrupy abelowe maj^ce element neutralny 
(zero), a morfizmami homomorfizmy polgrup.

Twiekdzenie 1 . Dla dowolnej polgrupy abelowej A, majqcej element 
zerowy, istnieje grupa abelowa K {A ) i Jiomomorfizm [ ]: A —> K  (A) majqce 
nastypujqcq, wlasnosé uniwersalnosei: Dla kazdego Jiomomorfizmu a: A -> B, 
polgrupy A w grupe abelowq B  istnieje dokladnie jeden homomorfizm grup 
a: K  (A) -> B, dla ktârego ao  [ ] =  a.

Wlasnosé uniwersalnosei wyznacza K  {A) jednoznaeznie z dokladnoéciq 
do izomorfizmu grup.

D owôd. Kwestia jednoznacznosci grupy K  (A) jest trywialna.
Istnienie. Môwimy, ze dwa elementy (a, b) i (a', b') zbioru A X A 

S£}j rôwnowazne wtedy i tylko wtedy, jezeli istnieje elementy x i y e A, 
dla ktorych (a +  x, & +  #) =  («' +  y, b'A y)- Eelacja ta jest, jak latwo 
widac, zgodna z dziaianiem dodawania w polgrupie A x A. Definiujemy 
K  (A) jako pdlgrupç ilorazowg, polgrupy A x A przez t§ relac jç. Oznaczmy 
przez x: A x A  -> K (A ) epimorfizm kanoniczny. Elementem odwrotnym 
wzglçdem elementu x[{a,b)) jest element x((b, a)). №ech j :  A * a ->  
-> (й, 0 ) e l x l  bçdzie naturalnym homomorfizmem zanurzaj^cym, a [ ] =  
=  xoj. Sprawdzimy wlasnoéc uniwersalnosei dla рагу {K{A), [ ]). Za- 
uwazmy najpierw, ze kazdy element g grupy K  {A) jest postaci [a]—[6] 
dla odpowiednich a i b z A. Ezeczywiscie,

q =  «((«, b)) =  x((a, 0) + ( 0 , b)) =  x((a, 0))-«((&, 0)) =  [л]—[6].
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Elementy \a] (a e A) generujg, zatem grupç К  (A).
№ech a: A —> B  bçdzie homomorfizmem A w grupç В. Jesli istnieje 

homomorfizm a spelniajgny warunek a o [  ] =  a, to a ([a]) =  a [a). Latwo 
sprawdzic, ze klad^c a ([a] — [&]) =  a(a) — a(b) otrzymujemy poprawnie 
okreslony homomorfizm, spelniaj^cy z^dang, wlasnosc.

Twierdzenie powyzsze pozostaje prawdziwe przy formalnej zamianie 
terminôw pôlgrupa i grupa terminami polpierscieh i pierécien. Dowôd 
przebiega bez zmian (mnozenie w pôlpierscieniu A induknje dzialanie 
mnozenia w К  (A)).

Dowolny homomorfizm poigrup (pôlpierscieni) /: Аг -> A 2 indnkuje 
jedyny homomorfizm grup (pierscieni) /: Х (А г) -> X (A 2), dla ktôrego 
diagram . / .

-Д-i  ̂ A. 2
[ ] j  _ In

. „ . К (А 1 ) 1 к ( А г)
jest przermenny.

Zauwazmy, ze przyporz^dkowanie A — > K(A), f — > f  definiuje fun- 
ktor z kategorii poigrup (pôlpierscieni) abelowych w kategoriç grup 
(pierscieni) abelowych.

Opisana wyzej grupa (pierscieh) K  (A) nosi nazwç grupy (pierscienia) 
Grothendiecka.

Oznaczmy przez K (X ) — if(Y ectX ) pierscien Grothendiecka pàl- 
pierscienia YectX, zespolonych wi^zek liniowych nad zwartg. bazg, X. 
Elementy pierscienia K {X ) nazywamy czçsto wiqzkami wirtualnymi. 
Zauwazmy, ze odwzorowanie cingle przestrzeni topologicznej /: X  -> Y 
indukuj^ce homomorfizm pôlpierscieni /*: Yect Y Yect X  indnkuje 
jednoczesnie homomorfizm pierscieni (oznaczamy dalej tym samym 
symbolem) /*: K (Y ) -+ K (X )  (/*([>7]) =  [/%?]). Z poprzednio podanych 
wlasnosci funktora Yect wynika natychmiast

W n io s e k  1. (a) Jezeli odwzorowania / ,  g: X  -> Y sq homotopijne, to 
homomorfizmy f* , g K  (Y) -> K (X ) sq rôwne.

(b) Jezeli f :  X  -> Y jest rôwnowaznosciq homotopijnq, to f * :  K  (Y) -> 
—> К  (X) jest izomorfizmem.

Oczywiscie przyporzgdkowanie X — >K {X ) i f — >/*, z kategorii 
zwartych przestrzeni topologicznych w kategoriç pierscieni abelowych 
jest funktorem kontrawariantnym (jako zlozenie funktora Yect z ostatnio 
zdefiniowanym funktorem J 5") tzw. K-funktorem (zwanym niekiedy funk­
torem Atiyah-Hirzebruch-Grothendiecka lub funktorem Grothendiecka).

Badanie wlasnosci funktora K  jest przedmiotem X-teorii. (Obok 
zdefiniowanego wyzej funktora K  rozwaza si§ inny, nie nmiej wazny, 
XO-funktor, ktôry jest efektem zastosowania konstrukcji Grothendiecka 
do pôlpierscienia rzeczywistych wi^zek liniowych YectRX. Teoria KO- 
-funktora jest znacznie trudniejsza.)
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Oznaczmy przez [y ] obraz wi^zki ye VectX przez homomorfizm 
[ ]: YectX  -> K (X ).

Lemat 1. (a) Kazdy element pierscienia K (X ) jest postaci [£]—[?/].
(b) [I] =  [y] wtedy i tylko wtedy, jezeli £®r ^  y® r dla pewnej wiqzM 

trywialnej nad X. (Wynika stg,d, ze wi^zki £ i y maj^ wtedy ten sam 
wymiar.)

Dowôd. Teza (a) wynika z dowodn twierdzenia 1. VII. (b) Przyj- 
mijmy oznaczenia stosowane w dowodzie twierdzenia 1. V II (A =  Vect X).

Bôwnoéc [ !]  =  [?/] impliknje rôwnoéc x((£, 0)) =  x((y, 0)), ezyli 
rôwnowaznosé elementôw (£, 0) i (y, 0) w l x  A. Zgodnie z definicj% 
tej rôwnowaznoéci, istnieje wi^zka y, dla ktôrej £®y — y®y. Tezç otrzy- 
mujemy dodaj^c stronami do ostatniej rôwnosci wi%zk§ y, dla ktôrej 
suma y®y jest trywialna (wniosek 1 . 1 ).

Oznaczmy przez dim?/ wymiar wi^zki y. Odwzorowanie

dim: V ectX  *y -> dim?/e Z

jako liomomorfizm pôlpierscienia VectX w pierscien Z, indukuje homo­
morfizm pierscieni

dim: K {X ) Z
(liczbç dim([|]— [?/]) nazywamy wirtualnym wymiarem elementu
[£]-[*/]).

Odwzorowanie dim pozwala na odsîoniçcie waznego zwi%zku miçdzy 
grup3> К (X), zdefiniowan^ w pôprzednim paragrafie (przyklad 2 ), a grupow% 
struktur^ pierscienia K {X ).

Twierdzenie 2 . Odwzorowanie

K {X )* ÿ -+  [?/]- [rdim,2]€ker{dim: K (X ) -> Z} 

jest izomorfizmem grup.
Dowôd. Pokazemy najpierw, ze odwzorowanie to jest poprawnie 

zdefiniowane, tj. nie zalezy od wyboru reprezentanta y. Bzeczywiscier 
niech y =  £, czyli y@TdimS+k =  £®rdimtl+k dla odpowiedniego he N. 
Ostatnia rôwnoéc implikuje [?/]+[rdiml+fc] == [| ]-f [Tdim,?+%], czyli [?/] — 
_  [Tdim̂ ] _  [| j_  [Tdimfj_ Stwierdzenie, ze odwzorowanie to jest homo- 
morfizmem grup, jest trywialne. Surjektywnosc wynika z faktu genero- 
wania grupy kerjdim: K (X ) -> Z} przez elementy postaci [77] — [-rdimT7] r 
a injektywnosc implikowana jest lematem 1  (b) V II i obserwacjg», ze 
zerem grnpy К (X) jest klasa wi%zek s-trywialnych (tzn. s-rôwnowaznycli 
wig>zkom trywialnym).

W dalszych rozwazaniach bçdziemy oznaczali — naduzywaj^c nieco 
terminologii — podpierscien ker{dim: K (X )  -> Z} rôwniez symboleni 
K (X ).
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Zaobserwnjmy, ze jeéli /*: K  {Y) -> K (X ) jest homomorfizmem 
pierscieni indukowanym przez odwzorowanie cingle /: X  -> Y, to /* [K  ( Y)) c= 
cr К (X), a zatem odwzorowanie cingle indukuje rôwniez homomorfizm 

/*: K (Y )-> K (X )  pierscieni K . (Uzywanie tego samego symbolu na 
oznaezenie odwzorowan indnkowanych nie prowadzi do nieporozumien.)

Przyporzçjdkowanie X  К  (X) i f — >f*  ma rôwniez charakter funk-
torialny. Mozna prosto opisac zaleznosc miçdzy pierscieniem K (X ) a jego 
podpierscieniem K (X ). №ech i :  K (X )-> K (X )  bçdzie inkluzj% a j :  
Z эр signp [т1р1]е K (X )  homomorfizmem prawostronnie odwrotnym 
wzglçdem homomorfizmn dim (tj. dimoj =  ez ). Z dokladnosci ci^gn 
homomorfizmôw pierscieni

0 K (X ) - i  K (X ) Z -+ 0

i faktu, ze dimoj =  ez wynika 
Wniosek 2 . Odwzorowanie

i@ j : K (X )® Z  ^ K (X )  
jest izomorfizmem pierscieni.

VIII. Wiî|zka Hopfa i jej wlasnosci.
L em a t  1 . Iloezyn tensorowy wiqzek okresla w zbiorze V ectjX, jedno- 

wymiarowych wiqzek nad bazq, X  strukturç grupy. Elementem odwrotnym 
wzglçdem wiqzki y jest jej wiqzka dualna y*.

Dowôd. Wystarczy stwierdzic istnienie elementu odwrotnego dla 
dowolnego f/cVectjX. Twierdzimy, ze wi^zka dnalna y* jest elementem 
odwrotnym dla elementn y, czyli ze y®y* jest jednowymiarow^, wi^zk  ̂
trywialna. Zanwazmy, ze jednowymiarowa wi^zka trywialna charaktery- 
zuje si§ posiadaniem ci^glej sekcji niezerowej. Dla wiqzki y®y* latwo 
takg. sekcjç skonstruowac. №ech V bçdzie jednowymiarowa przestrzeni^ 
wektorow% v jej dowolnym wektorem niezerowym, a v* jedynym ele­
mentem z przestrzeni dualnej V*, dla ktôrego v*(v) — 1. Twierdzimy, 
ze wektor v® v*eV ® V* jest niezerowy i dla dowolnego innego wektora 
niezerowego ueV, u®u* =  v®v*. Pierwsza nwaga jest trywialna. Dowodz^c 
drngiej przyjmijmy и =  kv. Wtedy

u*
1

— v* 
1

oraz U® U* — Àv® =  v®v*.

îsiecli teraz ux oznacza dowolny niezerowy wektor z wlôkna yx. 
Wobec powyzszych nwag odwzorowanie

I ?  %® U* e y ®  y*

jest dobrze okreslong, niezerowy sekcji ci^gi  ̂ wiqzki y®y*.
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Konstrukcja wiqzki Hopfa. Sferç dwuwymiarow^ S 2 rozwazac mozna 
jako jednopunkto ŵ . kompaktyfikacjç plaszczyzny zespolonej, S 2 =  
=  Cu{oo}. Zdefiniujmy

B + = { z e C :  \z\ <  1} oraz B _ = { z e C : |г| >  1 } и {°o }.

Oczywiscie B + n  B_  =  8  jest okrçgiem jednostkowym w plasz- 
czyznie C. Zastosujmy operacjç sklejania do wi^zek trywialnych B + x C 
i D_ x C, postugiij^c siç izomorfizmem

z~l : 8  X C э (z, x) -> (z, z~1 x) e 8  X C

jako izomorfizmem sklejaj^cym. Otrzymana jednowymiarowa wi^zka
B ,  x C и D_ x C nad sfer̂ » S 2 nosi nazwç wiqzki Hopfa. W dalszycli 

2-1
rozwazaniach oznaczac jg, bçdziemy stale przez y, a jej wig>zkç dualn.% 
przez y*. (Nietrudno zanwazyc zwi^zek y % fibracj^. Hopfa 8 Z -> S 2 [17].} 

Poslnguj^c si§ izomorfizmami

zn: 8  x C *(z, x) -» {z, znx)e S x  C (ne Z)

otrzymujemy wi^zki D+ X C kjB _ x  C. (z° oznacza izomorfizm iden-

dla n >  0 ,
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dla n <  0 .
Lemat 2. Wiqzki y11 i  B . x C  и D_ X C sq izomorficzne (ne Z).

"r g — n

Dowôd. Zauwazmy najpierw, ze iloczyn tensorowy izomorfizmôw 
zn0 zm jest rôwny zn+m. Eoziimuj^c indnkcyjnie dowiedziemy prawdziwoéci 
tezy dla wartosci n >  0. Zalôzmy zatem jej prawdziwoéé dla dodatniej 
liczby calkowitej n. Stosuj^c kolejno zalozenie indnkcyjne, przemiennoéc 
operacji ® i и (lemat 3 (b). IY) oraz wlasnoéc z~n®z~ 1 =  otrzy-
mnjemy гдДащ formula dla %-f 1 :

X =  (-D+ X C и  D_  x C)®(D+ x C u  B _ x  C) ^
2- ?г 2-1

Х(С0 . . . 0 С) и D _ x ( C 0 . . . ® C ) ^ D . x C  и B _ x C ..

Analogicznie, przez indukcjç malej^cq. mozna dowiesc prawdziwosci 
jezy dla % <  0? w oparciu о jej slusznosc dla n =  — 1 . Bozwazmy zatem 
teszcze tylko ten przypadek. Wi^zka y<g>(B+ X Си D_ X C) jesttrywialna:

X ® (D + xC u  B _ x C )  ^  J9+ X (C 0 C )  и B _ x (C ® C )  
z 2 102

^  B + x C\j B _ x  C ^  S2x C ,

tycznosciowy.) Zdefiniujmy
^0  . . .  0 ^

/ ® . . . 0 /
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czyli TJ+ X С u D_ X C jest elementem odwrotnym wzglçdem x w grupie
Z

(Yecti^a, 0 ). Lemat 1 . Y III implikuje zatem, ze 

X"1 =  x* = B + x C u B _ x C ,
z

czyli prawdziwoéc tezy dla n =  — 1 .
Xiech £ bçdzie wi ẑk ,̂ nad X, a p : £ x S -> £, ^-parametrow^ rodzimj, 

izomorfizmôw wi^zki £. Oznaczmy przez znp  izomorfizm

znp : £ x  S *{e, z) —> (в), г)e | x /8.

L em a t  3. £ x D, kj £ x  D_ ^  {£ X D + v  £ x  В _ )0 (х~пХ X).
Zn p  v

Dowôd. Korzystaj^c z lematu 3 (b). IY, otrzymujemy nastçpuj^cy 
ci^g izomorficznych wi%zek (1 xxd+ oznacza trywialn^ wi^zkç jedno- 
wymiarowg. nad X  x  B + )

£ X B_̂ _ и £ x  В  _ ( £ x B + u£X-Z)_)0 (lj  ̂x/>, и 1 xxd_ ) =
Zn p  Z n p  2°

^ { £ x B + и |X D_)0(1XxD, u l ZxI)J ^ ( | x D +u !xD _)0((D +. X 

x C u D _ x C ) x l ) = ( ^ x D , u  £ x B J ® { x~nx X ) .
zn p

Dowôd nastçpnego lematu podany bçdzie w paragrafie X II.
Xiech h =  [x] bçdzie klasg. wi^zki Hopfa w pierécieniu K (S 2), a 1  

klassfc jedno wymiar о w  ̂ wi^zki trywialnej.
L em a t  4. TY pierscieniu K ( $ 2) rôwnoéc

Jin- h n + 1  =  hn~l - h n

jest prawdziwa dla dowolnych ne. Z.
Wniosek 1 . Element hn pierscienia K (S 2) jest rowny sumie an-l +  hnh, 

gdzie an i bn sq odpowiednio dobranymi liczbami calTcowitymi.
Dowôd. Wynikaj^ce z lematu 4 fornraly

1 h2 =  2 Ji — 1  oraz Ji~ 2 =  2 — Ti

wraz z prostym rozumowaniem indnkcyjnym implikuje prawdziwosc tezy.

IX. Twierdzenie Botta о periodycznosci. Obliczenie grup homotopii
7rn(GL(C)). Treéci^ twierdzenia Botta lub raczej odpowiednika tego 
twierdzenia w X-teorii jest zwi^zek miçdzy pierscieniami K { X x S 2)f 
K( X)  a К ($2). Oznaczmy przez л х : X  x  S 2 -> X  i л 2 : X  x  S 2 S 2 naturalne 
rzutowania.

Odwzorowanie dwuliniowe

p: K { X ) x K { S 2 ) * {a ,b )
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indukuje — wobec znanej wlasnosci uniwersalnosci iloczynu tensorowego — 
dokladnie jeden bomomorfizm pierscieni

fi: K (X )® K (S 2) - » K ( X x i S 2),

dla ktôrego diagram
K ( X ) x  K ( S 2) A  K ( X x S 2)

® 4 ÿ* i*
K ( X ) ® K ( S 2)

jest przemienny (fi{a®b) =  л* (a)® л* (b)).
Tw ierd zen ie B otta о period  ycznosoi. Homomorfizm ju: 7ЦХ)® 

® K ( S 2) - + K ( X x S 2) jest izomorfizmem pierêcieni.
Dowôd polegac bçdzie na konstrukcji odwzorowania odwrotnego 

v: K ( X  X S2) -> К { Х Щ К  (S2) i zostanie przytoczony ze szczegôlami 
w nastçpnycli paragrafach.

Obecnie podamy pewne zastosowania twierdzenia Botta, w szczegôl- 
nosci obliczymy grnpy homotopii ^ l(GL(C)).

Identyfikuj^c wszystkie pnnkty domkniçtego podzbioru A,  zwartej 
przestrzeni topologicznej X , otrzymujemy zbior ilorazowy XjA,  ktôry 
wyposazony w topologiç ilorazowy jest przestrzeni ,̂ zwartq,.

Wi^zka liniowa £ nad bazq, X  oraz izomorfizm a: £ | A -> A x  Cn, 
restrykcji wi^zki £ [ A na standardowg, wiç-zkç trywialn^, A X Cn pozwala 
na zdefiniowanie pewnej nowej wi^zki liniowej £/a nad Ъя>щ XjA.

Okreslmy relacjç rownowaznosci w Æ7(£) przyjmuj^c elementy e i e' 
za rôwnowazne wtedy i tylko wtedy, gdy sg, identyczne b^dz e, e'e 
* cTl({z}x A), dla pewnego ze Cn. Oznaczmy zbior ilorazowy przez X(Çja) 
i wprowadzmy w nim topologiç ilorazowy. Bzutowanie л  :_27(£)->Х 
indukuje rzutowanie ла: E{Çja) -> XjA. Przeciwobrazy poprzez rzutowanie 
л а punktôw z XjA,  majg, oczywiscie naturalng. strukturç przestrzeni 
wektorowej.

L emat 1. £/a =  [E{£ja), X jA , ла) jest wiqzliq liniowq.
Dowôd. Wystarczy sprawdzic jedynie warunek lokalnej trywialnosci 

w otoczeniu punktu A /А (klasy rownowaznosci zbioru A w XfA).  Wniosek 
1. IV implikuje mozliwosc rozszerzenia izomorfizmu a: £| A - > A x C n 
do izomorfizmu a: £ | U -> U X Cn okreslonego na £| U, restrykcji wi^zki £ 
do pewnego otoczenia otwartego U zbioru A. Izomorfizm a indukuje 
odwzorowanie

£| U/a -> U/ Ax  Cn
realiz11j 3.ce warunek lokalnej trywialnosci dla £/a w otoczeniu punktu A/A.

Z przytoczonej konstrukcji wynika, ze jesli j : X  Xj A  jest natu- 
raln% surjekcjg. ci^glq. na przestrzen ilorazowy, £ wi ẑk ,̂ nad X , a £/a 
wyzej zdefiniowang, wi ẑkg, nad XjA,  to j*(£ja) ^  £.
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г j
L emat 2. Odwzorowania A -> X  —> X]A {i{a) =  a ) indulmjq ciqg do-

*  *, ? г
Madny homomorfizmow K(XJA)  ^ K ( X )  ->K(A).

Dowéd. Zlozenie j o i  jest odwzorowaniem stalym, a wiçc (joi)* — 
=  i* о j*  jest homomorfizmem zerowym, czyli imj* c= keri*. Pozostaje 
stwierdzic, ze keri* <= imj*. Przedstawmy element nalez^cy do keri* 
w postaci [£]—[xxmf] (twierdzenie 2. VII). Poniewaz £*([£] — [r^mf]) =  
=  0, wiçc [£|X] == [r5mf], czyli £ |X©r^ ^  T̂ +dmi% dla pewnego & 
naturalnego (lemat 1 (b). VII). Restrykcja wi^zki £®rkx \A jest wiçc 
wi ẑk̂ . trywialng,; niech a Tbçdzie odwzorowaniem realizuj^cym izomorfizm 
£®tx \A ze standardowg. wi^zkg, trywialng, J. x C*'bdinu\ Oezywiseie

=  [^©т1-]-[тУ'и™г] =

czyli — [т1-’"']е imj*.
Opuszczamy trywialny dowôd nastçpnj^cego lematu:

a P
L emat 3. Jezeli 0 -» K  -> L  -> M jest ciqgiem dokladnym homo­

morfizmow pierscieni, a y :  M -> L  homomorfizmem prawostronnie odwrotnym 
wzglçdem ft (tj. ft о y =  e u), to odwzorowanie

а® у : К ®  31 -> L  

jest izomorfizmem pierscieni.
Niech. (x, X 0) i ( Y, y0) bçdg. przestrzeniami topologicznymi z wyrôz- 

nionymi punktami. Polozmy I v Y  =  {x0} x Г  и X  X {y0} i L a Y =  
=  X  x Y j X v Y .  Latwo sprawdzic, ze przestrzenie (X  л Y) л Z i X  л ( Y a  Z) 
sg. homeomorficzne. Poprzednio zdefiniowane zredukowane podniesienie 
SX  przestrzeni X  (paragraf Y) jest homeomorficzne z S л X  ; impliknje 
to z kolei homeomorficznosc przestrzeni $ 2л Sn i SnJr2.

i  j
Tw ierdzenie 1. Odwzorowania X v Y  - © I x  Y —> X л Y indukujq 

ciqg doMadny homomorfizmow

0 K {X  a Y) U È { X x  Y) ^  k { X v Y ) -> 0.

Dla homomorfizmu i* istnieje homomorfizm prawostronnie odwrotny.
.* .*

Dowôd. Dokladnosc ci^gu K (X  л Y) U* K (X  x Y) -> È ( X v  Y) wy- 
nika z lematu 2.

Prosty, ale dosé dlugi i techniezny dowôd monomorficznosci odwzo­
rowania j*  zostanie pominiçty. Znalezc go mozna w skrypcie [3]. Przy- 
taczanie go tutaj wydluzyloby i tak juz obszerny artyknl i byloby mniej 
lub bardziej doslownym przepisaniem z oryginalu, со oezywiseie nie jest 
naszym celem. Pozostaje dowiesc jedynie istnienia prawostronnej od- 
wrotnosci homomorfizmu i*.

13 — Roczniki PTM — Prace Matematyczne XVI
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Rozwazmy diagram przemienny odwzorowan cigglycli :

J 4

x  v r A i x  г
A

Y  /

(Qx (æ) — (x? У о)? <LY(y) — 2/)? naturalne rzutowanie na skladowe
iloczynu X  x Y) i indukowany przezen diagram homomorfizmôw :

K ( X ) @ K ( Y )

Oezywiscie odwzorowanie л*г <э (q*x, q*r) jest prawostronn^ od- 
wrotnoéci^ i *.

Zanwazmy, ze zdefiniowany wyzej homomorfizm (qx , q* ): K (X v  Y) ->• 
-> K (X )® K (Y )  jest izomorf izmem.

Twierdzenie 1, îacznie z lematem 3 i ostatnig, uwag% impïikuje 
Wniosek 1. Odwzorowanie

jest izomorf izmem.
Zauwazmy, ze odwzorowanie ju: K (X )® K {Y )2(a® b)->7i*x {a)®

® jî^ ) cI ( I x  Y)  przeprowadza zbiôr K ( X ) ® K ( Y )  w K ( X x  Y) (wy- 
starczy zaobserwowac, ze /n zachowuje zerowy wymiar wirtualny trans- 
formowanych elementôw).

Odwzorowanie

jest wiçc poprawnie okreslone.
Poniewaz zlozenia Рх оФ~10 [л' i (gdzie Ф jest izomor-

fizmem okreslonym we wniosku 1, a (5 i projekcjami К (1 л  Y ) ® K ( X ) ®  
® K ( Y )  na skladowe, odpowiednio K ( X )  i K  (Y)) щ  liomomorfizmami 
zerowymi, wiçc odwzorowanie

K { X x  Y) K (X v  Y)

Ф = 3*@ях @я*г : K ( X a Y ) ® K ( X ) @ K ( Y )  -> K ( X x  Y)

p' =  p \ K { X ) ® K { Y ) :  K ( X ) ® K ( Y )  - + K { X x  Y)

il =  fîXAYo Ф_1о p : K { X ) ® K { Y )  - + K { X a Y)
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jest dobrze zdefiniowane. Powyzsze rozwazania wraz z faktem, ze K (X ) ^  
^  K(X)@ Z oraz elementarnymi wlasnosciami iloczynu tensorowego 
pierscieni abelowych implikuje istnienie diagranm przemiennego

К (X)0 K ( Y) [К (Х )0 К ( Г))0 К (X )0 К ( Г) © Z
\ i ï ® eK ( X )® ek ( Y ) ® eZ

к ( Х х  т) - + к ( Х л 7 ) @ к ( Х ) @ к ( 7 ) ® г

w ktôrym strzalki poziome sg. izomorfizmami. Z diagranm tego wynika 
nastçpuj^cy wazny

W n io s e k  2. Homomorfizm p jest izomorfizmem wtedy i tylko wtedy, 
jezeli p jest izomorfizmem.

Wniosek ten l^cznie z twierdzeniem Botta о periodycznosci implikuje
T w ie r d z e n ie  2. B la dowolnej przestrzeni zwartej X  homomorfizm 

pierscieni
p : K (X )® K {S 2) ^ K { X a 8 2)

jest izomorfizmem.
Uwzglçdniaj^c fakt, ze y =  h — 1 jest generatorem nieskonczonej 

grupy cyklicznej K (S 2) (со bçdzie ndowodnione w paragrafie X , wniosek 5) 
otrzymujemy

W n io s e k  3. Izomorfizm p indukuje izomorfizm 

K {X )*a -> J i{a ® y )€ K (X A S 2).

W szczegôlnosci, klad^c X  =  8n, mamy
W n io s e k  4. Odwzorowanie

K {S n)3 a  -> p{ct®y)e K {S n+2) 

jest izomorfizmem pierscieni.
ObliczyliSmy poprzednio, ze =  0 i K (S 2) ^  Z (z trywialnq,

strnktur^, multyplikatywn^ na Z) (wniosek 2. YI, 3. YI, 5. X). Pozwala 
to w pelni na wyznaczenie strnktnry pierscienia K (8 n) dla dowolnych 
wartosci n. Mianowicie

W n io s e k  5. k ( S 2n) ^  Z i K (S 2n+1) =  0; n =  0,1,  2 , . . .
Wniosek 1. Y I interpretuj^cy grupy homotopii pelnej grupy li~ 

niowej w terminach X-teorii implikuje natychmiast
W n io s e k  6. tt2w(GL(C)) =  0 i 7r2n+1(GL(C)) =  Z; n — 0 ,1 ,2 ,  . . .
Ostatnie dwa wnioski uzasadniaj^, nazwç twierdzenia о periodycznosci.
Xa zakonczenie tego paragrafu zauwazmy jeszcze, ze nietrywialnoSc 

pierscieni K (S 2n) implikuje w banalny sposob twierdzenie Brouwera 
о punkcie stalym.
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X. Dowod twierdzenia Botta о periodycznosci. Aby ndowodnic ze 
homomorfizm [.i : K (X )® K (8 2) -> K (X  x  8 2) jest izomorfizmem, podamy 
konstrukcjç odwzorowania v : K (X  x 8 2)K (X )< g > K (8 2), odwrotnego 
wzglçdem p. W tym celn skorzystamy z szeregu twierdzen i lematow, 
ktorych dowody w wiçkszosci podamy dopiero w nastçpnych paragrafach 
(w szczegôlnosci dotyczy to twierdzen 1, 2 i 3 oraz lematow 1 i 2).

Podobnie jak przy konstrukcji wig»zki Hopfa, rozwazamy sferç 8 2 
jako j ednopunkto wg. kompaktyfikacjç plaszczyzny zespolonej C; S2 =  
— С и  {oo}. Jak  poprzednio D+ — {ze C: \z\ <  1} i D_ =  {ze C: \z\ >  l } u  
и {oo} oraz identyfikujemy podzbiôr X  X  ( l } c : X  X 8 2 ze zbiorem X .  

Dla wi^zek nad X  x  8 2 udowodnimy pôzniej nastçpuj^ce 
T w ie iid z e x ik  1 . W iqzlca rj n a d  bazq X  X S 2 je s t izom orfïczna  z  w iqzhq  

p ostac i (| x  D + и  i  X  D _ ) ,  gdzie £ =  q \X ,  a y>: £ x 8 - + £ x 8  je s t  izo-

mot'fizmem wiqzek, identycznosciowym па £ X {1 } ,  wyznaczonym za pomocq 
pewnej „lionstrukcji Z ”. Kazde dwa izomorfizmy wiqzJci £ x  8 identycznoscio- 
we na £  X  {1}, otrzymane w wyniTcu IconstruJceji Z sq izohomotopijne.

W dalszym ci^gu pisac bçdziemy (£, ç>, £) zamiast ( £ x D + u £xD _).

Jak  juz wspomnielismy wczesniej (paragraf III), dowolny homomorfizm cp: 
£  X  8  -> £ x  S identyfikowac mozna z sekcji <p: X  X 8  -> Hom(£ x  8 , 
£ x 8 )  lub $-parametrowg; rodzin ,̂ sekcji <p: X  x 8  ->■ Hom(|, £). Oczy- 
wiscie, jesli ç?: £ x  $  -> £ x S jest izomorfizmem, to odpowiadaj^ca $-para- 
metrowa rodzina sekcji jest elementem z Г х{£, 8), i odwrotnie. Poslugiwaé 
siç bçdziemy wszystkimi trzema interpretacjami, przy czym z kontekstn 
wynikac bçdzie, ktôra z nich jest w danym momencie uzyta. Przyjmijmy 
obecnie ostatni^, z nich. Wôwczas dla nstalonego x e X  odwzorowanie

jest ci^glym odwzorowaniem okrçgn 8  <=. C w skonczenie wymiarowq» 
zespolonç. przestrzeii wektorowg» — Horn (£x, £x).

№ech a1(x), . . . ,  ak{x) bçdzie nstalong. bazg, w Hom(|a;, £x) i (p(x, z) =

=  £ а {(х, z)-ai (x), gdzie a {x, •) s  ̂ jednoznacznie wyznaczonymi ci^glymi

funkcjami zespolonymi zmiennej zespolonej ze 8. Prosty rachimek wy- 
kaznje, ze wartosc

nie zalezy od wyboru bazy {<г{(х)}1 = Wartosc an(x) jest wiçe dobrze 
okreslonym elementem z Hom(|x, £x), czyli

<p

<p

8 *z -+(p{æ, Z ) e  Hom (^, £x)

к

i= i

an: X  эх  -> a{x)e Hom(£, £)
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jest sekcj^. Jest to sekcja cingla. Bzeczywiscie, niecli TJ bçdzie otoczeniem 
punktu x, dla ktôrego wi^zka Hom(£, £)\U jest trywialna i niech atz 
U ->Hom(£, £)| £7 (i =  1, ...,1c) bçd .̂ liniowo niezaleznymi sekcjami tej 
wi^zki (tj. o^u), . . . ,  ak{u) jest bazfj, w Hom(|M, |J). Dla elementu 
( u , z ) e  U x S  sekcja cp jest wiçc dana formuler

к

<p(u, z) =  JT 1 Of (ад, г)о^и),
i= 1

gdzie a{: U X 8 -> C s  ̂ jednoznacznie okreslonymi funkejami zespolo- 
nymi. W zbiorze TJ sekcja an ma zatem przedstawienie

1 к

«»(«) j  z ^ a t iu ,  z)dzJ(Ti(u),
i — 1 ' S

ktôre, wobec ci^glosci fnnkcji aL i <7i , implikuje jej cigglosc. Utworzmy 
/S-parametrow  ̂ rodzinç sekcji

1  П ^
<pn: X  X 8  э (x, z) ~ 2 2  zkak(æ)e Hom(|, I).

i=0 k= — i

Zauwazmy, ze (pn jest ^-parametrowg. rodzing, sekcji postaci
П

X x 8 ^ ( x , z ) - >  JP  ztbi {x)e Н от (I , £),
i= — n

gdzie b{: X  ->Hom(£, |) sq, sekcjami wi^zki Hom(£, S). Bodziny $-para- 
metrowe sekcji tej postaci nazywamy sekcjami Laurenta stopnia <  n. 
W szczegôlnosci wyzej okreslone sekcje cpn nazywamy n-tymi sekcjami 
Laurenta (rodziny) sekcji cp.

Stwierdzimy pozniej, ze
T w ie k d z e n ie  2. Ciqg <pn n-tyck sekcji Laurenta sekcji cp jest zbiezny 

do cp (w sensie normy w przestrzeni Г(£, 8)).
Przypuscmy, ze cp: X x 8  ->Hom(£, |) jest sekcja z S). Wy-

bierzmy V9 wypukle otoczenie cp zawarte w Г 1(£, 8). Wôwczas z ostatniego 
twierdzenia wynika nastçpuj^cy podstawowy

WiSfioSEK 1. Dla dostatecznie duzych wskaznikow n, sekcje Laurenta cpn  

sekcji cp, jako zawarte w otoczeniu Vv, sq izohomotopijne z cp i izohomoto- 
pijne miçdzy sobq.

Co wiçcej, dla danego te [0,1] izohomotopia tcpn@ {l — t)cpm jest 
rôwniez sekcja Laurenta stopnia <  max{%, m}.

Zajmiemy siç teraz szczegôlowg. analizg, dowolnych sekcji Laurenta 
oraz ich szczegolnymi przypadkami, tj. sekcjami wielomianowymi

Pn =  i > %
i = 0
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Zdefiniujmy L n{£) jako (w+l)-krotn^, sumç Whitneya wi^zki £ 
i oznaczmy przez £)) algebrç macierzy kwadratowych rzçdu
n j - 1, о elementach z algebry HOM(£, £).

Z macierzy

(« 0 0  « 0 1  • • •  « O n l

......................€^r»(HOM(£, £))

«no «ni • • • «пи/

skojarzyc mozna homomorfizm
n n

•• Xй(I) э (ж0, . . . ,  ^  a0t M  7 • • •, «ni M ) eLn( i ) .
г = 0  i = 0

Nietrndno sprawdzic, ze odwzorowanie

J î n{HOM(£, f ) ) » i  -+ F a eHOM(Zft(£), £"(£))

jest izomorfizmem algebr zespolonych. Algebry te bçdziemy w dalszym 
ci^gu identyfikowaé. Môwimy, ze maeierz Ae ^ n(HOM(£, £)) jest ma- 
cierzg, izomorfizmu, jezeli odpowiadajg>cy jej homomorfizm F A jest izo­
morfizmem. W naturalny sposôb wprowadza si§ pojçcie macierzy izo- 
homotopijnych. „

Z sekcjg, wielomianowa p n =  ^ z lщ stopnia <  n wigzki £ skojarzyc
г  =  0

mozna sekcjç wielomianowa L n{pn) stopnia < 1  wig,zki Ln(ij), kladgjC

L niF) =

aQ
i

0
1

— 0

0 . ..  0

0 ' 1  0

L e m a t  1. Jezeli p  =  at jest sekcjq izomorfizmôw, to sekcja L n (j) )
i= 0

jest rôwniez sekcjq izomorfizmôw. Sekcja L n(p) i p @ ln sq, izohomotopijne 
( ln oznacza sekcjç identycznosci l n: X  x S -> H om (in-1(£), L n~x(£))).

W dalszym cig>gu tego paragrafn wszelkie rozwazane sekcje bçdg 
sekcjami izomorfizmôw, a wiçc odpowiadajg.ce im homomorfizmy wi^zek 
bçdg. izomorfizmami.

Dla sekcji wielomianowej p  : X  x S -> Hom(£, £) stopnia <  n oznaczmy 
wig.zkç (£n(£), L n(j>), !/”(£)) krôtko przez L n(Ç, p, £). Zauwazmy, ze 
sekcja wielomianowa stopnia <  n moze byc w naturalny sposôb trakto- 
wana jako sekcja wielomianowa stopnia <  n-f l ,  a zatem mozna ntworzyc 
dla niej sekcjç L n+1 {p) i wig.zk§ L n+l(Ç, p, £). Oznaczac bçdziemy dalej 
przez 1  bg>dz jednowymiarowg, wig>zkç trywialng, (nad bazg. X  lnb X x S ,
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w zaleznosci od sytnacji), bqdz sekcjç identycznosei 1 : X  x S Hom(£, e), 
gdzie e jest odpowiedniq, wynikajqcq z kontekstu, wiqzkq nad X. Z le- 
matu 1 wynika natychmiast

W mosek 2 . L n(£, p, £) ^  (£, p, £)®Ln~1(£, 1 , I)-
Lemat 2. Jezeli p  jest sekcjq wielomianowq stopnia <  n, to nastçpu- 

jqce рагу sekcji wielomianowyeh stopnia <  1  sq izohomotopijne:
(a) L n+l(p) i L n(p)@ 1,
(b) L n+1 (zp) i L n{p)®z.
Izohomotopie miçdzy tymi sekcjami mozna wybrac w ten sposob, 

aby dla dowolnej wartosci parametru te [0, 1] odpowiednia sekcja byla 
rowniez sekcja wielomianowq stopnia <  1.

Lemat 2 wraz z lematem 2. IY  implikuje
W niosek 3. Xiech p : X  x 8  -> Hom(£, £) bedzie sekcjq wielomianowq 

stopnia <  n. Wtedy
(a) p,  f) a  £ ”(f, p,  £)©(£, 1, f),
(b) L n+1( ( , z p ,  £ ) ^ L n( £ ,p ,  |)© (f,z, ().
Obecnie zajmiemy siç blizszq analizq sekcji wielomianowyeh stopnia 

<  1, tzn. sekcji postaci p =  az@b.
Twierdzenie 3. Xiech p  =  az@ b : X x S  ->Hom(|, £) bedzie sekcjq 

wielomianowq stopnia <  1. Wtedy istnieje kanoniczny rozklad £ na sumç 
Whitney a subwiqzek £+®£_ о nastçpujqcych wlasnosciach:

(a) (S,p, f ) s ( f + , * , £ +) ©( ! _ ,  1, U -
(b) Jezeli p 0 i p x sq izohomotopijnymi sekcjami wielomianowymi

stopnia <  1 , oraz izohomotopia p t jest, dla kazdego te [0, 1 ], rowniez sekcjq 
wielomianowq stopnia <  1, wtedy ^  £г+ i £°_ £]_ (gdzie £*+©l!_ jest
rozkladem £ odpowiadajqcym sekcji p t; i — 0, 1).

(c) Jezeli p jest sumq prostq p 0 @Pi, gdzie pp. X x S  ->Н от(% ,% ) 
(i — 0, 1 ) sq sekcjami wielomianowymi stopnia < 1 , y0 i yx subwiqzkami 
£ i y0®yi зё I), to £+ ^  »/0+©»7i+ i £- ^  x/o_© î_.

(d) Dla p  =  z {pdpowiednio p =  1) £+ ^  £, £_ ^  0 (odpowiednio
£- ^  f , ! + ^  0).

Oznaczmy przez L% {£ ,p ,  £) i L n_ { £ , p ,  £) skladniki L n{£)+ i L n(£)_ 
rozkladu wiqzki L n(£) podyktowanego przez sekcjç wielomianowq L n(p) 
stopnia <  1 (uzyskanq z sekcji wielomianowej p, stopnia <  n). Pod- 
kreslmy, ze L \ (£ ,p ,£ )  i L _ (£ ,p ,£ )  sq wiqzkami nad X, a nie nad 
X x S 2.

W niosek 4. (a) £»(f, p,  £) s  [ Щ ( £ , р ,  £), z, £»  (f, p,  £))© (£“ (Î, p ,  £), 
l , L nA £ ,P , I»,

(b) £ ) ^ L \ ( S , p ,  £) ,
(c) L"A '(£,zp , £ ) = z L % ( £ , p ,  f )© l.
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Dowôd. (a) wynika bezposrednio z twierdzenia 3(a). Formula (b) 
(odpowiednio (c)) jest konsekwencjg. lematu 2 (a) (odpowiednio lematu 
2 (b)) i punktôw (b), (c) i (d) twierdzenia 3.

Konstrulccja homomorfizmu v. Mozemy teraz przyst%pic do kon- 
strukcji zapowiedzianego homomorfizmu v, odwrotnego wzglçdem /и.

Dla wi^zki rj nad X x  S 2 oznaczmy przez £ restrykcjç rj\Xx {1 } =  
=  rj | X, a przez a klasç izomorfizmôw opisan ,̂ w twierdzeniu 1 (otrzy- 
manycli w wyniku konstrukcji Z). Zgodnie z wnioskiem 1 , dla cp e a, 
sekcje Laurenta cpn sekcji cp (pocz^wszy od pewnego wskaznika) ŝ . izo- 
homotopijne z cp i miçdzy sob̂ ,. Oznaczmy przez p 2n — zncpn sekcjç wielo- 
mianow .̂ stopnia <  2n, uzyskan ,̂ przez pomnozenie sekcji Laurenta <pn 
przez zn i polôzmy

(przypominamy, ze hn =  [#g> ...  ®#], gdzie % jest wi^zk  ̂ ïïopfa). Stwier-
П

dzimy, ze vn{cp) — vn+1 (cp). Wlasnosei cpn i cpn + 1  ujçte we wniosku 1 impli- 
kujg,, ze tp2n+2 ® ( l—t)zP2n jest izohomotopig. sekcji wielomianowych 
p 2 n + 2  — znJrl(Pn+1 oraz zV2n (stopnia < 2n-j-2 ), spelniaj^cq. warunki twier­
dzenia 3 (b). Wraz z formuîami (c) i (b) wniosku 4, implikuje to, ze
£ ? +2( { , Р ы + г ,  « = i !+” + 2 ( l ,2 Vin, £ ) & * L + +1( £ , P * . ,  f ) © f .

Ostatni wzôr l^cznie z tozsamosci^ hn — hn + 1  =  Tin~x — hn (wniosek
4. V III) poci^ga za sobq, rôwnosc vn+1 (<p) =  vn(<p). Ezeczywiscie

vn+A<p) =  [L f+ 2 U!,p2n+2 , |)]®(Л“- Л п+1)+[£]® Л »+1 =
=  ( [£ ? (£ ,з>,*, 5)]+[1])®(Ля- л п+1) + [ д а л »+1 =

=  1 % и ,Р 2П, =  vn{<p).
Dla dostatecznie duzych n mamy wiçc vn(<p) — vn+l{cp) =  ...  Element 

ten oznaczmy krôtko przez v{cp). №ech teraz y bçdzie innym elementem 
klasy a; pokazemy, ze v(cp) =  v(ip). Zalôzmy najpierw, ze y) nalezy do 
wypuklego otoczenia Vv sekcji cp, opisanego we wniosku 1 . Wôwczas 
prawie wszystkie sekcje Laurenta y)n sekcji yj bçdg. rôwniez nalezaly do 
tego otoczenia, a wiçc wobec wypuklosci Vç 1  sekcje cpn i грп bçd^ izohomo- 
topijne (dla dostatecznie duzych n). Implikuje to izohomotopijnosc sekcji 
wielomianowych zncpn i zny>n. Z twierdzenia 3 (b) oraz definicji vn(<p) 
i ~vn{y)) wynika rôwnosc tych elementôw (dla duzych n), a wiçc rôwnosc 
v(cp) — v(xp). Odwzorowanie

v: a ?cp -> v(cp)e K(X)(gsK(8 2)
jest wiçc cingle i lokalnie stale (w a, jako podzbiorze F(£, 8 ) mamy to- 
pologiç indukowan^ przez normç, zas w K (X )® K ( 8 2) przyjmujemy 
topologiç dyskretn^). Wobec lukowej spôjnosci zbioru a, v jest odwzoro- 
waniem stalym.
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Poniewaz wi%zka rj nad baz% X  x S 2 wyznacza jednoznacznie klasç 
izomorfizmôw a, ktôrej z kolei dowolny element 99 jednoznacznie definiuje 
element v((p)e K(X)<g>K(S2), wi§c klad^c v(r)) =  v{<p), otrzymujemy dobrze 
okreslone odwzorowanie

v: Y ect(X x  S2) K (X )® K (S 2).

Z wyzej podanych faktôw latwo wynika, ze v jest liomomorfizmem 
polpierseieni. Zgodnie z wlasnoscig, uniwersalnosci pierscienia Grothen- 
diecka, v indukuje homomorfizm pierscieni (oznaczany rôwniez symbolem v) :

v: K ( X x S 2) -+ K (X )® K (S 2).

Zauwazmy, ze jesli rje Yect(Y  x $ 2) i [rj]e K (X  x  S2), to v(rj) — v([»/]). 
Pozostaje sprawdzic, ze p o /л  i /л о р  sg, identycznosciami odpowiednio 
w K(X)(x)K(S2) i K ( X x  $ 2 )> tj. ze pop =  #k (X)®k(s2) °?az /л о р  =  вщхх«2)'

Lemat 3. /лор =  вщХх^ .
Dowôd. Zgodnie z poprzednimi uwagami, dowolny wi^zkç щ nad 

X x S 2 mozna przedstawic w postaci r j ^ ( i ,  <pn, Ç), gdzie g — rj\Xt 
a <pn jest odpowiedni^ sekcjg, Lanrenta; p 2n =  zncpn. Pokazemy, ze dla 
dowolnej wi%zki r/ nad X  x S2, pov(Jr/]) — [rj], со zakonczy dowôd lematu, 
bo elementy [rj] generuj^ K (X  x I32). Stosuj^c definicje odwzorowan /л i p  

oraz banalne tozsamosci otrzymnjemy:

iKO^O;]) =  /*([i2+“(f.3>2», £№(1ьп- 1- Ъ я) + [ 4]®й”) =

=  ^ ( [ £ 2+»(4,î>2„, ^)])0я*(Л"-1- А ”) +  ^([Л )® я*('»“) =

=  x ï { [ L ? ( i , p 2n, î)])®2b(*”) +

=  K ([-b !+(f>î>2», f ) ] ) ® ^ ( * _1) +  ^ ( ( 2 » H - l ) [ f ] - [ i J+"(f ,j»s„, 4 ) ] ) -  

— stî(2»[f]))®3tï(A") =  A ^ n * ( h n).

Zbadamy teraz blizej podtac elementu A. Z lematu 3. Y III wynika, 
ze

n î { [ L f ( ( , p 2n, f ) ] ) ® 4 ( A - ‘) =  \{L+(S,P, „ ,  4 ) , z , i ? ( 4 , î > 2„, 4))],

Zwiijizek 4© . . .  ©4; =  £ 2”(4) =  i s+"(4, p 2n, 4 )® £2_”(4, p 2n, 4) impli-
kuje, ze 2n+ï

[L2: i( s , p 2n, m  =  ( 2 п + 1 ) [ £ ] - [ ^ и ! , р 2п, ^)],
ezyli

яГ((2» +  1 ) [ 4 ] - [ Х ? ( 4 , р а„, 4)]) =  лЦ[Лг1‘и , р . 2п, 4)]) =

=  U -“(4 ,f t„ ,  4 ) , l , X 2“(4 ,p 2„, 4)].
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Oczywiscie л*{2п[ё]) =  [(_£2и_1(|), 1, i 2n_1(|))]. Otrzymane formuly 
l^cznie z twierdzeniem 3 i wnioskiem 2 tego paragrafu pozwalajg. stwierdzic, 
ze A =  [(£, p2 £)]. Ezeczywiscie,

A =  [£ ? (£ , i>a„, Ç ),z ,L 2P t f ,p 2n, £)] +

+ l),l,£?(î,p!n, f))]-[(£2“-1(f),l,£>"-4 f))J =
=  [£2"(£,î>2„, ? ) ] - [ ( £ 2" - ‘ (f), l , £ 2̂ 4 f))]  =  [(S,P2U, «]•

A zatem

p ° v { W )  — 1( £ ’ P2>ij l)]<8)^2 (^n) =  [£ x B + \J £ x  D _ ] ® [ / x l ]  =
P-2n

=  [ f X l> + U  f x D _ ]  =  [ (£ ,* - " * ,„ ,£ ) ]  =  fo],

poniewaz lemat 3. V III zapewnia rôwnosc

[ | x D +U ^ x D _ ] ® [ f x I ]  =  [ £ x D + U  ^ X D J .
^2» z~ n:p2n

Oznaczmy przez 1 klasç w K (S 2) jednowymiarowej wi^zki trywialnej 
nad $ 2.

Wniosek 5. Mementy Ti i 1 generujq grupç K (S 2).
Dowôd. Zalôzmy, ze X  jest przestrzeni^ jednopnnktow^. Wtedy 

pierscien K(X )  identyfikowac mozna z pierscieniem liczb calkowitych Z, 
ntozsamiaj^c wig,zk§ wirtnaln^ K(X)  z jej wymiarem witrualnym; iden- 
tyfikuje siç rôwniez pierscienie K (S 2) i K ( X x S 2).

Uwagi te l^cznie z definicj^ odwzorowania v: K (S 2) =  К (X  x  S2) -> 
-> K (X )® K {S 2) pozwalajç. zaobserwowac, ze dla dowolnego elementu 
æ eK {S 2) wartosc v(x) jest postaci sumy skonczonej Unk0 hk, gdzie nk s$ 
liczbami calkowitymi identyfikowanymi z wi^zkami wirtnalnymi nad X  
о wymiarze wirtualnym nk, a Tik potçgami wirtualnej wi^zki Hopfa. 
Przypomnijmy jeszcze, ze dowolna potçga hk — akl-\- bk-h ’, ak,b ke Z 
(wniosek 1. V III). Eeasnmnj^c, dowolny element pierseienia K ( 8 2) jest 
postaci

ж =  pov(x) =  ^ n khk =  JT  {Pjl +  qjh),
i

co nalezalo wykazac.
Uwaga. Grupa K (S 2) jest, jak stwierdzilismy poprzednio, izo- 

morficzna z grupq; Z. Poniewaz K (S 2) ^  K (S 2)@ Z, wiçc z wnioskn 5 
wynika, ze element h — 1  (o zerowym wymiarze wirtualnym) jest genera - 
torem nieskonczonej grnpy cyklicznej K (S 2). Przy okazji warto zauwazyc, 
ze jedynie grupowe struktury pierscieni K (S 2) i Z sg, izomorficzne. №e
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dotyczy to struktur mnltyplikaty wnych tych pierscieni : iloczyn dowolnych 
dwu elementôw z K (S 2) jest rôwny zero, poniewaz (h~  l )2 =  0 (lemat
4. VIII).

L em a t  4. vop  =  ещх)®к(я2) •
Dowôd. №ecli | bçdzie wî zkg» nad X. Stosuj^c kolejno definicjç 

odwzorowania p, lemat 3. V III oraz definicjç v, stwierdzamy, ze

V O f t ( [ i ] ® h )  =  гЦ *([|])®ТГ2 ([%])) =

=  v ([ îx D +U f x D . ] ® [ Zx J ] )  -  v ( [ ïx D +\ Jè x D _ l)  =
1 8-1

=  I]) =  [ L 2+ ( i ,  1 ,  Щ 8 > ( 1 - л ) + [ д а л  =  [ д а л ,
gdyz zgodnie z wnioskiem 4 (b) i twierdzeniem 3 (d) tego paragrafu 
L 2+(£, 1 , i)  =  L°+(i, 1 , i) =  0. Zupelnie elementarne jest sprawdzenie 
rôwnosci voju([£]®l) =  [f ]® l. Poniewaz elementy postaci [|]®Л 
i [!]® 1  generujg, pierscien K (X )® K (S 2) (wniosek 5), lemat jest udowod- 
niony.

Т у т  samym zakonczylismy dowôd twierdzenia Botta о periodycz- 
nosci, zakladaj^c prawdziwosc pewnych twierdzen i lematôw, przyjçtych 
w tym paragrafie bez dowodn. Wykazaniu ich prawdziwosci poswiçcone 
bçd^ nastçpne trzy paragrafy.

XI. Dowody twierdzen l .X  i 2.X.
L em a t  1 . Niech B  bçdzie retraktem deformacyjnym zbioru A, i £2 

wiqzkami nad bazq A, a cp: £x|B  Ç2\В izomorfizmem restrykcji wiazek. 
Istnieje wowczas izomorfizm Ф: £x -> £2 przedlazajqcy izomorfizm (p. Izo­
morfizm Ф wyznaczony jest jednoznacznie z doldadnosciq do izohomotopii.

Dowôd. №ech r: A -> B  bçdzie retrakcjg. deformacyjn^,. Bozwazmy 
nastçpuj^cy diagram przemienny

<p I <p*

Y ^

gdzie £i\B 3x -> (r(cD), x)* r*(Çi \B) s  ̂ odwzorowaniami wlôknistymi 
nakrywajg>cymi inkluzjç j :  В  A, zas cp* izomorfizmem danym formula 
<p*(æ, a) =  [cp{x), a). Zauwazmy nastçpnie, ze wi^zki £г- oraz г*(^\В) 
{i =  1, 2) s$ izomorficzne, poniewaz г*(£г-|В) ^  r * ( j*|<) ^  ^

Izomorfizmy щ: г*{£{ \В) mozna wybrac tak, aby
zlozenia що p{ byly inkluzjami £4|В w £г-. Polozmy Ф =  гр^оср*®^1.
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ЛУоЬес przemiennosci diagramu

<P
У

q>* Ф

T y

izomorfizm Ф jest rozszerzeniem izomorfizmu <p.
Dowôd jednoznacznosci Ф (z dokladnoscig, do izohomotopii) wynika 

z dowodn istnienia. Wystarczy oczywiseie dowiesc, ze jesli ->
(i =  0, 1 ) щ  automorfizmami wi^zki identycznosciowymi na ^\B, to 
fio i Pi s3i izohomotopijne. Traktnj^c pt jako izomorfizmy x  «  -  Ix X «  
(i =  0, 1 ) okreslic mozna izomorfizm restrykcji wi^zki £ x I

Po^Pi £i X 1 1 A. -> X 1 1Л ,

gdzie A =  i x { 0} u i x  {1 } и Б  X J. Poniewaz J. jest retraktem defor- 
macyjnym zbiorn A x  I ,  wiçc z pierwszej czçsci dowodn wynika istnienie 
rozszerzenia izomorfizmu xjB cio izomorfizmu x I  ^  x I
ustalaj^cego izohomotopiç miçdzy /?„ i Pi-

KofistruTccja Z i dowôd twierdzenia 1. X . Xiech y bçdzie wi ẑk .̂ liniow^ 
nad X x S 2. Oznaczmy przez y+ =  y | X x D + , =  rj\Xx B _  i rj0 =  
=  rj | X  x S. Zauwazmy, ze X  =  X  x  {1} jest retraktem deformacyjnym 
zbiorôw X  x  i X x  B_  oraz rj+ \X — rj_ \X =  £. Zgodnie z lematem 1 
mozemy przedhizyc izomorfizmy identycznosciowe wi^zek rj+ \X i £ oraz 
rj_ | X  i £ do izomorfizmôw cp+ : rj+ -> £ X B + i (p_ :?/_-> I X Б_ . Izomor­
fizmy (p+ i ç?_ wyznaczone s  ̂ jednoznacznie z dokladnoscig, do izohomo­
topii. Izomorfizm <p — (cp_ \ r)0)~1o (cp+ \ rj0) jest wiçc w wynikn tej kon- 
strnkcji wyznaczony jednoznacznie z dokladnoscig, do izohomotopii 
(konstrukcja Z). ЛУоЬес rôwnosci odwzorowan eSxsoq)+ — q>_oq), wi^zki 
V =  V+ U V -  i I X D +U  £ X B _  ŝ ; izomorficzne (lemat 3 (с). IV). 

eixs v
Dowôd twierdzenia 2 . X  poprzedzimy dwoma lematami.
Xiech V bçdzie zespolon^ przestrzeni^ wektorow .̂ skonczonego 

wymiaru (z dowolnie wybrang, norm^), a /: S V odwzorowaniem 
ci^gïym. Poîôzmy dla ne Z i 1c e N

к n.

«*(«) =  ^  « 4  oraz fk =  Y y ï  Xu Sj'
i= — tc s= 0

Jako natychmiastowy wniosek z klasycznego twierdzenia Féjèra [20] 
otrzynmjemy

L e m a t  2 .  Сщд odwzorowan f k jest jednostajnie zbiezny do odwzorowania f.

=  Д -  f
2 :ci J

zn~1f(z)dz.
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Xiech teraz | bçdzie wiq,zkq, liniowq, nad bazq, zwartq,. Przypomnijmy, 
ze przy ustalonej metryce riemannowskiej w wiq>zce | mozna môwic 
о normie elemental eeE (tj) oraz normie rodziny sekcji о е Г ( £ , 8 ). Wza- 
jemny stosunek tych pojçc wyjaénia

L em a t  3 . Jezeli о, o2, . ..  sq elementami z Г(£, 8 ) i dla dowolnego 
(oo, s ) e X x  8 , lim \\an(x, s) — o(x, s)|| =  0, to ciqg an jest zbiezny do a w sensie

тг—>00

normy tv przestrzeni unormowanej 8 ).
Dowôd. Jezeli £ jest wiq,zkq» trywialnq,, prawdziwosc lematu jest 

natychmiastowq, konsekwencjq, zwartosei przestrzeni X  x 8 . №ecli 
X lf X k bçdzie pokryciem domkniçtym przestrzeni X, dla ktôrego 
wi^zki £\Х{ (j =  1, . . . ,  Тс) щ  trywialne. Oznaczmy symbolem ]| Ц* normç 
w przestrzeni Г{$ \Х{, 8 ). Wtedy zgodnie z powyzszq, uwagq, dla danego 
s >  0 oraz 1  <  j  <  к istnieje wskaznik n^ dla ktôrego

* r \ 4 £

jesli tylko n ф n} . Kladqe zatem n* =  max{%, . . . ,  nk]  otrzymnjemy dla 
n ф n* oszacowanie \\an—a\\ <  e, czyli — wobec dowolnosci e — zbieznosc 
an do cr w sensie normy w Г{£, 8 ).

Dowôd tw ierd zenia 2. X . Ustalmy metrykç riemannowskq, 
w Horn(£, £). Xa mocy lematu 2, przy kazdym ustalonym (x, s)e X x  8 , 
ciq,g <pn{x, s) wartosci sekcji Laurenta w punkcie (x, s) jest zbiezny do 
<p(x, s) w sensie normy w Н от(£ж, £x). Lemat 3 zapewnia jednak w tym 
przypadku zbieznosc ciq,gu <pn do q>, czyli prawdziwosc tezy twierdzenia 2 .

XII. Dowôd lematôw l.X , 2.X , 4.VIII. W paragrafie tym stale identy- 
fikowac bçdziemy homomorfizmy z НОМ(£п(£), Ln(£)) z macierzami 
Х/п(КОЖ(£, £)).

Dla ae  ЫОМ(£, £) zdefiniujmy macierz Г к,1 (а) =  к Ф l,
kladq,c

1
У a = a

0

dla i =  j ,
dla i =  k, j  =  l,
dla pozostalych wskaznikôw i,  j .

L em a t  1. Dla dowolnego homomorfizmu ae  IlOM ( £, £), Г к,1 (а)е 
€ лР(НОМ(£, £)) jest macierzq izomorfizmu, izohomotopijnq z macierzq iden- 
tycznosei.

Dowôd. Iloczyny macierzy Г к,г(а)-Гк,1( — a) oraz Г к,1( — а )-Г к,1 (а) 
sq, macierzami identycznosciowymi, Г к,1 (а) jest wiçc macierzq izomor­
fizmu. Oczywiscie r k,l(ta) (te [0,1]) jest izohomotopiq, macierzy Г к,1 (а) 
i macierzy identyeznosciowej.

Zdefiniujmy teraz dwa typy tzw. operacji elementarnycli na ma- 
cierzach z ^#n(HOM(|, £)). Xiech A =  (^ ) г̂ =0,...,и, bçdzie macierzq.
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z л^(НОМ(£, £)), 0 < Z< w,  Z ф le-, a elementem z HOM(£, |).
Wtedy A (к, l,-,a ,) =  (кД\?=о,...,в 1 к   ̂ «) =  K/k^o....» sj* macie-
rzami, ktôrych elementy sg» nastçpuj^co okreslone:

a k j ®  a a lj

4
aik® aüa

dla i Ф 1c, 
dla i =  k, 

dla j  Ф 1c, 
dla j  =  к .

Môwi^c niezbyt precyzyjnie, macierz A ( k ,l , ' ,a )  (odp. A {' ,k , l ,a ) )  
powstaje z macierzy A przez dodanie do jej fc-tego wiersza (odp. 1c-tej 
kolumny) Z-tego wiersza (odp. Z-tej kolumny) pomnozonej lewostronnie 
(odp. prawostronnie) przez liomomorfizm a.

Môwimy, ze macierze A{k, l, •, « ) i l ( - ,  1c, l, a) powstaly z macierzy A 
w wyniku operaeji elementarnych.

Lemat 2. Jezeli A e J l n(IIOM(|, £)) jest macierzq izomorfizmu, to 
macierze A(1c,l, -, a) i A ( -, 1c, l, a) sq rôwniez maeierzami izomorfizmôw, 
izohomotopijnymi z A.

Dowôd. Zauwazmy, ze formuly

A (k ,l ,  -, a) — Г к,г(а)А  oraz A { -, k, l, a) =  А Г к,г(а)

l^cznie z lematem 1  implikuj^ natychmiast pierwsz^ czçsc tezy. Izo- 
liomotopia miçdzy maeierzami A i A(k, l, -, a) (odp. A (-,k , l, a)) realizo- 
wana jest przez rodzinç macierzy r k,l{ta)A (odp. A r k,l{ta)); Ze [0 ,1 ].

Wniosek 1. Macierz B  otrzymana z macierzy izomorfizmu A, w wy­
niku stosowania skonezonej iloéci operaeji elementarnych, jest rôwniez 
macierzq izomorfizmu, izohomotopijnq z macierzq A.

Uwagi te latwo uogôlnic na cingle $-parametrowe rodziny macierzy 
z лГ(НОМ(£, £)).

Dowôd lem atu  1. X. Wystarczy pokazac, ze macierz

V\p) =

•
1

•z 1

\ 0 - z  h

moze bye otrzymana z macierzy izomorfizmu

p®  l r

lp 0 ' 
1

,0 1  j
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w wynikn stosowania skonczonej ilosci operacji elementarnycli. Zde- 
finiujmy indukcyjnie skonczony cig>g macierzy B 0, Аг, В г, A2, . . An, B n, 
klad^c

П
B 0 =  p ® ln, Ai =  Bi_i ( l , i +  l ,  -, £  ак к̂~{),

k=i
B 4 — A{(-, i,  i +  1 , — 0);

Prosty racliimek wskazuje, ze B n =  L n{p). Wniosek 1  implikoje 
zatem prawdziwosc tezy.

Dowod lem atn  2. X. (a) Poiôzmy

A =  L n+1 (p)

B  =  L n(p)@ 1  =

i zauwazmy, ze B  =  A (-, n, n +  1 , z).
(b) Przyjmijmy

a о •.. an 0\
s i

0 - 0  i/

a 0 Qĵ . . .  an 0\
i

0 ■ s . -J

A =  L n+l(zp) =

0 (Îq • • •
■z 1  0

0 —г 1

oraz B  =  A [ -, 2, 1, -  j ) ,  (7 =  Б ( 2 ,1, -, 1), D -  0(1, 2, -, - 1 )  i E  =

D (2 ,1 , -, 1 ). Poniewaz

H i
Z 0
o L n{p)

=  z© £n(p),

wiçc zgodnie z wnioskiem 1  prawdziwoéc lematu 2 jest wykazana.
Dowod lem atn  4. Y III. Udowodnimy najpierw, ze % ~ 2 ® 2  =  2 ^“X© 1 . 
Poiôzmy X  — {1 } cz B2 i rozwazmy wi^zki nad $ 2 jako wi%zki nad 

X  x $ 2. Uzywaj^c poprzednio wprowadzonych symboli oraz wnioskôw 
2. X , 3 (b). X , 3 (a). X  mozemy zapisac:

;T 2©2 së (1, 02, 1 )© (Г (1 ), 1, i x( 1)) ^  X2( l ,  02, 1) ^
L \ l,  z, 1 )© (1 ,0, 1 ,) ^  L°( 1, 0,1 )0 (1 , 1 , 1)®(1, 1) së

^  Z" 1© ! © / " 1 ^ ^ x - 1® ! .
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W terminach üT-teorii oznacza to, z e h  2 +  2 =  2 h x-j-l, czyli Ji 2— 
—h- 1  =  — stg,d mnoz^c obustronnie przez hn + 1  otrzymujemy
h n - l _ h n =  Jin _ 1ln+ \

XIII. Dowod twierdzenia 3.X . Zaczniemy od ndowodnienia prostych 
lematôw dotycz^cych przestrzeni wektorowych. №ech F  bçdzie zespolong. 
przestrzeni^ wektorow^ (skonczonego wymiaru), Horn (F, F) (odpowiednio 
Iso(F, F)) przestrzenig, wektorowg, homomorfizmôw (odpowiednio: zbio- 
rem izomorfizmôw) F  w F, a i b elementami z Horn (F, F), zas p  odwzo- 
rowaniem postaci

p : С Э0 -> a z -fb e  Hom (F, F).

Zalôzmy ponadto, ze p ( 8 ) <= Iso(F, F). ( 8  oznacza, jak zwykle, 
okrg,g jednostkowy w C.) Zdefiniujmy homomorfizmy Q i Te Hom(F, F) 
fornmlami

Q — [ a z - fb y 1 adz, T — г J* a ia z - fb ^ d z

(zîozenie dwôch homomorfizmôw aofi zapisnjemy krôtko a/?). Zwartosc 
okrçgu 8  implikuje prawdziwosc inkluzji p ( l7) <= Iso(F , F), dla pewnego 
otoczenia U okrçgu 8 . Zauwazmy dalej, ze wartosci calek Q i T  zalezg, 
tylko od klasy homotopii krzywej (zawartej w U), po ktôrej calkujemy 
(twierdzenie Cauchy’ego). W szczegôlnosci mozna zamiast okrçgu 8  
wzi^c dowolny okrçg zawarty w U i nie wplynie to na wartosc calek Q i T. 

L e m a t  1. (a) Homomorfizmy Q i T sq rzutowaniami, tj.Q 2 =  Q i T 2 =  T. 
(b) Dla dowolnego z e 8 , p{z)Q — Tp(z), oraz aQ =  Ta.
Dowod (a). Dla dowolnych z ,w e U ( z ^ w )  prawdziwe s  ̂ nastçpu- 

jg.ce tozsamosci:

(*) (awJr b)~1 a(az-\-b) ~ 1 —

=  (az-fb)'~1 a(aw-\-b) ~ 1

wynikajg.ce z oczywistych rôwnosci

(az-\-b)~l (aw-\-b)~x
w — z z — w

(azf-b) 1 (aw f-b) 1 

w — z z — w

=  (awf-b)'
aw -fb  , , az4-b , ,

(az-\-b) 1 -\-{aw-[-b) 1 ---------(azf-b) 1
w — z z—w

, / aw4- b az 4- b \
=  {awJr b) Ч------------j--------- -) (az-\-b) 1 =

\ w—z z —w I
=  {aw-sr b)~1 a(azJr b) ~ 1

symetrycznej roli zmiennych z i w.
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Zauwazmy, ze pierwsza ъ tozsamosci (*) jest prawdziwa dla do- 
wolnych (niekoniecznie rôznycli) w ,z e JJ .  Wynikaj^ee z niej rownosci 
dowodzg, tezy (a):

p{z)Q — J  p{z)(aw Jr b)~1adw =  J  a(aw-\- b)~1 p(z)dw  =  Tp(z).
8  8

Rôwnosc aQ =  Та jest trywialna.
(b) Zalôzmy, ze dla pewnego a e ( 0 , 1) okr^g Sa — {z eC : \z\ =  a} 

jest zawarty w otoczeniu U. Wtedy stosuj^c drugg. z tozsamosci (*) 
i twierdzenie Fubiniego otrzynmjemy

Q2 =  QQ = ----------- f  f  (az-\-b) 1 a(aw-\-b) l adzdw =(2тЛ)2 J JSeS WeS„
1

(2-izi)
Г ГПа*+Ъ)-[а+ (™ + ЪГ\УШю =

i) 2 J  •( \ w — z z — w j' ZeS WeSa ' '

J  Г(л»Ч-6)-1а j  dw Idc
m )2 J  L J  w — z J' z c S  we S a J

—;— ( Г(ат-\-Ъ)~1а f — - —]dw =  I 1 -\-Io. 
M 2 J  L J  z - w J(2 niy

v ' W e 8 a  L  Zf-S

Pierwsza z calek I x jest rowna zero poniewaz
Г dw

— - = o,J  w — zw*Sa
druga zas wobec rôwnosci

dz
— 2 TCI 0 jr «

— w
rowna jest Q.

Analogicznie przebiega dowôd T2 =  T.
Oznaczmy przez V+ =  imQ, F_ =  im (ev — Q), V'+ =  im T  i V'_ =  

=  im (ev — T). Z definicji tych j>odprzestrzeni wynika, ze F +© V'+ i F_©  V'_ 
sg> snmami prostymi rôwnymi F. Tozsamosc p(z)Q =  Tp(z) (odpowiednio 
aQ =  Ta) implikuje, ze p(z)(V +) <= V'+ i p{z){V_) c  V'_ (odpowiednio 
ima cz V’+). Dla ze S izomorfizm p{z) jest zatem snmg, prost^ dwu izo- 
morfizmow p +(z) =  a+z-\-b_{_: V+ -> V'+ i p_{z) =  a_ z Jr b_: F_ -> V'_ 
(a+ =  a\V+ , a__ — a\V_, b+ =  b |F+ , b_ =  b |F_). Wynika strpl w 
szczegôlnosci rôwnosc wymiarôw dim F + — dim V'+ i dim F_ =  dim V'_ . 

L em a t  2 . (a) «+ e Iso (F +, V'+),
(b) p +(z) =  а+г + e Iso (F + , V'+), dla \z\ >  1,
(c) p_{z) =  a_z-{-b_€ Iso (F_ , F l) , dla \z\ <  1 .

14 — Roczniki PTM — Prace Matematyczne XVI
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Dowôd. Dowiedziemy najpierw, ze z inklnzji 
(a') ker a c  F _ ,
(b') kerp(z) a  V_, dla \z\ >  1 ,
(c') kerp(z) c= V+ , dla \z\ <  1 ,

wynika teza. Wystarczy dowiesc — wobec rôwnosci wymiarôw prze- 
strzeni V+ i V'+ oraz Y _ i V'_ — ze odwzorowania rozwazane w tezie 
sq. monomorfizmami.

№ech ue ker«+ . Poniewaz ue Y_ (inkluzja (a')) i и e pole a+ =  V+, 
wiçc и nmsi byc wektorem zerowym, a homomorfizm a+ monomorfizmem.

Mecli teraz ue kerp.;. {z) (|г| >  1 ). Inkluzja (b') implikuje, ze ue Y_, 
со w pol^czeniu z trywialnym faktem, ze ue polep,. (z) — TF dowodzi 
monomorfizmn p(z) dla \z\ >  1 .

Analogicznie przebiega dowôd dla p_{z), \z\ <  1.
Pozostaje dowiesc iiikluzji (a'), (b') i (c'). Zauwazmy, ze $|kera =  0, 

czyli er  — Q\keva =  ek0Ta, czyli ker a a  V
Jezeli ue\m p{w ) (\w\ Ф 1), to (az-\-b)(u) =  {(z — w)a]{u), czyli

------— =  Uaz-\- b)~l a\(u). Zatem dla dowolnego ze 8  restrvkcja homo-
Z — W  1
morfizmu (az-\-b)~1a do przestrzeni kerp (w) jest rôwna — — ekcrp (S) • 
Implikuje to oczywiscie, ze z—w

sk^d wynikaj^ natyclimiast inkluzje (b') i (c').
Bozwazania powyzsze latwo oogôlnic na przypadek wi^zek liniowych 

i C-parametrowych rodzin sekcji. Xieoh | bçdzie wi ẑk̂ , nad przestrzeni^ 
spôjng» X, zas a i b sekcjami wi%zki Hom(|, £). Zalôzmy, ze cingla C-para- 
metrowa rodzina sekcji wi^zki Hom(|, £)

jest sekcji izomorfizmôw dla wartosci ze 8 . Przy ustalonym xe X, p(x, •): 
{x} x C - >  Н о т (|ж7 Çx) jest od wzoro waniem typu rozwazanego w le- 
matacli 1  i 2 .

Okreslmy sekcje Q i T wi^zki Н о т (f , |), klad^c dla x e X

Powtarzaj^c rozmnowanie przytoczone na poez^tkn poprzedniego 
paragrafu stwierdzamy, ze Q i T ŝ  cigglymi sekcjami wi^zki Hom(|, £)•

dla \w\ <  1 , 
dla \w\ >  1 ,

p : X  X C *(x, z) -> a(x)zJt-b(x)e Hom(£, £)

oraz
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Z lematu 1  wynika natychmiast, ze Q2 =  Q, T2 =  T  oraz p(x, z)Q(x) — 
=  T(x)p(x, z) dla dowolnych (x, z)e X x  8 . W szczegôlnosci oznacza to, 
ze odpowiadajq.ce sekcjom Q i T homomorfizmy Q i T (oznaczane tymi 
samymi symbolami) wiq,zki | w siebie, sq> rzutowaniami. Oznaczmy przez 
|+, |'+ , |_, |'_ obrazy wiq,zki | poprzez rzutowania odpowiednio T, 
e v — Q, ev — T. Sq, to oczywiscie subwiq,zki wiq,zki | i I ^  |+©|_ oraz 

 ̂ sé £+0 f'_.
Polozmy a+ =  a||.,_, =  a||_, &+ =  &||+,- &_ =  b|l_, p+ =  a+z-\-

-\-b+, p_ =  a_z-\-b_. (Przypominamy, ze stale uzywamy identyfikacji 
przestrzeni sekcji wiq,zki Н от (I, I) z przestrzeniq, homomorfizmôw 
НОМ (I, I).) Z warnnkn p(x, z)Q(x) — T(x)p(x, z) wynika, ze p +(x,z) 
e Horn (|+, | )̂ i р_(ж, w)e Hom(|_, |1). Identyfikujq,c Hom(|+ ,|'+)© 
©Hom(|_, |1) z podzbiorem Hom(|, |), odwzorowanie p  mozna rozwa- 
zac jako sum§ prostq.

P =P+© P_: X x C  -> Hom(|+ , |'+)©Hom(|_, |'_) c  Hom(|, I).
Zauwazmy jeszcze, ze oczywiscie dim |+ =  dim Ç'+ i dim |_ =  dim |'_.
Dowod tw ierd zenia 3. X. (a) Stwierdzamy najpierw, ze 8  X [0 ,1] — 

parametrowe rodziny sekcji
p%: I X ( S x [ 0 ,  1]  ̂(x, z, t) -*  а+( ф + й +(®)€Нот(|+ , l+),

oraz
p l_: X x $ X [0 , 1 ] э(ж, 0, <) -> ta_ (x)z-1- b_ (x)e Hom(|_, |'_) 

sq, sekcjami izomorfizmow.
Ustalmy (x, z, t) e X  x 8  x [0 ,1] i pokazmy, ze a+ (#)£+ tb+ (x) e 

eIso((|+)a., (|^)x). Dla t =  0 wynika to z lematu 2(a).  Zanwazmy, ze 
dla te (0,1], ajrzJrtb+ =  t(a+zlt-\-b+). Lemat 2 (b) implikuje, ze a+(x)zjt-\- 
i-b +(x)e 18о((|+)ж, (£+);*;), czyli a +z-\-tb+e ISO(|+ , |'+). Podobnie lemat 

2 (c) implikuje, ze p l_ jest 8  x [0, 1 ] — parametrowq. sekcjq. izomorfizmow. 
Homotopia

p l =  У+©У_: X x £ x [ 0 , l ] - > H o m ( | , | )
ustala zatem izohomotopiç miçdzy sekcjami p  =  az+ b  a a+z-\~b_. 
Wiq>zki (|, p, |) i (I, a+z + b _ ,  |) ^  (|+ , a+z, |'+)©(|_, b_, 11) sq, wi§c 
izomorficzne.

Z przemiennosci diagramôw (przy dowolnym ze 8 )

а , 1 oraz e$-r ■ ■

■i l  i l
Î+ — 5— -  f+ ^ — ► f_

i lematu 3 (с). IV wynika, ze (|+ , a+z, |+) ^  (|+, «, |+) i (|_, l l )  ^  
^  (l_ , 1 , l_), czyli (I, p, I) ^  (1 +, z, £+)©(!_,  1 , !_).
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(b) Izoliomotopiç

Pt' Z x ^ X [ 0 , l ] - >  Hom(i, £),

l ĉz ĉg, rodziny sekcji p0 i p x, rozwazac mozna jako $-parametrowg> 
sekcjç wielomianowg; stopnia < 1  wi^zki Hom(|x [0, 1 ], I  X [0, 1 ]). 
Powtarzaj^e w odniesieniu do tej sekcji wyzej opisang, konstrukcjç, 
otrzynmjemy rozklad wi%zki | =  | x [0, 1 ] na subwig-zki |+©|_, о wlas- 
noseiach opisanych w punkcie (a). Obserwacja, ze | + 1X  x {г} ^  ,

\ X x  {i} ^  I l  {i =  0,1),  Igjcznie z wnioskiem 2. IV  dowodzi tezy (b).
(c) i (d). JNiech Q, Q0 ,Q i i T, TQ, Tx bçd .̂ rzntowaniami otrzymanymi 

odpowiednio dla p ,p 0 i Pu wedlug schematu opisanego na pocz^tku tego 
paragrafu. Teza (c) wynika natychmiast z prostego faktu, ze Q — Q0 @QX 
i T — 1\®TX.

Podobnie z postaci rzutowan Q i T wynika (d).
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