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Automatyczne dowodzenie twierdzen

Rozwigzanie wielu zagadnienn matematycznych sprowadza sie do
wykonania pewnej ilo§ci rachunkéw wedlug Sci§le okre§lonego algorytmu.
Na przyklad znalezienie rozwigzan ukladu réwnan liniowych sprowadza
sie do obliczenia pewnej ilo§ei wyznacznikow, stwierdzenie, ile pierwia-
stkéw w okre§lonym przedziale liczb rzeczywistych ma dany wielomian —
do policzenia lancucha Sturma, a odpowiedZ na pytanie, czy okre§lona
formula rachunku zdan jest tautologia mozna uzyskaé tzw. metods zero-
-jedynkows. Klasy zagadnien, dla ktérych istnieje efektywna metoda
rozwigzywania nazywaja sie rozstrzygalnymi.

Rozwigzanie zagadnienia rozstrzygalnego nie wymaga, w zasadzie,
od rozwiazujgcego zadnej pomyslowosci. Dla kazdej klasy zagadnien roz-
strzygalnych mozna by ulozy¢ program na maszyne cyifrowa, tak by
maszyna sama, bez zadnego dalszego udzialu czlowieka, rozwigzywala
zagadnienie,

Okazuje sie jednak, ze wigkszo§¢ interesujgeych klas zagadnieni jest
nierozstrzygalna. Czy oznacza to, Ze zastosowanie maszyn cyfrowych
w matematyce musi ograniczy¢ sie do wykonywania rachunkéw, ze ma-
szZyny nie sa w stanie dopomée matematykowi w rozwijaniu nauki? Nie
chodzi tu oczywiscie o fakt, ze maszyny samym swym istnieniem przyczy-
nity si¢ do rozwiniecia, a nawet powstania wielu teorii matematycznych,
lecz o to, ezy maszyna cyfrowa moze by¢ wzglednie uniwersalnym narze-
dziem w reku matematyka, ezy tez moze mu dopomée tylko w nielicznych
dziedzinach?

Odpowiedz na to pytanie nie wydaje si¢ jednoznaczna. W dalszym
ciagu znajduje sie kilka uwag na ten temat.

1. Formuly i zd ania

Aby uprawiaé jaka§ dziedzine matematyki za pomocg maszyny
cyfrowej trzeba sie porozumiewaé z maszyna w sprawach dotyczacych
tej dziedziny. Na ogél nie mozna wprowadzaé¢ do maszyny tworéw mate-
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matycznych bezposrednio (zadna prosta euklidesowa nie zmiescilaby sig
w maszynie). Trzeba postugiwaé sie nazwami przedmiotéw. Do tego celu
stuzg jezyki formalne.

Kazdy jezyk formalny sklada sie z formul, ktére sa skoriczonymi
ciggami liter pewnego alfabetu. W sklad alfabetu wchodzg litery ozna-
czajace zmienne %y, Ty, ..., Ty, ..., SPOjniki logiczne(?): negacja ~, alter-
natywa v, koniunkeja A, kwantyfikator egzystencjalny \/ oraz kwanty-
fikator ogdlny A.

Ponadto alfabet zawiera symbole swoiste danego jezyka: pewng ilo§é
stalych, symboli relacji i symboli operacji.

Na przyklad w przypadku arytmetyki mamy dwie stale: 0 i 1, dwa
symbole operacji - i - oraz dwa symbole relacji = i <. Napisy oznaczajace
liczby, tak zwane termy, mozemy budowaé ze statych i zmiennych za
pomocg symboli operacji, np. termami sa: @,, 0, (#,-+1), (L41)-z,) itp.
Scislg definicje¢ termu, podobnie jak i dalszych pojeé wspomnianych w tym
paragrafie, moze czytelnik znalezé na przyklad w [8].

Lgczac dwa termy znakiem relacji otrzymujemy formule atomiczng,
na przyklad réwnogé

((@y-@y) + (#,+1)) =0
Iub nier6wnosé
(s + (L +2y)) < (w2 —1).

Yaczge formuly atomiczne spéjnikami zdaniotwoérczymi otrzymujemy
dowolne formuly.

Kazda zmienna nie zwigzana kwantyfikatorem nazywa sie zmienng
wolng. Na przyklad w formule

(500 <z vV m,_(/\ @ () < mn)))

zmienna @, jest wolna, a zmienna », jest zwigzana, natomiast zmienna x,

wystepuje raz jako zmienna wolna (w pierwszym czlonie alternatywy),

a drugi raz jako zmienna zwigzana (w drugim czionie alternatywy).
Aby moéwié o tym, czy jakie§ zdanie, np.

(1) A @ V @1(2 < @,)

jest prawdziwe, nalezy najpierw ustalié jak bedzie si¢ rozumieé znak <

(1) Zazwyczaj wéréd spoéjnikéw logicznych wymienia sie jeszeze implikacje —
iré6wnowaznosé«. Oba te sp6jniki 82 jednak do celéw niniejszego artykulu niewygodne,
wprowadzilyby znaczna a niepotrzebng komplikacje definicji. Poniewaz za§ daja sie
latwo wyeliminowaé: formule X — ¥ mozna zastapi¢ formulag ~ X v ¥, a formule
X o Y formutag (X A ¥) v (~X A ~7), nie bedzie si¢ o nich w zasadzie méwié.
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oraz zmienne. Innymi slowy nalezy podaé dziedzing matematyczng.
W przypadku zdania (1) musi to byé dziedzina postaci

A= (Ar <})

gdzie A jest dowolnym zbiorem, a < relacja dwuargumentowa okreslong
na tym zbiorze. (Ewentualnie relacji moze byé jeszcze wigeej, w kazdym
razie relacja < musi byé.) Wezmy na przyklad dziedzine U, = (B, <),
gdzie R jest zbiorem wszystkich liczb rzeczywistych, a < zwykly relacja
mniejszoéei. Jak wiadomo, zdanie (1) jest prawdziwe w dziedzinie .
Natomiast w dziedzinie U, = (8, <’), gdzie § jest odcinkiem z koricami
{0,1>, a <’ zwyklg relacja mniejszofci ograniczong do tego odcinka,
zdanie (1) nie jest prawdziwe: nie ma na odeinku § liczby wiekszej od 1.

Niektérzy logicy (por. np. [8]) uwazaja, ze o formule, ktéra nie jest
zdaniem, nie sposéb powiedzieé, czy jest ona prawdziwa, czy falszywa.
Na przyklad trudno powiedzieé cokolwiek o formule

(2) V o (@ < @),
dopo6ki nie wiadomo co oznacza x,.

Jednak wielu logikéw (por. np. [13]) uwaza formuly ze zmiennymi
wolnymi za zdania otwarte i operuje nimi tak, jak gdyby wszystkie zmien-
ne wolne byly zwiazane kwantyfikatorami ogélnymi stojacymi na po-
czatku.

Przy takim ujeciu zamiast zdania (1) mozna napisa¢ formule

V @1 (® < ).

Przy réznych systemach automatycznego dowodzenia twierdzen stosuje
sie r6zne podejécia. Na przyklad w przypadku rachunkéw Gentzena oraz
metod podobnych do tego rachunku (patrz np. [6] i [15]) wygodnie jest
méwi¢ o prawdziwosci formul otwartych, natomiast przy niektérych
innych systemach (patrz np. [18]) wygodnie ograniczaé si¢ do zdan, czyli
formut bez zmiennych wolnych. W dalszym ciggu niniejszego artykulu
przyjmiemy drugie podejécie: formuly otwarte moga byé prawdziwe.
W zwigzku z tym terminu zdanie i formula bedziemy uzywaé zamiennie.

Dawno juz zauwazono, zZe nie mozna w nieskonczonos§¢ redukowad
twierdzeri matematycznych do twierdzefi wezegniejszych, nie mozna
w nieskoniczono§é pytaé ,,dlaczego?”. Pewne twierdzenia trzeba przyjaé
bez dowodu. Twierdzenia te nazywaja sie aksjomatami. Aksjomatyka
nazywa sie dowolny zbiér aksjomatéw. Wyciagajac z aksjomatéw wnioski
na drodze rozumowal otrzymuje si¢ rézne twierdzenia.

Przykladem zastosowania rozumowania logicznego moze by¢ regula
odrywania, zwana po lacinie modus ponens. Pozwala ona przyjaé za udo-
wodnione zdanie B, jedli wfréd aksjomatéw lub zdan wezeSniej udowo-
dnionych sg zdania A i implikacja A — B. Ogdlniej, takim rozumowaniem
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moze byé dowod, to znaezy ciag zdan D = (P, ..., P,> taki, ze kazde
zdanie 1° jest aksjomatem lub 2° tautologig lub tez 3° wynika ze zdan
wezedniejszych na mocy reguly odrywania. Gdyby w rozpatrywanym
systemie logicznym przyjaé¢ inne reguly wnioskowania, nalezaloby odpo-
wiednio zmodyfikowaé punkt 3°. Méwimy, ze D jest dowodem zdania D,
jezeli to zdanie jest ostatnim wyrazem ciggu D. O takim zdaniu méwi sie,
ze ma dowdd D. Zbiér wszystkich zdan majacych dowodd z aksjomatyki
A nazywamy teoriq o aksjomatyce A. Elementy teorii nazywane
sa tez jej twierdzeniami. W szczegélnym przypadku kazdy aksjomat
A e A jest twierdzeniem teorii o aksjomatyce A. Dowodem tego twierdze-
nia jest cigg jednowyrazowy {4).

Jezeli zdanie Z jest prawdziwe w dziedzinie %, to méwi sie réwniez,
ze N jest modelem zdania Z. Jefli istnieje model U zdania Z, to moéwimy,
ze zdanie Z jest spelnialne, w przeciwnym razie o zdaniu Z méwimy, ze
jest niespelnialne. Jesli natomiast zdanie Z jest prawdziwe we wszystkich
dziedzinach, to méwimy, ze Z jest tautologiq. Oczywidcie jefli zdanie Z
jest tautologia, to zdanie ~ Z jest niespelnialne i odwrotnie, jesli zdanie Z
jest niespelialne, to zdanie ~ Z jest tautologig. :

2, Teorie rozstrzygalne i nierozstrzygalne

Teorie, dla ktoérych istnieje metoda rozstrzygania czy dane zdanie
jest twierdzeniem tej teorii nazywajg sie rozstrzygalnymi(®). Teorie takie
moglyby byé w zasadzie uprawiane przez maszyne cyfrowg. Oczywiscie
pod warunkiem ulozenia odpowiedniego programu, ktéry po wprowadze-
niu hipotezy do maszyny orzekaltby o jej prawdziwosei Iub falszywosei.

Teoriami rozstrzygalnymi sg miedzy innymi: teoria porzgdku gestego
(por. [10]), elementarna teoria dodawania liczb naturalnyeh (por. [14]).
Jednak juz teoria obejmujaca jednocze$nie dodawanie i odejmowanie
liczb naturalnych, tj. arytmetyka liczb naturalnych, jest nierozstrzygalna
(por. [7]). Nierozstrzygalnymi okazalo sie wiekszos¢ interesujgcych mate-
matyeznie teorii, a w tym rachunek predykatéw (por. [4]) i teoria mno-
godei (por. [19]). Co wiecej, kazda teoria zawierajaca ktorgkolwiek z nich,
a wiec praktyeznie biorge kazda teoria drugiego rzedu, tzn. dopuszezajaca
mowienie o zbiorach elementéw, jest nierozstrzygalna.

Utarlo sie w tej sytuacji powiedzenie, Ze wszystkie interesujgce
teorie matematyeczne sa nierozstrzygalne. Wydaje sie, ze takie twierdzenie

(?) Trudno jest podaé &cisly definicje efektywnego postepowania. Definicje
takie mozna znalezé w literaturze (np. Turing [23], Markow [11], W jezyku polskim
[8]). Pojecie to jest jednak na tyle intuicyjne, Ze poprzestaniemy tu na okresleniu
nie Scistym, ale intuicyjnym. Postepowanie jest efektywne, jesli polega na wykorzy-
stywaniu pewnych prostych czynnofci skornczong iloéé razy.
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jest troche przesadzone, gdyz na przyklad arytmetyka liczb rzeczywistych
jest rozstrzygalna (por. [22]). Oeczywiscie chodzi tu o arytmetyke ele-
mentarng (pierwszego rzedu), to znaczy taka, w ktorej jezyku mozna
moéwié o liczbach i dzialaniach dokonywanych na liczbach, a nie o zbiorach
liczb. Jest to ograniczenie dofé istotne, bo na przyklad twierdzenie:

1. Dowolny wielomian nieparzystego stopnia ma pierwiastek
nie da sie wyrazié¢ w jezyku elementarnej arytmetyki liczb rzeczywistych,
gdyz pojecie wielomianu nieparzystego stopnia jest nieelementarne, acz-
kolwiek kazde ze zdar:

2. Dowolny wielomian stopnia n ma pierwiastek
(je€li tylko n bedzie konkretng liczba naturalng) mozna w tym jezyku
wyrazié. Oczywiscie gdy n jest liczba nieparzysta, to zdanie 2 jest twier-
dzeniem arytmetyki liczb rzeezywistych, a gdy = jest liczba parzysta,
to nie.

Tylko niektore teorie sg rozstrzygalne, a zatem tylko dla niektérych
teoril istnieje metoda, ktoéra zastosowana do dowolnego zdania Z z jezyka
tej teorii, udzieli w skolczonym czasie odpowiedzi na pytanie; czy zdanie
Z jest twierdzeniem rozpatrywanej teorii? Jeéli zdanie jest twierdzeniem,
zostanie przez te metode w skoriczone]j ilogci krokéw potwierdzone, w prze-
ciwnym razie — obalone (réwniez w skorczonej ilodei krokéw). Dla teorii
nierozstrzygalnych nie ma takich metod. Tym bardziej nie ma takiej
uniwersalne] metody, ktéra rozstrzygalaby czy wskazane zdanie jest
twierdzeniem dowolnej zadanej teorii. Jesli jednak dopufcimy metody,
ktére w skonezonej ilo§ci krokéw udzielaja odpowiedzi pozytywnej, a wiec
jefli zdanie jest twierdzeniem, to zostanie potwierdzone w skoriczonej
ilofei krokéw, rezygnujac z zgdania, by metoda obalala w skoliczonej
ilofei krokéw zdania, ktére nie sa twierdzeniem, to okaze sie, ze istnieje
wiele metod uniwersalnych. Dwie takie metody zostang opisane w dalszym
ciagu. .

3. Rachunek Gentzena

Jednym z najszerzej znanych sposobow automatycznego dowodzenia
twierdzen jest tzw. rachunek Gentzena. Jest to metoda sprawdzania czy
dana formula jest tautologia. Zagadnienie, czy okre§lona formula jest
tautologia, malo interesowatoby przecietnego matematyka, gdyby do tego
typu pytan nie dawalo si¢ sprowadzié¢ wieln naturalnych zagadnieni mate-
matyeznych; pytanie, czy formula dowolna Z wynika z aksjomatow
Aw,, ..., Az, jest rownowazna pytaniu, czy formula

Az, A oo N Az, —~ 7

jest tautologia. Rachunek Gentzena najdogodniej opisywaé w dwu eta-
Pach, najpierw dla formul otwartych, a nastepnie dla formul dowolnych.
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Jezeli F jest formulg atomiczng lub jej negacja, to oczywicie nie jest
tautologia (®), jezeli natomiast F jest alternatywa

Anv N.An

(gdzie A, jest formula atomiczna), to ¥ jest tautologia. Co wiecej, alter-
natywa dluzsza tez bedzie tautologia, jezeli tylko bedzie miala postaé

(1) Agv ~A;v A, v... v4,

(gdzie A, jest formula atomiczng, a A; dla ¢ > 1 sg formulami atomicznym i
lub ich negacjami) lub tez réznila sie od tej alternatywy tylko kolejnoscia
czlonéw. Innymi slowy formula

F=A4,v A, v...v 4,

(gdzie A; sg formulami atomieznymi lub ich negacjami) jest tautologia
wtedy i tylko wtedy, gdy w niej wystepuje formula atomiczna A i jej
negacja, czyli dla pewnych ¢,j<n, A; jest negacjy A4;.

Zatozmy zatem, ze formula F jest koniunkeja pewnej iloSei formuk
postaci (1), czyli, ze ma postaé

(2) (AgoVAn Voo VAp) A e Aldpg v Ay Voo v 4,,)

(gdzie jak zwykle A, oznacza formule atomiczng lub jej negacje. Na to,
by formula F byla tautologia logiczng, potrzeba i wystarcza, by kazdy
z czlonéw koniunkeji byl tautologia. Zagadnienie sprawdzania czy for-
mula postaci (2) jest tautologia, sprowadza sie¢ wiec natychmiast do skon-
czonej liczby zagadnien typu: Czy formuly postaci (1) sg tautologiami?
Zagadnienie rozstrzygania czy formula F jest tautologig zostalo wiee juz
rozwigzane dla formul postaci (2) zwanych formulami o postaci normalnej
koniunkeyjno-alternatywnej. Jak jednak postepowaé z formuly otwarta,
ktoéra nie jest dana w postaci normalnej? Nalezy jg oczywiscie do tej
postaci sprowadzié. W tym celu nalezy formule powtarzaé¢ krok po kroku.
Wszystkie spojniki zdaniotworeze w formule F sg zlozone cienkg czeionks.
Dla odréznienia, te spéjniki, ktére juz zostang do koifea, az do postaci
normalnej, skladane sg czcionkg grubg(®).

Niech Z bedzie na przyklad formuls

(Z1) ~(4Av B)v (4 A0
(gdzie A, B i C s3 formulami atomieznymi).

(3) Formuta = < y jest prawdziwa tylko w tych systemach relacyjnych, w kté-
rych < jest relacja pelna, tzn. zachodza pomiedzy wszystkimi elementami, a formula
~x <y — gdy < jest relacjg pusta, czyli nie zachodzi dla zadnych elementéw.

(*) W wielu opracowaniach zamiast grubej alternatywy stosuje sie zazwyeczaj
przecinek (,), a zamiast grubej koniunkeji &rednik (;).
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Formula (Z1) jest alternatyws, funktor gléwny zapisujemy gruba
ezcionky: '
(Z2) ~ (Av B)v (4 AQ0).
W pierwszym czlonie 'alternatywy wykorzystujemy prawo de Morgana:
(Z3) (~AA~B)v(4A0).

Korzystamy trzykrotnie z rozdzielnoSei alternatywy wzgledem ko-
niunkeji:

(Z4) (~A v (AAC)A(~Bv (4 AaO0),
(25) (~A v A)A(~AvC)A(~Bv(4AC),
(Z6) (~Av AAN(~AVvO)A(~Bv A) A (~Bv ().

Poniewaz tylko jeden czlon koniunkeji jest tautologia, a pozostale
trzy nie sg tautologiami, wiec formula (Z6), a co zatem idzie i formula Z
nie 83 tautologiami.

W calym postepowaniu zostalo wykorzystane kilka regul. Aby zapi-
saé¢ te reguly w najogélniejszej postaci, trzeba przyja¢ nastepujace ozna-
czenia: A; oznacza formuly atomiczne lub ich negacje, ¥, G, X, ¥ ozna-
czaja dowolne formuly otwarte (spéjniki zdaniotwoércze w X, Y moga
byé¢ zaréwno poélgrube jak i cienkie, a ponadto formuly X i ¥ moga byé
formulami pustymi, to znaczy mogg w ogole nie wystepowaé). Poszcze-
gélne reguly sa zapisane w postaci dwu wierszy przedzielonych kresks.
To co jest nad kresks, to jest zastana formula, na miejsce ktérej nalezy
wpisa¢ formule wypisang pod kreska:

(Gl) (4pv...vA,v(Fv@vIXaY

(di v csvdyvPv v Xy X

(G2) (Agv...vA,v(FAG Vv IX)AY

(Adgv...vA, vEVv X A(Adyv...vA, vGv X)AY

(G3) (dyv...vA,v~~FvI)AY

(dgv ...v A, vVFv X)A Y

(G4) (4pv...vA, v~(FvEvIAY

(Adov ... VA, V(~FA~GVvIAY
(G5) (dgv...vA,v~(FAGVIEAY

(Apv ... vA, v(~Fv ~G v IXIAY
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Latwo zauwazyé, ze pierwsza regula odgrywa role iacznoci alterna-
tywy, druga — rozdzielnosci alternatywy wzgledem koniunkeji, trzecia —
prawa podwdjnego przeczenia, a czwarta i piata praw de Morgana. Jak
widaé, brak przemiennofei zaréwno koniunkeji, jak i alternatywy.

W przytoczonym powyze] przykladzie stosowaliémy reguly (1)-(5)
nie tylko w pierwszym czlonie koniunkeji (do tego tylko formalnie rzecz
biorge uprawniajg nas reguly), ale i w dalszych. Ten chwyt zastapil oba
prawa przemiennodci. Okazuje sie jednak, ze jefli nie jesteSmy zaintere-
sowani w postaci normalnej, a tylko w sprawdzeniu czy formula Z jest
tautologia, to mozna sie w ogdle obej§é bez praw przemiennogei. Juz
przy formule (Z5) mozna bylo zauwazyé, ze pierwszy czlon koniunkeji
jest tautologia, a zatem formula (Z5) jest tautologia wtedy i tylko wtedy,
gdy formula

(Z6a) (~AvO)A(~Bv(4nC)

jest tautologia. Takie przejicie byloby zastosowaniem reguly: jezeli dla
pewnych i,j<n A; jest negacja 4;, to

(4gv ...v A, vX)AY

Regule tej nalezy nadaé¢ numer weze$niejszy od pozostalych, gdyz jak sie
pézniej okaze, w takiej wladnie kolejnosci trzeba bedzie stosowaé reguly.
Nie ma to co prawda wiekszego znaczenia (poza pewng oszczednoscia
czasu) w przypadku formul otwartych. Moze jednak nabraé zasadniczego
znaczenia wowezas, gdy w formule pojawia sie kwantyfikatory.

Do formuly (Z6a) nie mozna zastosowaé juz zadnej reguly (G0)-(G5):
pierwszy czlon koniunkeji jest alternatywa formul atomicznych lub ich
negacji, a jednoczefnie nie jest tautologia, wobec czego cala formula nie
jest tauntologia.

Rozpatrzmy jeszcze jeden przyklad:

(i) ~(Adv ~B)v (~Bv 4),

(ii) ~(Av ~B)v (~Bv A4),

(iii) (~A A ~~B)v(~Bv A),

(iv) (~A v (~Bv A)A(~~Bv(~Bv 4)),
(v) (~Av ~Bv A)v (~~Bv (~Bv A)),
(vi) Bv(~BvA4)),

(vii) Bv ~Bv A,

W krokach (v) i (vii) zastosowaliémy regule (GO) i w rezultacie otrzyma-
liSmy formule bez zadnych znakéw, tzw. formule pustsa.
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Z powyzszych rozwazan wynika, ze cheac sprawdzié czy dana for-
mula otwarta jest tautologig, nalezy stosowaé¢ do niej kolejno reguly
(G0)-(G5H) pbéki tylko mozna. Jesli w korieu otrzyma sie regule pusta,
to formula wyjéciowa jest tautologia, w przeciwnym przypadku nie.

Jefli cheemy przystapié¢ do badania dowolnych formut, a wiee takich,
w ktorych moga wystapi¢ kwantyfikatory, to nalezy dopuscié w regulach
(G0)-(Gb), aby i formuly F,G, X, Y byly dowolne, a ponadto nalezy
dolgezyé cztery reguly odpowiadajace kwantyfikatorom. Dwie pierwsze
odpowiadaja prawom de Morgana dla kwantyfikatorow:

(G6) (Agv ...vA,v~AzFle)v X)A Y
(dgv ...v A4, vVe~F@v X)aA Y

(G7) (4ov...vd,v~VzF@)vX)r Y

(AdoVv ...vA,v Ao ~F@)v X)A Y .

Trzecia wykorzystuje fakt, ze zmienne wolne traktuje sie tak jak gdyby
byly zwiazane kwantyfikatorem ogélnym:

(G8) (dgv...vA,vAzF@)v X)a X

Ayv ...v A, v Fy)vXIan X
0 n Y

W regule tej zada si¢ dodatkowo, aby zmienna y nie wystepowala w formu-
le nad kreskg.

Najbardziej skomplikowana jest regula opuszezania kwantyfikatora
egzystencjalnego. Aby ja sformulowaé nalezy najpierw zbiér wszystkich
terméw ustawié w ciag nieskoriczony. Sama regula ma nastepujaca postaé:

(G9) (4,v...vA,vVoFl@)vIX)AY

(Adgv ...v A, vFt)vXv Vo F@)A Y

gdzie t jest najwezeSniejszym termem takim, Ze X nie jest postaci
X' v P(t) v X" ani tez F(i) nie wystepuje wsréd A;.

Warto zwrécié uwage, ze regula ta nie likwiduje weale kwantyfikatora
egzystencjalnego, tak jak robily to pozostale reguly z innymi spéjnikami
zdaniotwérezymi, a jedynie odsuwa go na koniec pierwszego czlonu.
Jedyny sposob, aby sie go pozbyé, to usunaé go wraz z calym pierwszym
czlonem na moey reguly (G0). Nie zawsze to okazuje sie mozliwe i bardzo
czesto postepowanie nigdy sie nie koneczy. Mozna to jednak udowodnié,
ze je§li wyjSciowa formula jest tautologia, a ponadte w kazdym kroku
bedziemy najpierw usilowali zastosowaé regule (G0), a dopiero, gdy nam
sie nie uda, to jedng z pozostalych, to postgpowanie skoriezy sie i to formuta
pustag. W dowodzie tego twierdzenia istotna role odgrywa fakt, ze wszyst-
kie termy zostaly ustawione w ciag nieskonczony: W przypadku poste-

3 — Roeznikl PTM. — Wiadomogcl Matematyczne XIV
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powania nieskoniczonego mozna mieé pewnosé, ze kazdy term zostal
wykorzystany.

Powyiszy opis odbiega w wielu szezegdlach od oryginalnego rachunku
Gentzena opublikowanego w roku 1935 (patrz [6]). Jest to w zasadzie
opis modyfikacji rachunku Gentzena dokonanej przez Rasiowa i Sikor-
skiego (patrz [15], str. 299 i nastepne). Rdznice miedzy tym systemem
a opisanym powyzej s3 nieistotne. Jest znanych jeszeze kilka innych
modyfikacji rachunku Gentzena. Najbardziej znany jest system zwany
pSemantyeznymi tablicami Betha” (patrz [2]).

Rachunek Gentzena w tej czy innej formie byl wielokrotnie podstawsa
doSwiadeczen. Ukladano na jego podstawie programy na rézine maszyny
cyfrowe i prébowano dowodzi¢ twierdzenia. Najbardziej znane jest do-
§wiadezenie Hao Wanga (patrz [24]), ktéry sie oparl na oryginalnym
systemie Gentzena. Program Hao Wanga byl w stanie udowodnié wszyst-
kie tautologie opublikowane przez Russella i Whiteheada w Principia
Mathematicae (patrz [25]).

Obecnie gléwny nurt badan w dziedzinie automatycznego dowodzenia
twierdzen przesunal sie na zastosowania twierdzenia Herbranda.

4. Twierdzenie Herbranda
Wezmy pod uwage dowolne zdanie (bez zmiennych wolnych) postaci

1) Az \Vy F(z,y),

gdzie F(z, y) jest formula kwantyfikatorowa o dwu zmiennych wo]nych
x,y. Zdanie to odezytuje sie na og6l nastepujaco:

,ydla dowolnego @ mozna tak dobraé y, Ze spelniony jest warunek

F(x,y)”.

Réznym warto§ciom # odpowiadajg na ogél réine wartosei y. To co
nalezy wybraé za y zalezy od tego co wybrano za x. W kazdym modelu
zdania (1) mozna zatem okreflié funkeje ¢ taka, ze jefli zmienng o bedziemy
interpretowaé jako nazwe elementu x, a y jako nazwe elementu ¢(x), to
formula F bedzie w tym modelu spelniona (prawdziwa). To znaczy, Ze
zdanie (1) jest réwnowazne zdaniu:

Nz Bz, f(@)),

gdzie f jest nazwag funkeji ¢. Zgodnie z konwencja, ze zmienna wolna —
to zmienna zwigzana kwantyfikatorem ogélnym na poczatku zdania,
mozna powiedzieé, Ze zdanie (1) jest réwnowazne formule otwartej

Flz, f(x)).
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Jedli jakikolwiek model zdania (1) zawiera jaki§ element, powiedzmy s,
to musi zawiera¢ rowniez element ¢(z). W takim razie jednak musi tez
zawieraé element ¢(p(2)) itd., a w modelu musza byé prawdziwe wszystkie
formuly:

@) Flo, f(@), F(f@), f(f@), F(/(f@), FF(f@)))s --

Co wiecej, zdanie (1) ma model wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie zda-
nia (2) maja model. To z kolei jest rt6wnowazne temu, ze kazdy skoficzony
zbior zdan (2) ma model. Zdanie (1) jest zatem sprzeczne wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje skoniczony zbiér zdan (2) taki, ze koniunkeja tych
zdan jest sprzeczna.

Oryginalne twierdzenie Herbranda (patrz [9]) jest juz tylko prze-
formulowaniem powyzszej réwnowaznofci: méwi ono, ze zdanie jest
tautologia logiczng (a wiee negacja zdania sprzecznego) wtedy i tylko
wtedy, gdy jest tautologia alternatywa pewnej skonczonej ilosei formut
otwartych bezkwantyfikatorowyeh, otrzymanych z rozpatrywanego zdania
metoda podobna do opisanej powyzej.

Sprawdzanie, czy formula otwarta bezkwantyfikatorowa jest tauto-
logia czy nie, sprowadza sie do zastosowania jednej ze znanych metod
roztrzygania dla rachunku zdan. Wobec tego dzieki twierdzeniu Her-
branda mamy nowg metode sprawdzania czy dane zdanie jest tautologia:
nalezy w tym celu wypisywaé kolejno alternatywy odpowiednio skon-
struowanych formul bezkwantyfikatorowych (zwane alternatywami Her-
branda) i badaé czy ktéra§ z nich nie jest tautologig. Istnieje bardzo
wiele metod automatycznego dowodzenia twierdzefh opartych na twier-
dzeniu Herbranda. Najbardziej znana jest tzw. metoda rezolucji (patrz
[16]), ktéra w tej chwili ma juz bogata literature (patrz [17]). Nieco innym
podejéciem jest metoda odwrotna (patrz [12]). Metody polegaja na rozpa-
trywaniu alternatyw Herbranda, ale tylko niektérych, specjalnie
podejrzanych o to, ze sg tautologiami.

5. Mozliwosci praktyczmych zastosowai

Teoretycznie wszystkie opisane czy wspomniane powyzej metody
mozna zaprogramowaé¢ na maszyne cyfrows, a nastepnie zamiast meczyé
sie nad znajdowaniem dowod6w réznych twierdzeni mozna by ten trud
Pozostawi¢ maszynom.

Powyisze rozumowanie, pozornie bez zarzutu, nie uwzglednia tego,
ze istniejgce (przynajmniej obecnie) maszyny dzialaja co prawda bardzo
szybko, ale na wykonanie kazdej operacji potrzebujg pewnego czasu,
a ponadto, i to jest jeszcze wazniejsze, majg tylko ograniczona pojemnosé
Pamigci. Przy praktyeznym zastosowaniu ktérejkolwiek z metod do sto-
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sunkowo prostych zagadnien ilo§é operacji jest tak wielka, ze czas pracy
maszyny zaczyna liczyé sie w godzinach. Powoduje to nieoplacalno§é
stosowania maszyn matematycznych: czlowiek, nawet bardzo wysoko
wykwalifikowany, jest ciagle jeszeze taiszy. Co prawda sprawe kosztoéw
mozna uznaé za drugorzedna, praca maszyn tanieje, podezas gdy praca
ludzi staje si¢ coraz drozsza, a ponadto warto by raz czy kilka razy udo-
wodnié jakie§ powazne twierdzenie za pomocg samych maszyn, nawet
gdyby to mialo kosztowaé bardzo wiele.

Tu jednak dochodzi do glosu drugie ograniczenie: pojemno§é pamieei.
Jako przyklad ostroéei tego ograniczenia moze shuzyé nastepujace doswiad-
czenie:

W geometrii rzutowej istnieje tzw. twierdzenie Pascala:

Trzy punkty przecigcia par bokow przeciwleglych szesciokata wpisanego
w stozkowq leza na jednej prostej (por. [1]).

Dowdd w pracy [1] zajmuje mniej wiecej strone druku. Jak wszyst-
kie zdania geometryczne, twierdzenie Pascala ma swéj odpowiednik anali-
tyczny. W tej postaci dowéd twierdzenia Pascala sprowadza sie do obli-
czenia pewnego wyznacznika. Okazalo sie jednak, Ze jezeli nie bedzie sie
stosowaé¢ wymySlnych trickéw upraszezajaeych, to wyznacznik staje sie
tak skomplikowany, ze do zapisania go nie wystarczylo ponad po6t miliona
stéw pamieci maszyny IBM 360/50 (patrz [3]).

Powyzszy przyklad ilustruje do$§é ogélng prawidlowosé dotyezaca
wszystkich metod automatycznego dowodzenia twierdzeri; prowadza one
z reguly do dowodéw bardzo skomplikowanych, pomimo ze réwnocze$nie
czesto istnieja dowody znacznie prostsze. Istnieja co prawda sposoby
upraszezania dowod6w, niemniej kazda z metod automatyecznego dowo-
dzenia twierdzen wymaga olbrzymiej pamieei. W zwigzku z tym prak-
tyczne wykorzystanie tych metod w calej ich rozeiaglo§ei wymagaloby
maszyn o pamieei wielokrotnie wigkszej od stosowanych obecnie. Wydaje
sie natomiast rzeczg calkowicie realng sporzadzenie programu, ktéry
sprawdzalby poprawnosé juz istniejacych dowodéw. W przypadku dowodu
zapisanego formalnie sprawa jest bardzo prosta. Klopot tylko w tym, ze
w praktyce bardzo rzadko wypisuje sie dowody formalne. Przyczyng tego
jest niewgtpliwie dlugo$é dowodéw, na przyklad formalny dowod twier-
dzenia Rolle’a (patrz [20]) zajmuje 7 stron druku. Dowody publikowane
w pracach matematycznych ograniczaja sie na ogét do wskazania isto-
tnych krokéw dowodu, pozostawiajae zapelienie luk domy§lnodei czytel-
nika. Podobnie mozna postepowaé¢ z maszyna. Po opracowaniu odpowied-
niego programu mozna by wprowadzaé do maszyny istotne kroki dowodu,
a maszyna uzupelnialaby luki i w ten sposéb sprawdzala czy dowdd
zostal sporzadzony poprawnie. Poniewaz w rachunku Gentzena najwieccj
miejsca w pamieci zajmuje stosowanie reguly (G8) (dotyczacej kwanty-
fikatora egzystencjalnego), istotnym krokiem dowodu moze by¢ wskazanie,
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ktéry term nalezy podstawié za zmienng zwiagzang kwantyfikatorem
egzystencjalnym.

Zagadnienie podzialu pracy miedzy maszyne a czlowieka jest

jeszeze ciggle zagadnieniem otwartym. Po jego rozwiazaniu maszyna stanie
sie¢ nowym, uniwersalnym narzedziem w reku matematyka: narzedziem,
ktére bedzie szybko i sprawnie sprawdzaé stawiane przezen hipotezy.
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