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Kariera twierdzenia Hilberta o syzygiach

Ponad 80 lat temu Hilbert napisat prace [1], ktéra wywarla bardzo
duzy wplyw na rozwéj wielu dziedzin algebry. W pracy tej pojawilo sie
twierdzenie Hilberta o bazie — obecnie jedno z podstawowych twierdzen
algebry przemiennej. Tam tez zostala po raz pierwszy uzyta funkcja
charakterystyczna Hilberta, ktéra odgrywa wazng role w geometrii alge-
braicznej. W pracy z 1890 r. Hilbert udowodnil jeszeze jedno twierdze-
nie, noszgce teraz jego imie: twierdzenie o syzygiach, ktérym cheialbym
sie zajaé w niniejszym artykule.

Ozytelnika, zapewne zaintryguje rzadko dzi§ styszane w kregach
matematyeznych stowo ,,syzygia” (gr. ovlvyia, ktére znaczy — zwigzek,
relacja). Znaczenie tego pojecia bylo jednak dobrze znane algebraikom
XIX wieku jako jeden z terminéw modnej wowezas teorii niezmiennikéw:
oznaczalo relacje algebraiczng pomiedzy niezmiennikami algebraicznymi.
Twierdzenie Hilberta bylo udowodnione wilasnie dla potrzeb tej teorii
1 na pozér dziwng moze si¢ wydaé informacja, Ze twierdzenie o syzygiach
jest twierdzeniem algebry homologicznej — mlodej galezi algebry, pow-
statej niewiele ponad 20 lat temu.

Ponizej cheialbym przedstawié zaréwno oryginalne, jak i wspélezesne
sformulowanie twierdzenia o syzygiach oraz zwrécié uwage na pewne
szezegOly pracy Hilberta, ktére daly poczatek oddzielnemu nurtowi
w algebrze homologicznej.

Zacznijmy od ukladu m réwnan liniowych jednorodnych o p nie-
wiadomych :

M +PX+ ... +fPX, =0,

(*) fOX+P X+ .. +fPX, =0,

....................

RX+R X+ ... +fDX, =0.

Jesli wspolezynniki f{? naleza do ciala k, to wyznaczenie wszystkich roz-
wigzan tego ukladu jest proste. Zbiér rozwigzan tworzy w k® podprze-
strzeri liniowg wymiaru p — rzad (f") i latwo te podprzestrzen znalezé.
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Inaczej wyglada sytuacja, gdy cialo k zastapié dowolnym przemien-
nym pier§cieniem R (z jedynka 1). Naturalne jest pytanie dotyezace
struktury zbioru rozwigzan ukladu (*). Ot6z w zbiorze tym mozna zdefi-
niowaé¢ dwa dzialania. Suma f+g¢ = (fi+9g1y---,fp+9p,) dwéch roz-
wigzat f = (fi, ..., fp) 1 ¢ = (g1, -+, §p) ukladu (*) jest znowu rozwigza-
niem tego ukladu. Ponadto dla dowolnego re R, r-f = (rfy, ..., 7f,) jest
tez rozwigzaniem ukladu réwnan (*). Dzialania + i - maja naste-
pujace formalne wlasnofei:

1° zbiér M wszystkich rozwigzan ukladu (*) jest grupa przemienng
ze wzgledu na dzialanie -+,

2° dla dowolnych r, 7y, r;¢ R, f, g M mamy

r(f+g) =rf+rg,
(ryre)f =70 (r2f),
1-f =f.

Zbiér wszystkich rozwiagzan ukladu réwnan (*) ma wiee pewng struk-
ture algebraiczng zwang modulem. Jest to oczywiscie uogolnienie pojecia
przestrzeni liniowej nad cialtem.

W jakim jezyku i w jaki sposéb mozna badaé strukture modulu M
wszystkich rozwigzan ukladu (*)? Hilbert zajmowal sie tym problemem
we wspomnianej na poczgtku pracy [1]. Przedmiotem jego zaintereso-
wania jest pierécieri wielomianéw z gradacja nad ciatem, tzn. pierfciert
R = k[®y, ..., ®,]. Fakt, ze pierfcien R rozpatruje si¢ jako pierfcient
z gradacjy oznacza, ze wyrdznione s3 w R zbiory R,, ¢ > 0 (zwane zbio-
rami jednorodnych elementow stopnia q), ktére sg grupami ze wzgledu na
dodawanie w R i ponadto

R = ®R,

q=0

jest sumg prosta wszystkich R, oraz R, R, < R,,,. W przypadku pier-
§cienia wielomianéw za elementy zbioru R, przyjmuje si¢ po prostu formy
stopnia ¢ (inaczej — wielomiany jednorodne stopnia q). Ze wzgledu na te
dodatkows strukture gradacji w pierfcieniu E Hilbert rozpatruje jedynie
takie uklady postaci (), w ktérych wspélezynniki f{? sg formami dodat-
niego stopnia. Stad wynika, Ze kazde rozwigzanie ukladu (*) jest sumg
rozwiazan jednorodnych, a wiee modul rozwiazan M jest modulem z gra-

dacja nad R, tzn. mozna przedstawié M jako sume prostg M = @ M,,
=1
gdzie M, sklada sie z rozwigzan jednorodnych stopnia ¢; oczywiscie wow-

czas R,  M,< M,,,. Modut M Hilbert nazywa pierwszym modulem
syzygii wkladu (*).
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Najpierw dowodzi Hilbert (korzystajac z wezesniej sformulowanego
twierdzenia o bazie), ze modul syzygii M jest skolczenie generowany,
tzn. istnieje skonczony zbiér rozwigzan jednorodnych

g(l) = (g(ll)? gl), seny 92)):

..............

g(r) = (9'{1"]: gg.)? seey 93))

ukiadu (%) majacy te wlasnogé, ze kazde inne jednorodne rozwigzanie g
ukladu (*) jest kombinacja liniows rozwigzan ¢\,..., ¢" o wspélezyn-
nikach bedacych formami z pier§cienia k[w,,...,a,], tzn. g = 4,g% +
+ ... +A4,97, gdzie A; sa formami. Wybierzmy rozwiazania g?, ..., g"
tak, by zadne z nich nie bylo kombinacja liniows pozostatych. Za po-
mocg rozwiazan g, ..., ¢ Hilbert tworzy nowy uklad p réwnanh jedno-
rodnych o r niewiadomych:

Y+ Y+ ... +4Y, =0,

(%) " 9(21) Yl—f'gg) Y,+ ... +9{2ﬂ Y. =0,

09X, + 69 Yo+ ... +957 ¥, =0.

Jesli wspolezynniki g\ pochodza z ciala i rozwigzania gv,..., ¢”
tworzg baze zbioru rozwiazan ukladu (*), to uklad (**) nie ma roz-
wigzan niezerowych.

W przypadku rozpatrywanym przez Hilberta tak byé nie musi, ale
Hilbert dowodzi znowu, ze rozwiazania ukladu (**) tworzg skonczenie
generowany modul z gradacjg nad pierScieniem k[a,, ..., 2,] (drugi modul
syzygii ukladu (*)). Wybierajac skoriczony zbiér jednorodnych generato-
réw, z ktorych powstaja przez kombinacje liniowe wszystkie rozwigzania
ukladu (**), i postepujac analogicznie jak poprzednio, mozemy utworzyé
metodg opisang powyzej trzeci uklad réwnan (x*x). Jesli trzeci modut
syzygii ukladu (*) jest niezerowy, to w podobny sposéb dochodzimy do
nastepnego (czwartego) ukladu réwnan itd.

Twierdzenie Hilberta o syzygiach glosi, ze w opisanym procesie
konstrukeji ukladéw réwnan najp6zniej w n-tym kroku, gdy » > 1 (» ozna-
cza liczbe zmiennych ,,...,,), dojdziemy do ukladu réwnan, ktéry
nie ma rozwigzan niezerowych (tzn. ze n-ty modul syzygii ukladu (*) jest
ZETOWY).

W przypadku n = 1 modul syzygii M moze byé rézny od zera.
Jedli jednak elementy f@, ..., f® tworza minimalny zbiér generatoréw
modutu, ktéry generujg, to pierwszy modul syzygii ukladu (*) jest zerowy,
tzn. twierdzenie Ililberta jest przy tym zalozeniu prawdziwe i dla n = 1.
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Przeformulujemy teraz konstrukeje Hilberta w troche innym, bar-
dziej wspoélezesnym jezyku.

Oznaczmy przez RP modul wolny z gradacja rzedu p, tzn. modul
z gradacja nad R, ktérego baze stanowia elementy e, = (1,0,...,0),
e =(0,1,...,0),...,6, =(0,0,...,0,1). Modul rozwigzai M = M"
jest oczywiScie podmodulem modulu R” generowanym przez elementy
g®,¢®, ..., ¢"M. Niech R" oznacza modul wolny o r wolnych generato-
rach ey, €, ...,¢,. Okreflamy homomorfizm ¢: R"— MY przyjmujge
@(e;) = ¢¥. Odwzorowanie ¢ jest epimorfizmem (tzn. obrazem ¢ jest
cale M®); przeanalizujmy jego jadro M®,

Jedli element Y, e;+Y,6,+ ... ¥, ¢, nalezy do jadra ¢, to

0 =p(X 6+ Y60+ ... +Y,6) = YigW 4,094 ... +7,¢9 =
= (Y g+ X000+ ... +7,007, Y+ Y, 000+ ... +X,60,...
vy g0+ X, 9@+ .. + 7,00,

a wiee ciag (Y,, Y,,..., Y,) tworzy rozwigzanie ukladu réwnan (xx).
Oczywifcie i na odwrét, kazde rozwiazanie ukladu (**) wyznacza element
z R nalezacy do M®. Wobec tego mamy ciag dokladny

1) 0>M® R 5 MO 50

(tzn. obraz kazdego homomorfizmu wystepujacego w (1) jest réwny jadru
homomorfizmu nastepnego) i jesli uklad (**#*) nie ma rozwigzan niezero-
wych, to modut M® jest wolny i na odwrét. Jesli M® nie jest modulem
wolnym i Y, ...  b® tworzy minimalny zbiér jednorodnych generatoréw
M®, to homomorfizm y: R® = Re] @ ... ® Re - M?, y(e;) = hP ma
jadro niezerowe M®). Modul M® jest modultem rozwigzan ukladu (#*x)
i dostajemy cigg dokladny

(2) 0> MR 5 M® 0.
Skladajac oba krétkie ciggi dokladne (1) i (2) otrzymujemy dluzszy ciag

dokladny
0> M® >R 5 B 5 MY 0.

Fakt, Ze najdalej n-ty uklad réwnan nie ma rozwigzan niezerowych jest
réwnowazny stwierdzeniu, ze M™ jest réwne zeru, tzn. (postepujac tak
jak opisano powyzej) otrzymamy ciag moduléw wolnych i homomorfiz-
moéw

(3) 0>M"V SRS RS MO0

dlugoéei n —1 (wystepuje »—1 moduléw wolnych).
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Hilbert przeprowadzal swoje rozwazania tylko dla pierscienia wielo-
mianéw z gradacja k[xy,...,2,]. Problem rozwigzalno§ei ukladéw réw-
nan i konstrukcje Hilberta mozna jednak sformulowaé dla dowolnego
pierécienia R.

Niech M bedzie modulem nad R. Przyjmijmy nastepujaca definicje:

Rezolwentq wolng R-modulu M nazywamy dokladny ciag moduléw
i homomorfizmow

- . d d
----+1*’H.13-5Fi -E: F, ,—»...—>F, = F, - M0,

gdzie F; s3 modulami wolnymi.

Modut M moze mieé¢ wiele wolnych rezolwent (ma jednak zawsze
co najmniej jedna). Oznaezmy przez d(M) minimum diugosei rezolwent
wolnych modulu M, tzn. dingosé najkroétszej rezolwenty wolnej modutu M,

W tym jezyku twierdzenie Hilberta mozna wystowi¢ nastepujaco:
jesli M® oznacza modut rozwigzan ukladu (*), to d(MY) < n—2.

M® jest w tym przypadku bardzo specjalnym modulem. A jaka jest
liczba d(M) dla dowolnego modulu skoiiczenie generowanego? JeSli M
jest takim modulem, to istnieje modut wolny R™ i epimorfizm R™ — M —
— 0. Oznaczmy przez M©® jadro tego homomorfizmu. M©® jako podmodut
modutu wolnego jest skonczenie generowany: niech O, f®, ..., f® bedzie
minimalnym zbiorem generatoréw modutu M. Budujage homomorfizm
modulu wolnego R? = Re, @ ... @ Re, na M tak, by e —f¥, otrzy-
mujemy cigg dokladny 0 - M® — R? > M©® 0, gdzie M® jest modu-
lem wszystkich rozwigzan uktadu (*). Wobec tego dostaliSmy ciag dokladny

0> MY >R R"™ > M0,
co w polgezeniu z ciagiem (3) daje wolng rezolwente modulu M diugoseci
<N

0—->M"»Y 5 SR SR -RF>R"—> M-—0.

fnn—1 2

Twierdzenie Hilberta méwi zatem, ze dla dowolnego modulu skon-
czenie generowanego M nad k[zy,...,®,] mamy d(M) < n.

Przyjmijmy nastepujaca definicje: Wymiarem globalnym pierécienia R
(gl.dim R) nazywamy kres gérny wymiaréw d(M) R-moduléw M skon-
czenie generowanych:

gl.dimR = supd(M).

Widzimy wiec, ze twierdzenie Hilberta jest rownowazne stwierdzeniu,
ze
(4) gldimk[z, ..., 8,1 < 0.
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W pracy Hilberta z 1890 roku jest nawet udowodniona réwnosé
gl.dimk[zy, ..., x,] = n, ale nim do tego przejdziemy — kilka ogélnych
uwag dotyezacych metod dowodu powyzszego twierdzenia.

Oryginalny dowdd Hilberta twierdzenia o syzygiach jest diugi i skom-
plikowany. Dowdd ten jest szczegdlnie dopasowany do pierdcienia z gra-
dacjg i chociaz wymiar globalny pier$cienia wielomianéw bez gradacji
réwniez jest réwny liczbie zmiennych, to twierdzenie to nie bylo wéwezas
znane. Rozw(j topologii algebraicznej i wyabstrahowanie czysto algebra-
icznych metod tam wystepujacych doprowadzilo na przelomie lat czter-
dziestych i pieédziesiagtych do powstania algebry homologicznej. Przez
zastosowanie tych metod problem postawiony i rozwigzany przez Hilberta
dla pierécienia z gradacja k[w,, ..., #,] zostat uogélniony, stal sie bardziej
naturalny, a twierdzenie o syzygiach stanowi obecnie jedno z prostszych
twierdzeni algebry homologicznej. Innymi stowy praca Hilberta znacznie
wyprzedzila powstanie metod pozwalajacych skutecznie atakowaé posta-
wiony problem.

Trudno w tym artykule oméwié wszystkie aspekty i metody algebry
homologicznej. Wydaje sie jednak, ze najwazniejsza w obliczaniu wy-
miaréw moduléw i pierécieni jest metoda funktoréw pochodnych. Istnieje
ciag funktoréw dwoch argumentéw Ext", n =.0,1,2,... o tej wlasnoSci,
ze dla pierfcieni i moduléw z gradacja mamy

d(M) = n < Ext®(M, X) = 0 dla dowolnego modulu X i %k >n oraz
istnieje taki modul N, ze Ext™(M,N) # 0.

Rozwinigcie teorii funktoréw Ext (i ogélnej teorii funktoréw pochodnych)
pozwala skutecznie badaé problem rozpatrywany 80 lat temu przez Hil-
berta.

Czytelniké6w pragnacych zapoznaé¢ sie blizej z metodami algebry
homologicznej odsylam do ksigzki Balcerzyka [2] — jedynego w jezyku
polskim podrecznika w tej dziedzinie. Tam tez (str. 265) mozna znalezé
dowdd twierdzenia o syzygiach (dla pierécienia wielomianéw bez gradacji).

Istotng cecha rozwazan Hilberta jest korzystanie na kazdym kroku
z gradacji. Moduly z gradacja nad pierscieniem z gradacja maja jednak
pewne dodatkowe zalety i wlasnoéci, ktére zostaly odkryte juz w pézniej-
szym okresie. W dalszym ciagu ogranicze si¢ do pier§cieni z gra-
dacjg, ilustrujac na tym przykladzie rozwdéj metod stosowanych do
dokladniejszej analizy pierwotnego problemu Hilberta.

Niech A = @ A; bedzie algebra z gradacja nad cialem k takg, ze

i=0
A, = k. Przykladami takich algebr sa: algebra wielomianéw k[, ..., ,],
algebra zewnetrzna A(kx, @ ... D kz,). W konstrukeji ukladéw réwnan
liniowych Hilbert za kazdym razem wybieral minimalny zbiér generato-
réw, tzn. taki zbidr, ze zaden jego podzbidér juz nie jest zbiorem genera-
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toréw. Istniejg takie pierfcienie i takie moduly nad nimi, ktére maja
minimalne zbiory generatoréw réznej mocy. Inaczej jest dla pierdecieni

z gradacjg. Jefli przez I oznaczyé ideal I = @ A;, to mamy nastepujace

i=1
kryterium:

Zbior jednorodnych elementéw {z.}., jest minimalnym zbiorem
generator6w modulu M wtedy i tylko wtedy, gdy elementy {z, = 2,4+
+IM},., tworza baze przestrzeni liniowej M /IM nad ciatem Fk.

Korzystajac z tej wlasnofei mozna dla kazdego A-modulu z gradacja
M zbudowaé rezolwente wolng w nastepujacy sposéb: jesli {mg}eq, tworzy
minimalny zbiér generatoréw modulu M (m, — elementy jednorodne),
to przyjmijmy F, = @ Ax, (gdzie F, oznacza modul wolny nad 4 o bazie

A

Z,, ae A,) 1 okre§lmy dz: Fo— M, gdzie dy(x,) = m,. Jesli N, jest jadrem

d
d,, to ciag 0—>No—+Fo—3 M — 0 jest dokladny. GAy {7a}sq, jest mini-

malnym zbiorem generatoréw modulu N,, to przyjmujac F, = @ Ay,
aedy

a
d,(y,) = n, otrzymujemy cigg dokladny 0 - N, — F, >N o — 0, gdzie N,
jest rowne jadru d,. O ile N, # 0, to postepujemy podobnie jak poprzed-
nio. W ten sposéb otrzymujemy rezolwente wolng

dp 4 4y
o> PF, - F, > ...>F > F,— M0,

ktéra ma te dodatkowsa wlasnosé, ze dla kazdego i jadro d; jest zawarte
w podmodule IF; modulu F,. Rezolwente taka nazywamy rezolwentq
minimalng. Mozna wykazadé, ze kazde dwie rezolwenty minimalne modulu
M sg izomorficzne, a wiec istniejg izomorfizmy ¢;: F; - P, takie, ze
diagram

dn d dy
o>, - F, | >...>F, - F,—> M—>0

Pnd a {on—1 o1} 61%‘1’ % lle—1~1a
ve.>P, > P, ,~>...>P, > Py—> M—>0

jest przemienny, tzn. ¢, ,d; = 0;¢; dla ¢ = 0,1, ... Je§li M jest modulem
skoticzenie generowanym, a algebra A jest skonczenie generowang algebrgy
przemienng (np. algebrg ilorazowa algebry wielomianéw) i F, P sa dwiema
rezolwentami minimalnymi modulu M, to rzad F; = rzad P; < oo i wobec
tego liczby b;(M) = rzad F, nie zalezg od wyboru rezolwenty, a tylko
od samego modutu M. Cigg {b;(M)}, ¢ = 0,1, ..., tworzy nowy ciag nie-
zmiennikéw modutu M. W jezyku Hilberta b;_,(M®) jest liczbg elementéw
minimalnego zbioru generatoré6w modulu M® — 4-tego modulu syzygii
ukladu (*). Liczby b;(M) wyrazaja sie roOwniez w terminach wspomnia-
nych juz funktoréw Ext: A-moduly Ext®(M, k) sa przestrzeniami linio-
wymi nad cialem % i mamy b,(M) = dim, Ext’(M, k).
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Jak opisaé i wyznaczyé niezmienniki b;(M)? Pewna metoda pozwa-
lajaca zblizyé si¢ do odpowiedzi na to pytanie podana bedzie nieco péZniej.
A na razie wréémy do udowodnionej przez Hilberta nieréwnofei (4)-
W omawianej pracy Hilberta kazde twierdzenie jest ilustrowane przykla-
dami. Po dowodzie twierdzenia o syzygiach podany jest przyklad ciggu
syzygii ideatu (,, @, ..., «,) nad pierScieniem k[z,, ..., x,] W nastepuja-
cym sformulowaniu:

pJefli utworzyé laricuch pochodnyeh ukladéw réwnan réwnania-

2 X 42, Xo+ ... +2,X, =0,
1

to s-ty uklad réwnan tego laricucha sklada sie z (sfl) réwnan o (s) nie-

wiadomyech i liczba elementéw minimalnego zbioru rozwigzan tego ukladu
n

Wwynosi (8 +1)' Wspoélezynniki wszystkich ukladéw réwnan sg formami
liniowymi”.

Przed dowodem tego stwierdzenia dla dowolnego n Hilbert szczeg6-
lowo analizuje przyklad dla » = 4. Jednakze juz przykiad n = 3 dobrze
ilustruje ogélng metode postepowania Hilberta. Mamy réwnanie

{5) mlxl+m2X2+maXa _ 0.
Nietrudno pokazaé, Ze rozwigzania &, = (0, —z3, #,), & = (—2;, 0, ),

& = (—ax,, #,, 0) tworzg minimalny zbiér generatoréw zbioru rozwigzan.
réwnania (). Uklad pochodny ukladu (5) jest postaci

—ngg‘—'a}gUS:O,
(6) —3 U +2, U3 =0,
ﬂ'}gUl"[‘mIUz =10

i ma tylko jedno rozwigzanie niezalezne (x,, —,, 2;), a wiec zbior roz-
wigzan jest modutem wolnym o jednym generatorze (z,, —&,, ;). W ten
sposéb budowa rezolwenty wolnej zostata zakonczona, tzn. otrzymaliSmy
rezolwente dlugosei 3

0>R—->R->R>R—-k—>0.

Podobnie Hilbert znajduje dla pier§cienia k[z,, x,,...,2,] Trezolwente
wolng dlugoéei n ciala k i dowodzi jednoczesnie, ze d(k) = n. '
Informacja ta w polaczeniu z wczeSniejszg nierownoseig (4) daje
ré6wnosé
gldimk[zy, ..., z,] =n = d(k).
Powyizszy przykiad daje nam jednak precyzyjniejsze wiadomoS$ei o mini-

malnej rezolwencie wolnej ciata k. Dowiadujemy si¢ z niego nie tylko
o dlugoéci rezolwenty, ale réowniez o wartoSciach niezmiennikow b;(k)..
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Mamy mianowicie
b; (k) = (f:) dla 0<i<n,
b(k) =0  dla i>n.

Okazuje gie, ze dla dowolnej algebry z gradacja A nad cialem &k mamy
réwno§é gl.dimA = d(k), tzn. globalny wymiar k-algebry A realizuje
si¢ jako wymiar d(k) A-modulu k. Pozwala to ograniczyé¢ sie tylko do
szukania rezolwenty wolnej ciata k. Wr6émy jeszeze do przykladu rezol-
wenty ciala k nad pierScieniem A = k[w,, 2,, ®,]. Rozpatrzmy algebre
zewnetrzng X na module wolnym o trzech generatorach wolnych u,, ., u,:

X = A(du; @ Au, ® Aug).
Jest to algebra z gradacja X =X, 0 X;®X,® X, (X; =0 dla
i > 3), gdzie X; = A*(Au, @ Au, ® Au,) s modulami wolnymi nad A,
a mianowicie
X, =4,
X; = Au, @ Au, @ Au,,
Xy, =Auy A uy @ Auy A Uy @ AUy A Uy,
Xy = Auy A Us A Us.
Okre§lamy homomorfizmy d,, d,, d; nastepujaco:
di: Xy > X, dy(w) = oy, )
dp: Xy Xy, do(uy A w) = w0 — 50,
dy: Xg—> X,  da(tg A s A Ug) = ZUs A Ug— Doty A Ug+L3Uy A Us.
Mozina latwo przeliczyé, ze w taki sposéb otrzymujemy ciag dokladny
7 b+ B B B i,

ktéry jest rezolwents wolng ciala k nad A i ktéry jest izomorficzny z re-
zolwenta skonstruowana poprzednio. Dla przykladu obliczmy jadro homo-
morfizmu dy: jes§li Usuy A s+ Uy A Us+ Uyuy A Uy Dalezy do jadra d,,
to
Us (@11 — @y 1) + Uy (@y%3 — B3%y) + Uy (@25 — 23%,) = 0,
czyli
(=2, Ug— w3 Ug)uy+(— 23 Uy + @, Us)us+ (0, Uy + 2, Up)us = 0,

a wiee wektor (U,, U,, U;) jest rozwigzaniem ukladu réwnan (6). W zu-
Ppelie podobny sposéb mozna otrzymadé rezolwente ciala %k nad algebra
A =Ek[x,...,2,]. W tym przypadku okreslamy

X = Aldt B oere D AN) = B K,  Xom AU 6 @ AN

t=0
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oraz d,: X,— X, , przyjmujgc

p
- j+1
dp(Uyy A voo A uip) = E (—1) By Uy A woe A gy A g A e A U
i=1

Cigg dokladny
d. d
(8) 0>X,>...o> X, 2 X, 1>...> X > Xo> k>0

jest rezolwenta izomorficzng z ta, ktérg skonstruowat Hilbert. Ale rezol-
wenta (8) ma te zalete, ze jest wyposazona dodatkowo w strukture
algebry. Dokladniej, rezolwenta (8) ma nastepujace wiasnosei:

1) X jest algebra z gradacja, X =@ X,,, X, = 4,
p=0

2) kazde X, jest modulem wolnym z gradacja nad 4, X, =@ X, ,,

q=0

3) X jest algebra przemienng, tzn. dla elementéw jednorodnych
ve X, ,, ye X;; mamy

P,q?
2y = (—1)"+y-,
4) okreflony jest A-homomorfizm (rézniczka) d =@ d,: X > X
stopnia —1, tzn. d,: X, - X, , i d* =0, czyli d,,_,d, = 0,
5) struktury rézniczki i algebry sa zgodne, tzn. dla jednorodnych
elementéow ze X, ,, ye X, ;

d(zy) = da-y+(—1)’z-dy,
6) ciag " .
o> X, =3 X, 1—>...> X, = X, —>k—>0

jest minimalng rezolwenta wolng A-modulu k.

Mozna udowodnié, ze dla dowolnej przemiennej (tzn. spelniajgcej
warunek ab = (—1)7ba, ac A;, be A;) algebry z gradacja A nad cialem %
istnieje rezolwenta majaea wlasnodei 1)-6).

Powréémy teraz do niezmiennikéw b,(k), ¢ =0,1,2,... Za ich
pomocg mozna utworzyé szereg Poincarégo algebry A definiujac #(4) =

= Y'b(k)t. Wykorzystujge sposéb konstrukeji rezolwenty algebrowej
i=0
dowodzi si¢ (patrz [3]), ze szereg #(A) ma postaé ilorazu dwoéch iloczynow

(M@ R (L)
P = oy —ara— e

Najprostszg postaé #(4) = (1+1)" przyjmuje ten wzor, gdy A jest
algebra wielomianéw k[z,,...,#,] (wynik Hilberta). Mozna tez udo-
wodnié, ze jest to charakteryzacja algebry k[z,, ..., @,]. :

W ten sposib stare twierdzenie Hilberta o syzygiach stalo si¢ poczat-
kiem obecnych badan i odkryé w teorii homologii pierécieni.
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