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H. CArrAN (Paryz)

O twierdzeniu przygotowawczym Weierstrassa

Niewiele jest twierdzen roéwnie znanych, jak twierdzenie nazwane
przez Weierstrassa ,,Vorbereitungssatz”. Slawa ta jest usprawiedliwiona,
gdyz twierdzenie to jest niezbednym narzedziem we wspélezesnym rozwi-
nieciu matematyki, zar6wno w geometrii analitycznej(!), jak i geometrii
rézniczkowej.

1. Vorbereitungssatz pojawia si¢ po raz pierwszy w zbiorze prac
pt. Abhandlungen aus der Funktionenlehre opublikowanym przez Weier-
strassa w 1886 r. Podezas gdy cztery pierwsze artykuly tego zbioru sg
powtérzeniem prac wezesniejszych publikowanych w latach 1876, 1880
i 1881 w r6znych czasopismach, Vorbereitungssatz figuruje na poczatku
pigtego artykulu, o ktorym Weierstrass mowi w przedmowie (Vorwort):
yDie fiinfte Abhandlung, welche eine Reihe von Sitzen iiber die eindeutigen
Funktionen mehrerer Argumente enthélt, von denen ich in meinen Vorle-
sungen iber die Abel’schen Transcendenten gebrauch mache, habe ich
im Jahre 1879 fiir meine Zuhorer lithographieren lassen, ohne sie in den
Buchhandel zu geben”. Paragraf 1 zatytulowany jest Vorbereitungssatz,
z nastepujaca wskazéwka w odsylaczu: ,Diesen Satz habe ich seit dem
Jahre 1860 wiederholt in meinen Universitdtsvorlesungen vorgetragen”.

Sformulowanie Weierstrassa jest dobrze znane: niech #(z, @, ..., 2,)
bedzie funkecja holomorficzng w otoczeniu zera, zalézmy, ze

F(0,0,...,0) =0, Fo2)=F(z,0,...,0)0,
i niech p bedzie liezba catkowita, dla ktérej Fo(x) = 2PG(x), G(0) # 0.
Wtedy istnieje wielomian wyrézniony
f(@, @1y .0y ,) ="+ 02"+ ... t+a,

(ktérego wspoélezynniki a;(2y, ..., ®,) 83 funkecjami holomorficznymi w oto-
czeniu zera i zerujacymi si¢ w zerze) i funkeja g(, 2y, ..., ,) holomor-
fiezna, nie réwna zeru w otoczeniu zera, takie Zze

(1) F =fg w otoczeniu zera.

(1) Termin geometria analityczna rozumiemy w sensie Serré’a (Preypisek tlu-
macza).
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W swoim dowodzie Weierstrass rozwaza pochodng logarytmiczng
1 OF
F oz
tegowe z faktem, Ze zmienne nalezg do ciala liczb zespolonych, gdyz bez
uzycia explicité calki Cauchy’ego stosuje jej konsekwencje. Wariant
dowodu Weierstrassa nalezacy do Simarta znajduje sie w Traité d’Analyse
Emila Picarda (tom I, pierwsze wydanie 1893). Simart dowodzi najpierw,
7e dla ustalonego dostatecznie malego r > 0 liczba pierwiastkéw réwnania
F(®,®,,...,@,) = 0 polozonych w dysku |#| < r jest niezalezna od z, ...
ceuy @y, 0 ile |x;| < 7' i7" jest dostatecznie male (w istocie, wystarczyloby
zalozyé, ze F (2, &y, ..., o,) # 0 dla |z| =17, || <o 1 zastosowaé kla-
syczne twierdzenie o indeksie plaskiej krzywej zamknietej). Niech §&;
(1<j<p) bedg tymi pierwiastkami; wszystko sprowadza si¢ do udo-
wodnienia, ze elementarne funkcje symetryczne zmiennyeh &; s3 holo-
morficzne wzgledem (@, ..., x,) dla |2;| < #'. Dowodzi sie za pomocy catki
Cauchy’ego, ze funkcje

8 = Z (&)*
3

53 holomorfiezne, a nastepnie (jak to robit juz Weierstrass) stosuje sie
formuly wyrazajace elementarne funkcje symetryczne zmiennych &; jako
funkecje s,. W rzeczywistoéci w Trakiacie Picarda przedstawiony dowéd
dotyeczy funkeji # dwu zmiennych (n = 1).

; w dziwny sposéb miesza formalne rozwiniecia w szeregi po-

2. W okresie dziesiecioleci, ktére nastapily po opublikowaniu Vor-
bereitungssatz, dow6d, a pdzniej nawet sformulowanie twierdzenia bylo
w rozmaity sposéb zmieniane. Ksigzka Osgooda [1] powtarza mniej
wiecej dowéd z Traktatu Picarda. W 1927 r. Wirtinger [2] podejmuje
metode Weierstrassa (piszac rozwiniecia logarytméw w szeregi potegowe),
ale robi §cisle rozréznienie miedzy formalnym aspektem rachunku a ba-
daniem zbiezno§ci otrzymanych szeregéw. Wirtinger zdaje sie wiedzied,
ze 17 lat wezeéniej Brill [3] podal juz co najmniej w przypadku dwu
zmiennych rachunek formalny wspoélezynnikéw szukanego szeregu i to
metoda bezpofrednia bez wprowadzania logarytmoéw; Brill udowodnil
réwniez zbieznoéé tego szeregu. Brill z kolei nie wiedziat, ze w 1905 Lasker
[4], w niezmiernie bogate]j pracy po$wieconej teorii ideatéw w pierécieniu
zbieznyech szeregéw potegowych wskazal zasady rachunku formalnego
i rachunku majorantami wedlug Cauchy’ego; w istocie, po sformulowaniu
twierdzenia przygotowawczego w formie Weierstrassa, dodaje: ,Dieser
Satz ist von Weierstrass gegeben und bewiesen worden. Der Beweis kinnte
auch durch Koeffizientenvergleichung und beziiglich der Konvergenz,
nach dem Cauchyschen Verfahren iiber die Integrale analytischer Diffe-
rentialgleichungen gefiihrt werden”. Szkoda, ze Lasker nie podjal trudu
wskazania zadnego rachunku, ale bez watpienia mial on zupelnie jasne

.
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rozeznanie jakg metode zastosowaé. Dalej wrocimy jeszeze do tej funda-
mentalnej pracy Laskera i zastosowan twierdzenia przygotowawczego
znajdujgeych sie w niej.

Wydaje sie, ze praca Laskera byla przez dlugi czas zapomniana;
W. Riickert w swoim klasyeznym dziele z 1933 r. [5], mimo uplywu 28 lat,
nie cytuje Laskera. O ile mi wiadomo dopiero w 1929 r. znalezé mozna
w literaturze sformulowanie Vorbereitungssatz rézne od pierwotnego
sformulowania Weierstrassa, mianowicie w postaci twierdzenia o dzieleniu.
Spith [6] wypowiada je w sposéb nastepujacy: jezeli F(x,0,...,0) =
= 2@ (x), G(x) # 0, to istnieje algorytm dzielenia, ktéry kazdemu
szeregowi zbieznemu A (x,®,,...,®,) przyporzagdkowuje pewien szereg
zbieiny Q(x, @y, ..., a,), dla ktérego A —FQ = R jest wielomianem
wzgledem x stopnia << p (o wspélezynnikach holomorfieznych zmiennych
By, .eey B,); SZereg @ o tych wlasnodeiach jest jedyny. W dowodzie
Spiath postluguje sie najpierw rachunkiem formalnym, a nastepnie
pokazuje zbieznos¢ otrzymanego szeregu potegowego €. Riickert,
w cztery lata poézZniej, podejmuje sformulowanie Spétha (ktére odtad
bedziemy nazywaé. twierdzeniem o dzieleniu) i pokazuje, ze twierdzenie
Weierstrassa w swojej pierwotnej formie jest jego bezpofrednia kon-
sekwencja: wezmy mianowicie 4 = 2”; otrzymamy

o —R = FQ

i widzimy natychmiast, Ze wspoélezynniki wielomianu R(x) zeruja sie,
gdy ; =0,...,2, =0, oraz ze @(0,...,0) = 0. Okolo roku 1930 stalo
sie jasne, ze Vorbereitungssatz jest prawdziwe w pier§cieniu zbieznych
szeregow potegowych o wspélezynnikach w dowolnym ciele z waluacjg
zupelng, niedyskretna; wydaje sie jednak, ze w tym okresie uwaga ta nie
zostala zrobiona explicité.

3. Nie bedzie moze bezuzyteczne przytoczenie tutaj dowodu twier-
dzenia o dzieleniu dla szeregdéw formalnych, gdyz dostarczy to nam okazji
do sformulowania wypowiedzi bardziej ogélnej, z ktérej wynikajg nogél-
nienia stosowane ostatnio w teorii szeregéw formalnych restryktywnych (),
o wspélezynnikach w ciele z waluacja ultrametryezng (niearchimedesowa)
[7]. Niech najpierw K bedzie dowolnym cialem przemiennym; szereg
formalny '

F(w, 2y, ..., $n}EK[[$’ L,y '":wn]]

(?) Bzereg formalny 3} ¢u2°% = = (zy,...,%,), @ = (a;,...,ay), W zmiennych

a
o wspélezynnikach ¢, w pierScieniu topologicznym A nazywamy restrykiywnym, jeieli
dla kazdego otoczenia V zera w A tylko skorczona liczba wspélezynnikéw ¢, nie
nalezy do V. (Przypisek tlumacza.)
0d redakeji. Thamaczem jest J. Bochnak.
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moze by¢ rozwazany jako szereg formalny zmiennej 2z, o wspolezynnikach
w pierfcieniu szeregéw formalnych K [{9}1, - wﬂ]] = /. Piercien A jest
pierdcieniem lokalnym, Hausdorffa i zupelnym (wzgledem topologii defi-
niowanej przez potegi idealu maksymalnego pierScienia 4). Rozwazmy
bardziej ogélnie pierscierd przemienny A i jego ideal M, dla ktérego A
jest zupelng przestrzenia Hausdorffa wzgledem topologii definiowanej
przez potegi M. Niech K = A/M iniech p: A — K bedzie homomorfizmem
kanonicznym; indukuje on homomorfizm

A|[z]] - K [[=]],
ktéry réwniez oznaczaé bedziemy przez p. Niech I'(x)e A[[m]] bedzie
takie, ze
o(F (@) = Yk, TyeK,
i=p

z k, odwracalnym w K. Mamy wtedy nast¢pujace twierdzenie o dzieleniu:
TWIERDZENIE. Kaédy element A(wx)e A|[@]| definiuje jedyny element
Q(w)e A|[z]], dla Ktdrego

A(2)~F(2)Q(2) = R(2)

.

jest wielomianem stopnia < p (o wspolezynnikach w A).
Dowdéd. Z zalozenia wynika, ze
F(x) :ZAimi~{aw”G(m),
i<p
gdzie J;e M dla i < p i ¢(G(0)) odwracalne w K. Tym samym G(0) jest
odwracalne w A, poniewaz A jest pier§cieniem Hausdorffa i zupelnym;
a zatem G(x) jest odwracalne w A[[z]]. Mamy wiec

P(@) = G (@) (2*— H(2)),

przy czym wszystkie wspolezynniki H(x) s w M. Poniewaz G(x) jest
odwracalne, wszystko sprowadza sie¢ do znalezienia @Q(x) = G(2)Q(=),
dla ktérego

(2) A (@) = (" — H (2))Q (2),

gdzie kongruencja = jest brana modulo 4 — modulu wielomianéw (wzgle-
dem ) stopnia < p. Jednoznacznoé¢ Q(z) jest natychmiastowa: jesli

(3) © (@P—H(2))Q(x) =0
i jezeli wszystkie wspélezynniki @(x) = Y'¢,a* sa elementami pewnej
i

=0
potegi M* ideatu M, woéwezas wspélezynniki te sa elementami M**,
gdyz patrzac we wzorze (3) na wspélezynniki przy #”*!' w H(2)Q(x) wi-
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dzimy, ze ¢;e M*'. Tak wieec wszystkie ¢; sa zerami. Istnienie Q(x) spel-
niajagcego wzoér (2) dowodzi sie w spos6éb nastepujacy: relacje

77Qo () = A (),

@@y (w) = H (2)Q, (),
(4) e s R e e B B

definiujg z coraz lepszym przyblizeniem szeregi @, (). Stosujac indukeje

wzgledem % widzimy, Zze wspoélezynniki Q,(z) sg elementami MF*; zatem

szereg Y @, (x) jest zbiezny w A[[w]], gdyz A jest pierScieniem zupelym.
£>0

Jego suma Q(x) spelnia (2).

Przytoczony dowéd, zastosowany w przypadku gdy 4 = K [[a:l,
...y @,]] i K jest cialem z waluacja zupelng, niedyskretna, pozwala stwier-
dzié, przez prosty rachunek majorantami, ze jesli F'(#) i A(2)e K[[2, @4, ...
..o @,]| 53 szeregami zbieinymi, to szereg Q(x) jest réwniez zbiezny.

4. Twierdzenie o dzieleniu w przypadku ciala liczb zespolonych C.
W tym przypadku uzycie calki Cauchy’ego pozwala na otrzymanie do-
datkowych uzytecznych informacji. Uméwmy sie, ze zwrot ,funkcja jest
holomorfiezna na zbiorze zwartym A4” oznacza, Ze jest ona zdefiniowana
w pewnym otoczeniu zbioru 4. Oznaczmy przez A(r,r’) zbiér zwarty

lol<r, lml<r, 1<i<n.

W dalszym ciggu F(z, 2,, ..., #,) bedzie oznaczaé funkcje holomorficzng
w poczatku ukiadu wspoélrzednych, dla ktérej F(z,0,...,0) = 2G(z),
G(0) # 0. Dla r > 0 dostatecznie malego, funkcja F jest holomorficzna
na zbiorze zwartym A4(r, 0) oraz

(i) F(2,0,...,0) %0 dla 0< |z <r.

Majae r w ten sposéb wybrane, weZmy ' > 0 tak male, aby byly spet-
nione nastepujace warunki:

F jest holomorfiezna na A(r, '),

Flx,®y...,2,) #0 dla |o] =7, |o] <"

(ii)

TWIERDZENIE. Jedeli r i v' spelniaja warunki (i), (i), wtedy kaidej
Sfunkeji A(w, @y, ..., ®,) holomorficznej na A(r,r’) odpowiada dokladnie
jedna funkeja Q(x, xy, ..., ,) holomorficzna na A(r,r'), dla Kkidrej

A-FQ =R
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jest wielomianem wzgledem w stopnia << p. Ponadio isinieje stata a > 0
(zalezna od F, r 4 r', lecz niezaleina od A), dla Kkidrej

Sup [Q(@, &1y vy @,)| < @ SUP A (2 @1y 0eny )]
A(r,r") a(r, ")

Twierdzenie to ma interesujaca konsekwencje. Przed jej sformulo-
waniem wygodnie bedzie wprowadzi¢ pewna notacje. Dla dowolnego
punktu @ przestrzeni C" mamy zdefiniowany pier§cienn 0, kielkéw (w pun-
kecie @) funkeji holomorficznych w otoczeniu a. Kielek (w punkeie a)
funkeji holomorficznej w otoczeniu a, bedziemy oznaczaé przez y,(f). Przy
tym zapisie, rozwazmy uklad funkeji f, ..., f, holomorficznych w zbiorze
otwartym V < C"; niech ae¢V. Bedziemy méwié, ze zbiér otwarty U,
ae U = V, jest uprzywilejowany wzgledem (f,,...,f,), jezeli dla kazdej
funkeji holomorficznej w U, dla ktérej y,(f) nalezy do idealu pierscienia O,
generowanego Przez yu(fy), ..., va(fy), istniejg funkecje ¢y, ..., ¢, holo-

r
morficzne w U i takie, ze f = > ¢;f; w U. Twierdzenie o dzieleniu w sfor-
i=1
mulowaniu wyzej przytoczonym pozwala udowodnié, por. [8], stosujae
indukeje wzgledem =, ze punkt a ma baze¢ otoczerr uprzywilejowanych
wzgledem (fy, ..., [f,).

5. Kilka zastosowan twierdzenia Weierstrassa. Dwa z nich wyrdz-
nione 83 juz w pracy Laskera [4]:

1) Piersciers K{®1,...,,} zbieinych szeregow potegowych o wspol-
czynmikach w ciele K z waluacjq zupelnag, niedyskreing jest noetherowski;
ten. kaidy ideal tego pierdcienia ma skovnczony uklad generatoréw.

2) Pierscien K{xy, ..., x,} jest pierécieniem Gaussa, ten. jest pierdcie-
niem catkowitym, w ktorym kagdy ideal glowny = 0 moina w jednoznacyny
sposéb zapisaé w postaci tloczynu ideatow glownych mnieredukowalnych.

Zaréwno jednej jak i drugiej wlasnosei dowodzi sie stosujac indukeje
wzgledem n. W rozumowaniu indukeyjnym stosuje si¢ twierdzenie przy-
gotowaweze; pozwala ono np. w przypadku 2) sprowadzi¢ zagadnienie do
sytuacji, w ktérej mozna zastosowaé¢ twierdzenie Gaussa, méwigce zZe
pierécienn wielomianéw jednej zmiennej, o wspélezynnikach w pierScieniu
Gaussa, sam jest réwniez pierScieniem Gaussa.

Oczywifcie analogiczne twierdzenia sa prawdziwe w pierscieniu
szeregéw formalnych K|[[y,...,#,]] (0 wspélezynnikach w dowolnym
ciele K); wynika to z twierdzenia przygotowawczego dla szeregéw for-
malnych (w dowodzie, ze pierfcienn ten jest noetherowski, twierdzenia
przygotowawezego mozna zreszty nie stosowad).

‘Twierdzenie przygotowawcze stuzy réwniez do glebszyech badan
wlasnofei ideatéw pierScienia 4 = K {x,, ..., z,}. Wyposazmy pierScied A
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w pewna bardzo slaba topologie: element pierfcienia /A jako szereg wyzna-
czony jest przez podanie wspélezynnikéw; wobec tego mozna identyfi-
kowaé A (jako przestrzen wektorows nad K) z podprzestrzenig przestrzeni
KI, gdzie I = N™ (N — zbiér liczb calkowitych > 0). Wyposazmy K
w topologie zdefiniowana przez warto$é bezwzgledna, a K! w topologie
produktows; ta ostatnia indukuje na /4 topologie zbieznogei punktowej
wspoélezynnikéw. Jest rzecza godna uwagi, Ze kazdy ideal pierScienia
K{x,, ..., x,} jest domkniety wzgledem tej topologii (a wiec takze wzgle-
dem kazdej silniejszej topologii). Aby to zobaczyé, stosuje sie twierdzenia
o dzieleniu. Postepuje sie w sposéb nastepujacy: rozwazmy bardziej
ogélnie A-modul M skoniczonego typu (tzn. generowany przez skon-
czong liczbe elementéw); wybodr ukladu p generatoréw modulu M defi-
niuje izomorfizm miedzy M a pewnym ilorazem modutu A” (suma prosta
p egzemplarzy A); topologia ilorazowa indukowana przez topologie na
AP definiuje z kolei pewna topologie na M, niezalezna od wyboru gene-
ratoréw. Kazde odwzorowanie A-liniowe ¢: M — M’ A-moduléw skon-
czonego typu jest wigc ciggle, i jesli ponadto ¢ jest suriektywne, topologia
na M’ jest ilorazem topologii na M. Pozostaje do wykazania, ze kazdy
podmodul N modulu skonezonego typu M jest domkniety w M (co uogél-
nia wezedniej wypowiedziang wilasnosé idealéw A). Wszystko sprowadza
si¢ do udowodnienia, ze topologia modulu ilorazowego M /N jest topologia
Hausdorffa. Ogélniej pokazuje sie, ze kazdy modul M skoneczonego typu
jest Hausdorffa: niech f: A” — M bedzie A-liniowym odwzorowaniem
suriektywnym; wystarczy pokazaé istnienie K-liniowego i ciaglego odwzo-
rowania g: M — AP, dla ktérego zlozenie fog jest identycznoseig; istnie-
nia g dowodzi si¢ indukeyjnie wzgledem liczby zmiennych pierscienia
A = K{x,,...,»,} 1 wlasnie w rozumowaniu indukeyjnym stosuje sie
twierdzenie o dzieleniu.

6. Twierdzenie przygotowaweze pozwala réwniez przej§é od wlasnoéei
punktowych do wilasnoéei lokalnych. Wytlumaeczymy to na przykladzie
twierdzenia Oki o koherencji snopa strukturalnego zespolonej rozmaitogei
analitycznej. WeZmy (co nie zmniejszy ogélnosei rozwazan) zbiér otwarty U
zawarty w przestrzeni C". Niech f,, ..., f, bedzie skoriczonym ukladem
funkeji holomorficznych w U; dla kazdego ae U rozwazmy podmodut
R, modutu (0,)” utworzony z ukladéw (cy, ..., ¢,) kielkéw funkeji holo-

r
morfieznyeh w a, dla ktérych D'e;y.(f;) =0 (R, jest modulem relacji
=1

holomorficznych miedzy funkejami f; w punkecie a). Twierdzenie Oki
moéwi, ze snop podmoduléw B, = (0,)” jest koherentny w nastepujacym
znaczeniu: wezmy ¢ ukladéw kazdy zlozony z p funkeji holomorficznych
w pewnym wspoélnym otoczeniu V punktu a

1
(Gi)lgisw sy (cg}lgigp’
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n
dla ktéryeh D' elf; = 0 w otoczeniu a (dla 1 < j < g), i zalézmy, ze uklady

(va(€); -+-5 (valeh)

generujg 0, — modul R,. Twierdzenie Oki méwi, ze dla wszystkich ze U,
dostatecznie bliskich a, ¢ ukladéw

(J’x (ci))s sery (?":c (0%))

generuje 0, — modul R,. Dowdéd w istotny sposéb wykorzystuje twier-
dzenie przygotowawcze Weierstrassa. Zaobserwujmy, ze twierdzenie Oki
pozostaje prawdziwe, jezeli cialo liczb zespolonych C zastapimy dowol-
nym cialem z waluacja zupelng, niedyskretng.

Inne twierdzenie, ktérego dowdéd wymaga uzycia twierdzenia Weier-
strassa, jest nastepujace: rozwazimy w zbiorze otwartym V < C" (teraz
jest rzeczg istotna korzystaé z algebraicznej domknietosei ciala C€), pod-
zbiér M < U zlozony z punktéw, w ktérych jednoczes$nie zeruja sie dane
funkeje f,, ..., f,, holomorficzne w U. Dla punktu ae U oznaczmy przez I,
ideat pier§cienia O, utworzony z kielkéw funkeji holomorficznych, zeru-
jacych sie identycznie na M w otoezeniu a (zauwazmy, ze jeSli a¢ M,
wtedy I, = O, i odwrotnie). Dowodzi sie [11], ze snop idealow I, jest
koherentny, jezeli dla funkeji g,, ..., g, holomorficznych w otoczeniu a,
kielki y,(q,), ---, 74(9,) generuja ideat I, wtedy dla wszystkich punktéw
dostatecznie bliskich a, y.(g,), -.-, 7.(g,) generuja ideal I,.

7. Pewne uogélnienie twierdzenia o dzieleniu. WprowadZzmy naj-
pierw pojecie K-algebry analitycznej (K oznacza, jak zwykle, cialo z walu-
acjy zupelna, niedyskretna). K-algebra analityczna A jest, z definicji,
K-algebrg nie redukujaca sie do zera, dla ktdrej istnieje liczba catkowita
n>=>0 1 suriektywny homomorfizm algebry K{z,,...,x,} = A. Jest
oczywiste, ze taka algebra A jest algebra lokalng, ktérej ideat maksy-
malny M(A) jest obrazem idealu maksymalnego w K{x,, ..., @,}.

Mamy nastepujace twierdzenie [12]:

TWIERDZENIE. Niech A i B bedq K-algebrami analitycznymi, u: A —~ B
homomorfizmem algebr. Niech b,e B (skonczony ulklad elementow). Wtedy
nastepujqce dwa warunki sq rownowaine:

(i) obrazy b; w K-przestrzeni wektorowej B[M (A)-B generuja te prze-
strzen;

(ii) b; generuja B wzgledem struktury A-modulu zdefiniowanej przez u.

(M (A)- B oznacza przestrzen wektorowsa B generowang przez elementy
postaci u(m)b, gdzie me M(A) i be B).

W sposéb identyezny (ii) implikuje (i). Implikacja w przeciwnym
kierunku pozwala, jak zobaczymy, na otrzymanie twierdzenia o dzieleniu:
niech F(x, 2y, ..., x,) i liczba calkowita p beda jak w twierdzeniu Weier-
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strassa i niech B bedzie ilorazem algebry K{z, s,,...,,} przez ideal
generowany przez F. Przyjmijmy A = K{»,, ..., x,} i weZmy jako homo-
morfizm w: A — B zlozenie naturalnej iniekeji K {#,,...,2,} - K{z, x,,
...y @} Zz odwzorowaniem kanonicznym Kf{z,#,,...,®,} na ilorazie B.
Przestrzen wektorowa B/ M (4)-B mozna oczywiscie identyfikowaé z ilora-
zem algebry wielomianéw K [x] przez ideal generowany przez z”; prze-
strzen ta ma wiee jako baze obrazy elementéw 1, @, ..., 2*~'w B/M(4)-B.
Zastosujmy twierdzenie biorac za elementy b; obrazy elementéw 1,2z, ...
ey @7 w B. Otrzymamy: elementy te generuja B jako A-modul, co
jest dokladnie trescig twierdzenia o dzieleniu.

WNIOSEK. Jeseli K-preestrzer wektorowa B[M(A)-B jest skoiiczo-
nego wymiaru, to algebra B jest A-modulem skoviczonego typu.

8. Badanie lokalne zbiorow analitycznych. Ograniczymy sie, co nie
wplynie na ogélno§é rozwazan, do sytuacji, w ktorej bada si¢, w otocze-
niu punkt Oe O, zbiér M rozwigzan ukladu réwnan

fi(fn}:Oa léiép,

przy funkcjach f; holomorficznych w otoczeniu 0. Scilej, rozwaza sie
kielek M, zbioru M w punkecie O. W zasadzie, jezeli wierzy¢ Osgoodowi
[1], sam Weierstrass rozwazal nastepujace twierdzenie: M, jest, w jedyny
spos6b, przedstawialne jako skonczona suma nieredukowalnych kielkéw
zbioréw analitycznych; co wiecej podany jest $cisly opis geometryczny
kietka nieredukowalnego, w ktérym interweniuje pojecie wymiaru kielka.
W rzeczywistoSci, odnoszgc sie do pracy Weierstrassa wedlug referencji
danych przez Osgooda, nie udalo sie znalezé kompletnych badan przypadku
ogolnego i sadze, ze sa one dzielem Riickerta [5]. W istocie chodzi o bada-
nie kielkka zbioru analitycznego (w punkcie Q) zdefiniowanego przez idealt
piersieienia C{z,, ..., z,}, opierajac si¢ na fakcie, ze ideal ten jest skoni-
czonego typu. (Przedstawienie tych zagadnien mozna znalezé w pracach
[13] i [23].)

Bada si¢ najpierw przypadek, gdy I jest ideatem pierwszym, rozwa-
zajae piericien ilorazowy C{x,, ..., 2,}/I, w danym przypadku calkowity.
Dzigki twierdzeniu przygotowaweczemu Weierstrassa, dowodzi sie lematu
o normalizacji analogicznego do tak uzytecznego w teorii zbioréw alge-
braicznych: dokonujge w razie potrzeby liniowej transformacji ukladu
wspélrzednyeh x,, ..., x, przestrzeni C", sprowadza si¢ rozwazania do
przypadku kiedy, dla odpowiedniego & catkowitego, homomorfizm bedacy
zlozeniem naturalnej iniekeji C{a,,...,a,}— C{x,,...,®,} z odwzoro-
waniem kanonieznym C {z,, ..., #,} na iloraz C{x,, ..., #,}/I jest iniekcja,
dla ktérej C{x,, ..., z,}/I jest modulem skorniczonego typu nad O{z,,...,
vy @} (K jest wtedy wymiarem kietka nieredukowalnego M,, definio-
wanego przez ideal I). W tej sytuacji pozostaje do opisania struktura
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geometryczna kielka nieredukowalnego M, oraz pokazanie, ze kazdy
kielek funkeji holomorficznej zerujacej sie identycznie na M, nalezy do
ideatu I. Nastepnie wystarczy poshuzy¢ sie czysto algebraicznymi srodkami
teorii pierfcieni, aby udowodnié, w przypadku dowolnego idealu I, ze
pewna potega kietka dowolnej funkeji holomorficznej zerujacej sie iden-
tycznie na kielku zbioru analitycznego zdefiniowanego przez I, nalezy
do I (Nullstellensatz Hilberta). '

W ostatnich rozwazaniach fakt, ze cialo € jest algebraicznie dom-
kniete, odgrywa zasadnicza role. Niemniej, twierdzenie przygotowawecze
pozwala rowniez na opis kielkéw rzeczywistyeh zbioréw analityeznych.
Subtelne badania przywiodly Lojasiewicza [14] do nastepujacego waznego
rezultatu: niech f bedzie rzeczywista funkeja analityczna zdefiniowansa
w otwartym zbiorze U < R", niech M bedzie zbiorem punktéw ze U,
w ktérych f(z) = 0, i niech d(x, M) oznacza odlegloé¢ punktu ze U od
zbioru M; wtedy dla kazdego zbioru zwartego K < U istniejg a > 0
i > 0 takie, ze

If (@) = a(d(z, M) dla wszystkich ze K.

(Mozna powiedzie¢, bardzo nieprecyzyjnie, ze jesli z¢ M, f(«) nie jest zbyt
male.) Wynik ten pozwolit Lojasiewiczowi na rozwigzanie problemu
dzielenia dystrybucji przez rzeczywista funkeje analityczng, nie réwng
identycznie zeru. Z drugiej strony odgrywa on wazng role¢ w ostatnio
podanym przez Malgrange’a [15] dowodzie (wysoce delikatnym) r6zni-
czkowego twierdzenia przygotowawezego, o ktérym cheialbym powiedzie¢
teraz pare slow.

9. Roézniczkowe twierdzenie przygotowawcze. Nie chodzi teraz o al-
gebre K{x,,...,x,} szeregow zbieznych, lecz o R-algebre e(wy,...,x,)
kielk6w funkeji rézniczkowalnych. Sprecyzujmy: przez @y, ..., ¥, 0zha-
czmy n zmiennych rzeczywistych (wspélrzedne w przestrzeni R"); funkeja
f(@yy ..., ®,) rzeczywista, okre§lona i rézniczkowalna (tj. klasy C*) w oto-
czeniu zera definiuje kielek w zerze; zbior e(a,, ..., #,) wszystkich kietkéow
ma strukture pierscienia (zdefiniowang przez dodawanie i mnozenie funk-
cji), Iub fcidlej, algebry nad cialem liczb rzeczywistych R. Identyfikuje
si¢ algebre e(w,,...,®,_,) z podalgebry &(x,, ..., #,), mianowicie z pod-
algebrg kieltkéw funkeji niezaleznych od z,. W tej sytuacji mamy

TWIERDZENIE MALGRANGE’A O DZIELENIU. Niech Fee(%qyy ..., 2,),
F,...,0) =0,F(0,...,0,2,) = (2,)°G(x,), @ — rééniczkowalna, G(0) #*
# 0. Wtedy dla kaidego Ae e(xy,...,x,) istnieje Qe e(®,y, ..., x,) takie, Ze

A—FQ =R

jest wielomianem wzgledem x,, stopnia < p, o wspoleczynnikach w e(w,, ..
siwinrg sy )
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W przeciwieristwie do tego co mialo miejsce w przypadku anality-
cznym, jedyno$¢ @ nie jest tutaj juz zapewniona. Niemniej, jak w przypadku
analityeznym, twierdzenie o dzieleniu implikuje twierdzenie przygoto-
waweze: rzeczywidcie, jesli zastosuje sie twierdzenie o dzieleniu do A =
= (@,)?, otrzyma sie, przy F danym jak wyzej, istnienie wielomianu
wyréznionego

f L (mn)p"!'a‘l(mn)pdl_l- e +a’p!
o wspblezynnikach a;e e(@y, ..., 2,_1); @;(0,...,0) =0 i takiego, ze
f = FQ, gdzie Qee(®,...,w,), @(0,...,0) = 0. Inacze] méwige, F jest
rownowazne pewnemu wielomianowi wyréznionemu stopnia p (réwno-
waznofé rozumiana modulo grupa multyplikatywna elementéw odwra-
calnyech w pierScieniu £(z,, ..., ,)).

Pare uzytecznych uwag. Podezas gdy algebra R{w,,...,x,}
szeregdw zbieznych jest zanurzona w algebrze szeregéw formalnych
R[[wl, rniniy wn]], tutaj mamy homomorfizm

8(®yy + ooy @) > B|[#15 -5 2,]],

ktory kietkowi funkeji rézniczkowalnej przyporzadkowuje jej rozwiniecie
taylorowskie w punkecie zero. Pewne twierdzenie Emila Borela zapewnia
suriektywno§é tego homomorfizmu; jego jadro sklada sie oczywiscie
z kietkéw funkeii f(a,, ..., #,), ktére zeruja sie wraz ze wszystkimi swymi
pochodnymi w zerze. Wlagnie obecnodé tego rodzaju funkeji plaskich
sprawia, ze dowod twierdzenia Malgrange’a jest trudny.

Malgrange dowodzi najpierw twierdzenia w przypadku szezegélnym,
gdy F jest wielomianem wyrdznionym wzgledem z,, ktérego wspélezyn-
niki s3 funkejami analityeznymi zmiennych #,,...,2, ;. Mimo tego
dodatkowego zaloZenia, trudnoéci s znaczne i nie moze byé mowy o poda-
niu futaj nawet idei dowodu. Zasygnalizujmy jednak, ze nier6wno$é
Yiojasiewicza jest uzyta w dowodzie. Raz ndowodniwszy twierdzenie o dzie-
leniu w tym przypadku szczegélnym, nie jest juz bardzo trudno spro-
wadzié¢ do niego przypadek ogélny, dzieki calej serii sztuczek. Dowodzi
sie nawet rezultatu silniejszego niz twierdzenie o dzielenin, analogicznego
do twierdzenia przytoczonego w punkecie 7. Przed jego sformulowaniem
wprowadZmy pojecie algebry rézniczkowej (tak jak w punkecie 7 wprowa-
dziliémy pojecie algebry analitycznej).

Zgodnie z definicja, R-algebra A nie redukujaca sie do 0 jest algebra
rézniczkowa, jesli dla pewnej liczby catkowitej » > 0 istnieje suriektywny
homomorfizm R-algebr

At g(@yy ..., 2,) > A.

Jest oczywiste, ze A jest algebra lokalng, ktérej ideal maksymalny
M(A) jest obrazem idealu maksymalnego &(zy, ..., 2,). Algebry réznicz-
kowe sa obiektami pewnej kategorii, ktérej morfizmy definiuje sie w naste-
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pujacy sposéb: morfizm z (1: (2, ..., @,) > A4) W (,u: E(Yyy+eey Yp) = B)
jest homomorfizmem algebr u: A — B, dla ktérego istnieje kielek odwzo-
rowania rézniczkowalnego

(%) B = QY1) ooor Yp)y 1<i< o,

zachowujacy przemiennofé diagramu

e(@yy .0y 2y) o E(Yry ey Yp)
A I
A—*_ B

gdzie ¢* jest homomorfizmem zdefiniowanym przez zamiane zmiennych ().

Mozemy obecnie sformulowaé

TWIERDZENIE MALGRANGE’A. Niech (A: (@), ..., ®,) > A) i (u: &y,
eeesYp) = B) beda dwiema algebrami réimicekowymi i wiech w: A~ B
bedzie morfizmem pierwszej z nich w drugq. Niech b;e B (skoviczony uklad
elementow). Wiedy nastepujgce dwie wlasnosci sq rownowaine:

(i) obrazy b; w R-przestrzeni wektorowej B[M(A)-B generujq te prze-
strzen ;

(ii) b; generuja B wzgledem struktury A-modulu zdefiniowanej przez
homomorfizm wu.

Jak w punkcie 7 mozna pokazaé, ze ostatnie twierdzenie implikuje
twierdzenie o dzieleniu.

Warto dodaé, ze Thom byl pierwszy, ktéry podejrzewal shiszno§é
rozniczkowego twierdzenia przygotowawczego, pozostawiajac Malgran-
ge’owi trud udowodnienia. Dzi§ twierdzenie to staje sie zasadniczym
narzedziem w topologii rézniczkowej, w badaniach nad kielkami odwzo-
rowan rézniczkowalnych f jednej rozmaitogei M w inng rozmaito§é M’
(chodzi o kielek w punkcie (2, 2')e M X M'). W tym kregu idei znano
dotad rezultaty izolowane: wynik M. Morse’a rozwazajacy przypadek,
w ktérym M’ = R i funkeja f ma w punkecie # punkt krytyczny niezde-
generowany; wynik Whitney’a [16] dotyczacy pewnych typéw odwzo-
rowan zdegenerowanych. Ogdélnie, pragnie sie w miare mozliwogei sklasy-
fikowaé wszystkie takie kielki odwzorowan (tzn. znalezé w kazdej klasie
forme kanoniczng dla f przez odpowiednig zamiane ukladu wspéirzednych
w M i M'). Jest prawdopodobne, ze dzigki twierdzeniu Malgrange’s
taka klasyfikacja bedzie mozliwa, przynajmniej w przypadku, gdy algebra
kielkow (wzgledem #) funkeji rozniczkowalnych na M jest, poprzez f,
modulem skorieczonego typu nad algebra kielkéw (wzgledem 2') funkeji
rézniczkowalnych na M.

Jak widzimy, twierdzenie przygotowawcze Weierstrassa jest w dal-
szym ciggu Zrédltem inspiracji dla matematykéw wspoélezesnyeh i fakt ten
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usprawiedliwia w moich oczach szezegélne miejsce, ktére z uplywem
ezasu nalezy przyznaé¢ temu twierdzeniu w zbiorze jego dziel.

10. Twierdzenie przygotowawcze Weierstrassa-Malgrange’a-Mathera (°).
W 1966 r. John Mather [17,I] unogdélnil w nastepujacy sposéb wynik
Malgrange’a: Niech R™ = R"XRXRE', P: R™s(¢,x,t)—>a"—c,2" '+
+ ... +(—1)"¢,e C i niech gq: (¢, x,1t)— (¢, t). Wyposazmy przestrzen
C*(R™) funkeji klasy C° na R™ w zwykla strukture Frécheta (topologia
jednostajnej zbieznofci wraz z pochodnymi na zbiorach zwartych).

TWIERDZENIE MALGRANGE’A-MATHERA. Istnieje ciagle odwzorowanie
lindiowe

C™(B™) 29— () gy 1y ty_y) e C°(R™) X (C®(R™ 7))

n—1

¢ =P+ (a09)a".
i=0

takie, Ze

Krétko moéwige, dzielenie przez wielomian generowany jest mozliwe
do wykonania nawet w sposéb liniowy i ciagly. Ta dodatkowa informacja
odgrywa wazng role w podanej przez Mathera [17,II] charakteryzacji
odwzorowan stabilnych. Twierdzenie przygotowawcze Malgrange’a wynika
z zacytowanego wyzej wyniku Mathera. Technika dowodu uzyta przez
Mathera jest zupelie rézna od techniki Malgrange’a (transformata Fou-
riera). W 1967 r. 8. Liojasiewicz podal nowy, elegancki dowdd twierdzenia
przygotowawezego Malgrange’a—Mathera, uzywajac do tego celu rozwi-
nietej przez siebie (i Glaesera) teorii pél Whitney’a [18]. Interesujacy
dowéd podal réwniez ostatnio Nirenberg [19].

Uwaga H. Cartana o uzytecznosei twierdzenia przygotowawezego Mal-
grange’a w badaniu osobliwogci odwzorowan rézniczkowalnych znalazla
w ostatnich latach pokrycie. Niestety, nawet tylko wymienienie wynikéw
otrzymanych przy uzyciu twierdzenia Malgrange’a—Mathera przekroczytoby
daleko ramy tego komentarza. W szeregu prac Thoma, Malgrange’a [20],
Tougerona [21], w znakomitej (nie skoniczonej jeszcze) serii prac Mathera
[17], rézniczkowe twierdzenie przygotowaweze odgrywa istotna role. I jego
zastosowania w analizie rézniczkowej sa dalekie od wyczerpania.

11. Twierdzenie przygotowawcze dla funkecji analityczmych w prze-
strzeniach wektorowych topologicznych. W 1966 r. J. P. Ramis udowo-
dnil wersje twierdzenia przygotowaweczego dla funkeji analitycznych
w przestrzeniach Banacha. Wynik tego postuzyl mu do glebokich studiéw
nad strukturya zbioréw analityeznych na (zespolonych) rozmaitoéciach
Banacha [22]. ‘

(®) Dwa ostatnie punkty zostaly dopisane przez tlumacza — J. Bochnaka —
i dotycza wynikéw uzyskanych po opublikowaniu powyiszego artykulu przez
H. Cartana (prayp. red.).
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Pomimo ze pierscien O(E) kietkéw zespolonych funkeji analitycznych
okre§lonych w otoczeniu zera nieskonczenie wymiarowej przestrzeni
Banacha nie jest (oczywidcie!) noetherowski, szereg klasycznych wynikéw
dotyezacych wlasnogei piercienia O(FE) znanych w przypadku, gdy
dimF < oo, dalo si¢ przenie$é na przypadek, gdy dimFE = oco. W szcze-
g6lnogei udowodniono np. Nullstellensatz Hilberta dla idealéw skonezo-
nego typu pierécienia O(FE) (Mazet) oraz wlasno§é, ze O(F) jest pierscie-
niem Gaussa.

Ostatnio J. Siciak udowodnil twierdzenie przygotowawcze dla funkeji
analityeznych w przestrzeniach wektorowych topologicznyeh (nad R lub
C) przy bardzo slabych zalozeniach o przestrzeni.
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