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ROCZNIEKI POLSKIEGO TOWARZYSTWA MATEMATYCZNEGO
Seria II: WIADOMOSCI MATEMATYCZNE XIV (1972)

J. BRowKIN (Warszawa)

Stanisfaw Knapowski

Stanislaw Knapowski urodzil si¢ 19 maja 1931 roku w Poznaniu
jako syn Rocha Knapowskiego, 6wezesnego zastepcy profesora Uniwer-
sytetu Poznanskiego, i Zofii z domu Krysiewicz. Do eczasu wybuchu
II wojny $wiatowej mieszkal wraz z rodzicami w Poznaniu. Wysiedlony
przez niemieckie wladze okupacyjne spedzil czas wojny w miejscowosei
Garbacz, pow. Opatéw, woj. kieleckie. Powrdcit do Poznania w 1945 r.
i rozpoczat regularng nauke w Gimnazjum i Liceum im. §w. Marii Magda-
leny, gdzie uzyskal $wiadectwo dojrzalofei w 1949 r. Nastepnie roz-
poczat studia w zakresie matematyki na Uniwersytecie Poznanskim. Tu
otrzymal dyplom ukoineczenia studiéw trzyletnich w 1952 r. i zostal skie-
rowany na dalsze studia na Uniwersytet Wroclawski, gdzie w 1954 r.
uzyskal stopiei magistra matematyki. Nastepnie rozpoczal prace jako
asystent Katedry Matematyki Uniwersytetu Poznanskiego. W maju
1956 r. zostal mianowany starszym asystentem. Od 1956 r. pracuje pod
kierunkiem naukowym P. Turana (Budapeszt), konsultujgc sie z nim
listownie. We wrze§niu 1957 r. bierze udziat w Kongresie Wegierskiego
Towarzystwa Matematycznego w Szeged. W dniu 30 wrze§nia 1957 r.
uzyskal stopien kandydata nauk, przedstawiajac prace ,,Pewne zastoso-
wania metod Turina w analitycznej teorii liczb”. W pazdzierniku 1957 r.
wyjechat na 10-miesieczny pobyt naukowy do Cambridge, w ramach
stypendium Rockefellera. W czasie pobytu w Anglii pracowat pod kie-
runkiem L.dJ. Mordella, uczeszczal na seminarium J. W. S. Casselsa
i wyklady A. E. Inghama. Odwiedzil takze szereg uniwersytetéw brytyj-
skich, uniwersytety w Brukseli, Paryzu i Amsterdamie oraz wzigt udzial
w sierpniu 1958 r. w Miedzynarodowym Kongresie Matematycznym
w Edynburgu. We wrzesniu 1958 r. wzigt udzial w Konferencji z aprok-
symacji diofantyeznych w Balatonvilagos (Wegry), na ktérej wyglosit
odezyt pt. On an explicit lower estimation in prime number theory. W pai-
dzierniku 1958 r. powrdcil do Polski i podjat zajecia uniwersyteckie.
W marcu 1960 r. habilitowal si¢ na Wydziale Matematyki, Fizyki i Chemii
UAM w Poznaniu na podstawie pracy pt. Nowe formuly dokladne anali-
tycenej teorii liczb. W sierpniu 1960 r. wzigl udzial w II Kongresie Mate-



T4 J. Browkin

matykéw Wegierskich, na ktérym wyglosil odezyt pt. One-sided estima-
tions in prime number formulas. W listopadzie tegoz roku uczestniczyl
w uroczystosciach 150-lecia Uniwersytetu im. Humboldta w Berlinie oraz
w zorganizowanym z tej okazji sympozjonie matematycznym. W roku
akademickim 1960/61 zostal powolany na stanowisko docenta etatowego
przy Katedrze Matematyki UAM w Poznaniu. W roku 1962 otrzymat
nagrode PTM im. S. Mazurkiewicza. W roku akademickim 1962 /63 pro-
wadzi wyklady na Tulane University w Nowym Orleanie, a w roku akade-
mickim 1963 /64 pracuje na Uniwersytecie im. Adama Mickiewicza w Pozna-
niu. W latach nastepnych wykladal na kilku uniwersytetach zachodnich.
Zgingl 28 wrzeénia 1967 roku w wypadku samochodowym w Miami (USA).

Duza czedé prac(l) Stanistawa Knapowskiego, napisanych wspdlnie
z P. Turidnem, dotyczy poréwnawczej teorii liczb pierwszych.

Jak wiadomo, jesli oznaczymy przez =(z, k, 1) liczbe liczb pierwszych
nie wiekszych niz x nalezacych do postepu arytmetyecznego 1,14k,
1+2k, ..., gdzie (I, k) =1, to

k,1 1
o lim 2@ B0 1
200 LT o (k)
Tu ¢ (k) oznacza liczbe liczb naturalnych nie wigkszych niz k i pierwszych
wzgledem k, a

x

dt

Liz = .
5 logt

Poniewaz prawa strona wzoru (1) nie zalezy od [, wige w pewnym sensie
we wszystkich postepach arytmetycznych I+nk, gdzie (I,%k) =1, n =
=1,2,3,..., 0 réznicy % znajduje sie taka sama liczba liczb pierwszych.

7 drugiej jednak strony mozna badaé czy w postepach arytmetycz-
nych o tej samej réznicy wystepuja pewne réznice w rozmieszezeniu liczb
pierwszych. Istnieje dotychczas nie udowodniona hipoteza Czebyszewa
moéwiaca, ze
(2) lim }'(—1)P7?" = —co,

z—++0 p—o

We wzorze (2) skladniki dodatnie odpowiadaja liczbom pierwszym postepu
4t+1, ujemne za§ — liczbom pierwszym postepu 4t+3. Gdyby wiec
prawdziwy byl wzoér (2), to w pewnym sensie w postepie 4¢4 3 byloby
wiecej liczb pierwszych niz w postepie 4¢4-1. Teoria poréwnawcza liczb
pierwszych bada wladnie réznice w rozmieszezeniu liczb pierwszych w po-
stepach arytmetycznych o tej samej réznicy. Poréwnuje sie wiec funkeje

(!) Pelny spis prac Stanistawa Knapowskiego ukaze sig w Colloquium Mathe-
maticum po artykule P. Turina o jego osiagnigciach w teorii liczb.
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n(@, k, 1) i #(@, k, L), gdzie (Ily, k) = 1 i I; # l,modk; ogélniej, poréw-
nuje sie funkeje zwiazane z liczbami pierwszymi nalezaeymi do ustalonego
postepu arytmetycznego. Funkejami takimi sg na przyklad

V@, k1) = D A,
nsﬁgdk
M@, k1) = D

n<x
n=lmodk

A(n)
logn’

gdzie /A(n) oznacza funkcje Mangoldta, tzn.

Aln) logp, gdy n =p™, m>1, p — liczba pierwsza,
n) =
0 w pozostalych przypadkach.

Przytoczymy tu sformulowania kilku typowych twierdzen teorii pordw-

naweczej liczb pierwszych, ktore zostaly opublikowane przez S. Knapow-

skiego i P. Turédna w dwoch cyklach prac: Comparative prime-number

theory [4]1 Further developments in the comparative prime-number theory [5].
TWIERDZENIE ([4], VI). Jesli

(0) (Lils, k) =1, 1y # lymodk,
(1) J] L(s,y) nie znika dla o>}, [t| < 26¢,k°, gdzie s = o+,

gmod k
(2) liczby rozwiqzat kongruencji x* = l,modk, 2? = l,mod %k sa réwne,

to dla T > C(k) zachodzt nierdwnosé

max (z(a, k, 1) —x(@, k, &) > VT exp
T<esT

logTlog, T\ (%)
—d .
( log, T )

Twierdzenie to wskazuje, ze zachodzg duze réznice w rozmiesz-
czeniu liczb pierwszych w postepach kn+1, i kn+1,, gdzie liczby natu-
ralne 1,, I, i k spelniaja warunki (0), (1) i (2). Przy tym zaden z tych po-
stegpow nie jest wyrézniony. Sg mianowicie takie wartosei < T', ze w pierw-
szym postepie jest np. o T2~ wiecej liczb pierwszych <  niz w drugim;
ale sg tez takie wartofci #, dla ktorych sytuacja jest odwrotna.

TWIERDZENIE O AKUMULACJI ([5], III). Jesli

(0) (k) =1, 1= 1modk,
(L) [] L(s, z) nie znika w obszarze ¢ > 4, |t| < E(k), gdzie s = o-1t,

ymodk

(2) 1 jest resztq kwadratowq modulo k,

(2) Przez fn(x) oznaczamy n-tq iteracje funkeji f(z). Tak wige np. log,x oznacza
loglog .
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to dla T > C(k) istniejq takie podprzedzialy (U,, U,» i {U,, U, przedzialu
<T6—logsf72" Te logﬁ."fT), se

1= Y 1> VTeestn
U1~:§.‘9€ Uz Ulépé Ug

p=1modk p=lmodk
oraz
1= Y 1< —VTeoertr,
Uy=p<Uy, Ug=p<U,
p=1modk p=lmodk

Z twierdzenia tego wynika, ze je§li liczby naturalne %k i I speliaja
warunki (0), (1) i (2), to dla dostatecznie duzych T w przedziale {1, T%)
istniejg takie dwa podprzedzialy, Zze w pierwszym z nich jest znacznie
wiecej liczb pierwszych nalezacych do postepu kn -1 niz nalezgeych do
postepu kn+1, a w drugim podprzedziale jest odwrotnie. Uzyte tu stowa
pzhacznie wiecej” oznaczajy, Ze réznica miedzy liczba liczb pierwszych
w jednym postepie a liczbg liczb pierwszych w drugim postepie, nalezg-
cych do rozwazanego przedzialu, zmierza wraz z T do nieskonczonofei.

Jefli chodzi o twierdzenie Czebyszewa (sformulowane bez dowodu (%)
w liScie do Fussa z dnia 10 marea 1853, [1]), ktére méwi, ze

(3) lim () e — 67 = —oo,
z++0 ‘p=imod4 p=3mod4

to w latach 1917 i 1918 G. H. Hardy, J. E. Littlewood [3]i E. Landau [10]
udowodnili, Zze jest ono réwnowazne nieznikaniu funkeji

gdzie y oznacza niegléwny charakter modulo 4, w pélplaszezyZnie o > .
Jak wiadomo, ten ostatni fakt jest szezegélnym przypadkiem hipotezy
Riemanna—Piltza, ktéra glosi, ze zadna funkecja L(s, ) nie znika w pél-
plaszezyznie ¢ > }. Hipoteza ta dotad nie zostala udowodniona nawet dla
jednego charakteru .

Hardy, Littlewood i Landau dowiedli ponadto, ze wzér (3) jest ré6wno-
wazny nastepujacemu wzorowi .

(4) ]jm( 2 logp-e™P* — Z Iogp-e”’“”) = —o00.
Z=++0 pemlmod4d p=3mod4
S. Knapowski i P. Turdn uzyskali uogélnienia wynikéw Hardy’ego,
Littlewooda i Landaua na przypadek modutow roznych od 4. Mianowicie
udowodnili oni miedzy innymi

(%) Pewne idee dowodu zawarte sa w innej pracy Czebyszewa [2].
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TWIERDZENIE ([5], II). Jesli 1 = 3, b lub 7, to wzér

(5) ].IIII{ Z logp-e~%*— Z logp-e‘”)——-—oo

—++0 p=1mods p=imods

zachodzi wiedy 1 tylko wiedy, gdy funkeja [ L(s, x) nie ma zer w polplasz-
xmod8
x#E X

czyénie o > %.

Zatem ze szczegélnego przypadku hipotezy Riemanna—Piltza wynika,
ze w postepie 8n 1 jest mniej liczb pierwszych niz w kazdym z postepow
8n+3, 8n+5 i 8n+7; mniej — w sensie wzoru (5). Natomiast sytuacja
zmienia sie calkowicie, gdy poréwnujemy liczby pierwsze w postepach
8n-+1,1i8n+1,, gdzie I, i I, sg r6znymi liczbami sposréd 3, 5, 7. Mianowicie
zachodzi .

TwIERDZENIE ([5], II). Niech 1, #1, i l,,1,¢{3,5,7}. Oznaczmy

Jly, by @) = 2 logp-e ?*— 2 logp-e~?*.

p=l;mods p=lymods

Witedy dla 0 < 6 < ¢, 2achodzq nierdwnosci

- log(1/6)-logs(1/6)
I 1/2 — 2
© max 00> exp( R )
) o log(1/6)-logy(1/6)
7 1,1 — 5 (*22 3 )
{ ) d—'lfgrélid‘—lf( 1 2!x)< exp logg(lla)

Z twierdzenia tego wynika, ze funkeja f(l,, l;, #) zmienia znak w kaz-
dym z przedzialéw postaci (47%, 6=') dla dostatecznie malej dodatniej
wartodci 4. Ponadto

lim f(ly,ly, @) = —oco oraz  lLim f(ly,ls, ®) = +oco.

T—+400 T—»00

Wobec tego nie mozna twierdzié, ze w jednym z postepéw 8n -3, 8n -5,
8n+ 7 jest wiecej liczb pierwszych niz w innym; wiecej — w rozwazanym
tu sensie.

Twierdzenia analogiczne do dwéch ostatnich Knapowski i Turan
udowodnili tez dla pewnych moduléw réznych od 4 i 8.

Jeden z ladniejszych wynikéw Knapowskiego w analityeznej teorii
liczb jest zwiazany z pewna hipoteza Riemanna. Mianowicie Riemann
przypuszezal, ze dla kazdej liczby a > 2 zachodzi nieréwno§é =n(z) < liz,
gdzie

. i a o
= s_l,lfo( logt t f logt)’

0 1+s
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a z(x) oznaecza liczbe liezb pierwszych nie wigkszych od z. Jak wiadomo
lim =(x)/liz = 1; poslugujac sie tablicami liczb pierwszyeh sprawdzono,

IO

ze nier6wno$¢ m(z) < liz zachodzi dla wszystkich x < 10". Jednak
w 1914 r. Littlewood [11] udowodnil, ze liczha »(T) zmian znaku funkeji
n(x)—liz w przedziale {2,T) zmierza wraz z T do nieskonczonosci.
Dowod Littlewooda nie dostarczal efektywnie takiego przedziatu <2, Ty,
w ktérym funkeja z(z) —liw zmienia znak co najmniej jeden raz. Dopiero
w 1955 r. Skewes [12] dowiddl, Ze mozna przyjaé¢ T, = exp,7,705.
Knapowski w pracy [6] wykazal, ze dla T > exp,35 zachodzi nier6wnosé
v(T) = e ¥log,T.

Szereg prac Knapowskiego z analitycznej teorii liczb dotyczy wlasno-
gei funkeji Mobiusa p(n). Jak wiadomo, dla rozstrzygniecia wielu proble-
méw ma znaczenie zbadanie zachowania sie funkeji M (z) = > u(n) przy

n=x

@ — oo, Na przyklad warunek M (z)= O (a"**°) jest rtéwnowazny hipotezie
Riemanna o rozmieszezeniu zer funkeji . W zwiazku z tym Knapowski
przeprowadzal oszacowania funkeji |M(x)] od dolu i uzyskal miedzy
innymi nastepujace wyniki [7]:

TWIERDZENIE. Z hipotezy Riemanna wynika, e dla T > ¢

1
max M (x) 2@6}(})(—15M)

1<e<T log, T

log T'log, T
min M(z) < — Texp(—l{)'o—g %8s )
l<z<T long

TWIERDZENIE. Z hipotezy Riemanna wynika, 2e liczba t(T) zmian
enaku funkeji M (x) w preedziale {1,T) spelnia przy T > ¢ nieréwnosé
7(T) = c'log,T.

W dowodach wielu twierdzeri udowodnionych przez Knapowskiego
zasadnicza role odgrywal nastepujacy lemat Turadna [13], uogélniony
nastepnie przez Knapowskiego. Lemat ten w swym najprostszym sformu-
lowaniu moze byé interesujgcy rowniez dla niespecjalisty.

LEMAT. Jesli liczby zespolone zy, 2., ..., 2y Spelniajg warunek

1=l2=2=...= |2yl
i dla pewnych liczb catkowitych m >0, he{l,2,..., N}

N
m~+ N’

20 = 2
to istnieje taka liczba calkowita v z przedezialu (m,m-+ N), ze

lzal \* . N ol
b,z A B ol = | — b, ... —_—— ),
[b,27 + by 25+ + byl ( 2 hgljglj\r!bl-l- 2+ + byl 402N +m)
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Lemat ten znajduje zastosowanie przy oszacowaniach sum poteg
o jednakowych wykladnikach (lub kombinacji liniowych takich poteg),
gdy mamy malo informacji o podstawach tych poteg. Sytuacja taka wy-
stepuje czesto w analityeznej teorii liczb. Na przyklad wiele zagadnien
mozna sprowadzié do oszacowania sumy poteg, ktérych podstawy zaleza
od nietrywialnyeh zer funkcji { Riemanna.

Zainteresowania Stanislawa Knapowskiego nie ograniczaly sie do
analityeznej teorii liczb, gdzie uzyskal najwiecej cennych rezultatow.
Interesowal sie tez innymi dzialami matematyki, nawet bardzo odlegltymi
od analityeznej teorii liczb. Przykladem tego jest kilka prac [8], [9]
poswigconych kryteriom nierozkiadalnoei wielomianéw nakladajacym
pewne warunki na grupe Galois rozpatrywanych wielomiandéw.
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