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Dyskusja nad terminologia i symbolika matematyczna

W dziale tym Redakeja zamierza publikowaé wypowiedzi krytyczne dotyczace
obecnie stosowanych terminéw, symboli i utartych zwrotéw matematycznych, ich
zalet i wad, wypowiedzi sygnalizujace trudnoéei zwigzane z prébami zmiany zakorze-
nionego terminu, wreszeie nowe propozycje. Moga to byé wypowiedzi dluisze, o cha-
rakterze artykuléw, lub krétkie, kilkuwierszowe.

Nie wyklucza si¢ publikowania calkowicie sprzecznych opinii. Opinie publiko-
wane w tym dziale nie beda wiec zadnymi obowigzujacymi normami; chodzi jedynie
o to, aby stosowanie takiego czy innego terminu przez matematyka bylo oparte na
g¢wiadomym wyborze opartym na przemyslanych argumentach, a nie na przyzwy-
czajenin lub przypadku.

Redakeja prosi o nadsylanie materialéow do tego dzialu (pozadane jest, aby
wypowiedzi dotyczace réznych spraw byly pisane na oddzielnych kartkach).

1. Przeciw unii. W artykule Z. Semadeniego (Wiadom. Mat. 11,
str. 181-185) zostal zaproponowany, a zarazem w nastepnym artykule
A. Wiwegera (str. 187-199) uzyty, nowy termin ,unia’ zamiast dotad
uzywanego terminu ,suma”, jako nazwa dla dzialania U na zbiorach.

Skoro A U B nie moze by¢ ,,suma”’, z czym sie trzeba zgodzié, to niech
bedzie raczej potaczeniem, a nie ,unig’”. Slowo ,,polaczenie” jest dlugie,
ale ma te zalete, ze nie prowadzi do trudnosei w jezyku moéwionym. Moé-
wige ,,polaczmy zbiory”, ,po polaczeniu zbioréw’, ,zbiory A i B daja
w polaczenin zbiér 07’ ete. nie oddalamy sie zbytnio od obecnego sposobu
méwienia kiedy moéwimy ,,zsumujmy zbiory” ete. Oczywiscie, Ze te
zwroty nie naleza do $cislego slownika matematycznego (tak jak nie nalezy
doni np. stowo ,,scatkowac’), ale wiadomo, ze z kazdym terminem mate-
matyeznym zwigzana jest pewna ilo§é zwrotéw potocznych, ktore nieraz
decyduja o powodzeniu terminu, a jeszeze czeSciej o jego niepowodzeniu.
Zly termin raz wprowadzony jest bardzo trudny do wyrugowania: wiadomo,
7e ,cialo” jest zle, ale nie zanosi sie tu na jaka$ zmiane. Termin ,,unia”
jest dlatego zly, bo nie ma wygodnych pochodnych zwrotéw potocznyeh.
Jak moéwié: ,zuni(fik)ujmy zbiory” eczy ,,zjednoczmy zbiory” (bo unia
i zjednoczenie to slowa bardzo bliskoznaczne, a wigc moze ,,zjednoczenie”
zbioréw, jeszcze jeden termin do kolekeji). Innym proponowanym termi-
nem bylo stowo ,,zlacz”. Ten termin jest zly, bo jest neologizmem, a w je-
zyku polskim slowa maja tyle synoniméw, ze wystarczy korzystaé ze
stéw istniejacych, wykorzystujac je do nadawania im nowych sprecyzo-
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wanych znaczen. Poza tym ,,zlacz” brzmi prawie tak, jak ,,zlacze”, a to
znaczy miejsce styku dwu przedmiotow, wiec ,,ztacz”’ bylby réwnie dobry
jako nazwa dla An B.

Stowo ,,polaczenie’” wyprébowalem na wykladach. Jest tylko pozorme
niezgrabne. Nie razi, kiedy powtarzaja je studenci.

W tym samym artykule jest mowa o ,,sumie (rozlacznej)”’. Jest to
nazwa polaczenia (4 X {0}) U (B X {1}) rozlageznych egzemplarzy zbior6w
A 1 B. Terminem angielskim jest ,,free union” a rosyjskim ,,swobodnoje
objedinienije”’. Pisano dawniej ,,disjoint union’, ale zarzucomo. Bo to
nie suma jest rozlgezna, ale zbiory. Dobrym terminem polskim bylaby
»Suma wolna’, gdyby nie to, ze slowo to juz jest zajete (czy tez powinno
byé zajete) jako nazwa dla sumy prostej grup, modulow ete. Stad pro-
pozycja, by méwié polgczenie wolne.

Jerzy Mioduszewski

0Od kilku lat juz stale uzywam terminu ,,zlgczenie” w znaczeniu ,,suma
zbioré6w”. Uzycie tego samego terminu ,,suma’ w obydwu znaczeniach
nie jest wskazane, szezegoélnie w szkole, jak rowniez, gdy mamy do czynie-
nia z dorostymi, ktérym takie dwuznacznodci moga przeszkadzaé. Wole
méwié zlgezenie niz unia, bo jest to termin, ktéry mniej wiecej sam wyja-
$nia swoje znaczenie i }atwo si¢ odmienia. Wole tez zlaczenie niz polaczenie,
bo jest o jedna sylabe krotsze, a poza tym potocznie termin zlgczenie
jest mniej nzywany, wiec uzycie jego od razu zwraca uwage, Ze mamy co$
odrebnego na my$li. Stowo ,,zlgcz” jest zbyt niezwykle i raczej razi.

Méwimy zlaczenie zbioru A z B, lub A zlaczone z B, lub zlgczenie
rodziny zbioréw Z. Ale stopniowo réwniez przyzwyczajamy sie, ze mozna
takze uzywaé slowa ,,suma” w znaczeniu ,,zlgczenie”. Zwykle ,,suma’
jako krétsza bierze gére, ale podkre§lamy w ten sposéb dwa rézne znacze-

nia tego wyrazu. Jestem za ,,zlagczeniem”.
W. Zawadowski

2. Liczby naturalne. Problemem nurtujgcym od dawna wiele oséb
jest to, czy termin ,Jiczby naturalne’ powinien dotyczyé liezb 1, 2, 3, ...
czy tez liezb 0,1,2,...

W wiegkszoSei podrecznikéw, w szezegdélnosei w podrecznikach szkol-
nych, 0 nie jest zaliczane do liezb naturalnych. Sg jednak ksiazki, w ktérych
przyjety jest ten drugi punkt widzenia. Charakterystycznym przykladem
jest Arytmetyka teoretyczma Sierpiriskiego, w ktérej rozdzial I (napisany
przez J. Losia) dotyczy liezb naturalnych; poniewaz wygodniej bylo
rozpoczynaé wyklad od liczb 0,1,2,..., a zero nie bylo zaliczane do
liczb paturalnych, autor wprowadzit specjalny termin ,,liczby podstawo-
we”, z ktérego zrezygnowal w dalszych wydaniach, przyjmujae, ze liczby
naturalne zaczynaja sie od 0.
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Jest wiele argumentow przemawiajacych za zaliczeniem zera do liezb
naturalnych:

1) Liezbe naturalng okresla sie jako liczbe kardynalng zbioru skon-
czonego; zero jest liczbg kardynalna zbioru pustego; zbior pusty jest
skoniczony (nota bene opory psychiczne wobec zera przypominaja opory
wobee zbioru pustego). ;

2) Zbiér N, = {0,1,2,...} ma element neutralny ze wzgledu na
dodawanie, a zbiér N = {1, 2,...} nie ma, co powoduje rozmaite nie-
wygody.

3) W teorii ciggéw mozna pisac a,, a,, ... lub tez a,, a,, ...; w zasadzie
jest to obojetne. Natomiast w teorii szeregéw potegowych rozpoezynanie
od 1 (tzn. rozpatrywanie szeregéw bez wyrazu stalego) nie miatoby sensu;
z tego powodu w teorii szeregéw liczbowych réwniez zazwyczaj zaczyna
sie sumowanie od 0.

4) Zbiér N nie jest zamkniety ze wzgledu na szereg podstawowych
operacji wystepujacych w elementarnej matematyce. Oto przyklady:
reszta z dzielenia liczb nalezacych do N moze nie naleze¢ do N; przy
przedstawieniu liczby w ukladzie pozycyjnym

N = Cug"+ay 19"+ ... +a,9+aq,

(¢9=2;a, =0,...,9—1) liczby a,, ..., a,, a, moga nie naleze¢ do N.
Powoduje to liczne niezgrabnosci, ktérych dobrym przykladem jest projekt
programu nauczania matematyki dla klas I—IV szkoly podstawowej
opublikowany w ,,Zyciu Szkoly” nr 6 z 1968 r., w ktérym wielokrotnie
powtarza sie zwrot ,liczby naturalne z zerem” (np. ,,arytmetyka liczb
naturalnych z zerem do 207).

Liczba zero wyst¢puje w programie kl. T (zar6wno dawnym, jak
i nowym); juz wiec na samym poezatku nauczania zbiéor N okazuje sie
niewystarczajacy (1).

D) System aksjomatéw Peano mozna sformulowaé¢ zaréwno dla zbio-
réw N i N, bez wiekszych réznic; natomiast opierajac kurs arytmetyki na
pojeciu sumy i iloczynu (kartezjatiskiego) zbioréw skoiiczonych otrzymau-
jemy eleganckie ujecie, w kt6rym nieuwzglednianie zera byloby sztuczne.

Istnieje zasadnicza réznica miedzy dolgezaniem zera do zbioru N
a dolgczaniem ulamk6éw lub liezb ujemnych; to pierwsze nie wymaga
zmiany konecepeji, a to drugie i trzecie wprowadza istotnie nowe pojecia.
SzezeglOlnie wyraZznie wida¢ to na przykladzie kombinatoryki, w ktorej
opuszczanie zera jest nie do przyjecia, a z drugiej strony wszystkie podsta-

wowe pojecia mozna zdefiniowaé w terminach zbioréw i funkeji (np. (’0")
(*) Rozporzgdzenie Ministra (O$wiaty Francji z dnia 2. I. 1970 r. wprowadzajgce

nowy program nauczania matematyki w klasach poeczatkowych zawiera (na str. 353)
zdanie: ,,Zéro est un nombre naturel”.
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jest to liczba podzbioréw pustych zbioru n-elementowego). Natomiast
ani nlamki, ani liczby ujemne nie pojawiaja sie w typowych zagadnieniach
kombinatorycznych.

Sytuacja wydaje sie wiec calkiem prosta: nie zaliczanie zera do liezb
naturalnych jest tylko kwestia tradycji (zero jest historyeznie pézZniejsze
niz np. utamki) i nie jest logicznie umotywowane, podobnie jak umiesz-
czenie zera na tarczy telefonu na konecu, a nie na poczatku.

W rzeczywistofei sprawa jest znacznie bardziej powazna, gdyz wiaze
sie z zagadnieniem odliczania. Na rozkaz ,,Kolejno-odlicz!” zolnierze
liczg ,,raz, dwa, trzy, ...” a nie ,,zero, jeden, dwa, ...” i to jest nie tylko
sprawa przyzwyeczajenia. Chodzi bowiem o to, aby liczebnik powiedziany
przez ostatniego zolnierza byl liczbg zomierzy, zbiér {1, ..., n} ma bowiem
n elementow, a zbiér {0, ..., n} ma o jeden wiecej.

Liczby naturalne w sensie von Neumanna mogg byé okre§lone induk-
cyjnie: 0 jest zbiorem pustym; = jest zbiorem {0,...,n—1}. W tym
przypadku n jest zbiorem n-elementowym. Odpowiada to zaczynaniu od 0,
ktore czasami jest calkiem naturalne, np. chetnie rozpatrujemy funkeje
dwuwartofciowe przyjmujace wartosei 0,1 (funkecje charakterystyczne),
a nie wartodei 1, 2. Jednakze ogélne przyjecie zasady odliczania od 0
wydaje sie niemozliwe i bezsensowne; np. w klasie I dziecko liczac przed-
mioty bedzie liczyé 1, 2, ... tak, aby ostatnia liczba byla liczbg elementéow
rozpatrywanego zbioru.

Mimo tych powaznych zastrzezeri wydaje mi sie, ze nalezaloby przyjaé
zasade, ze 0 jest liczba naturalna, a przy okazji spopularyzowaé pisanie
wskaZznikéw od 0 tam, gdzie to odpowiada sytuacji (np. przy ciaggu aryt-
metycznym a,, @, = a,+4d, ..., a, = a,+nd).

Zbigniew Semadeni

W poprzedniej wypowiedzi przytoczono wiele argumentéw za zali-
czeniem zera do liezb naturalnych oraz zasadniczy argument za pozosta-
wieniem nazwy liczb naturalnych liczbom catkowitym dodatnim. Argument
ten zwigzany jest z odliczaniem. Tutaj chee dodaé kilka uwag krytyeznych
na temat wspomnianych argumentéw przeciwnych.

Argument 3) dotyczacy numeracji wyrazéw szeregu potegowego nie
wydaje sie przekonywajacy, gdyz nie ma potrzeby, by numery wyrazéw
szeregu byly liczbami naturalnymi (por. szeregi Laurenta).

Argument 4), ze zbior N = {1, 2, ...} nie jest zamkniety ze wzgledu
na szereg podstawowych operacji wystepujacych w elementarnej mate-
matyce mezna podwazyé. Zbiér N, = {0, 1, ...} rOwniez nie jest zamkniety
ze wzgledu na pewna taksa operacje, mianowicie operacje najwiekszego
wspolnego dzielnika, jezeli termin najwiekszy pojmowaé w sensie
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porzgdku naturalnego, jezeli za§ termin ten pojmowaé w sensie czescio-
wego porzadku indukowanego przez relacje podzielnodei, to wprawdzie
(0, 0) = 0, ale wystepujaca niezgodno$é obu porzadkdéw stanowi kompli-
kacje z dydaktycznego punktu widzenia. Wiagze sie z tym brak dla
liczby 0 kanonicznego rozkladu na czynniki pierwsze.

Dalej je§li przy rozwinieciach systematyecznych wygodnie jest opero-
wadé zbiorem N, jako zbiorem dopuszezalnych cyfr, to przy rozwinieciach
na ulamki laricuchowe wygodnie jest operowad zbiorem N jako zbiorem
dopuszezalnych mianownikéw. Najezesciej spotykane funkeje liczbowe
d(u), o(u), ¢(u) nie sg okreflone dla n = 0, podezas gdy dotychezas termin
wiunkeja liczbowa” oznaczal funkeje okredlong dla naturalnych n. Zmiana
znaczenia terminu ,liezba naturalna” pociagalaby wiec za soba konie-
cznodé dalszych zmian w nomenklaturze.

Andrzej Schinzel

3. Wartos¢ bezwzledna liczby zespolonej. W terminologii polskiej
uzywane s dwa terminy: modut 1 wartosé bezwzgledna liczby zespolonej
(pierwszy z tych terminéw wydaje sie czedciej uzywany, z wyjatkiem
ksigzek thumaczonych z jezyka angielskiego, gdzie uzywany jest wylacznie
drugi termin).

Uwazam, ze powinno si¢ zaniechaé ,,modulu liczby zespolonej” z na-
stepujaeych powodoéw: 1° slowo ,,modul” uzywane jest w matematyce
w wielu sensach, na ogél nie majacych nic wspélnego z modulem liczby
zespolonej ; 2° uzywanie terminu ,,modul” w przypadku ciata C, a terminu
s, warto$§é bezwzgledna” w przypadku ciala R jest sprzeczne z istniejaca
tendencja do unifikacji terminologii i pojeé, zwlaszcza, Ze nieraz przyjmuje
sie, ze R = C; 3° uzywanie dwéch terminéw jest niewladciwe dydaktycz-
nie — wiadomo, ze slabsi studenci ,,warto§¢ bezwzgledna” i ,,modul”
majg nieraz w ,,réznych szufladkach’, nie widzace zwiazku miedzy tymi
pojeciami, zwlaszeza, ze w podreeznikach czesto nie ma wzmianki na ten
temat.

Zbigniew Semadensi

4. Przeciw wskaznikem. Uzywa si¢ ich bez widocznej potrzeby, np.
piszac ,,{U,}tmer jest pokryciem zbioru X, a wystarczyloby napisaé
»P jest pokryciem zbioru X”’. Znane sg trudnogei ze wskaznikami w druku.
Mozna je nieco zmniejszyé piszac {U,: me M}. Ale zrozumiale wzgledy
estetyeczne to tylko jedno: naduzywanie wskaznikéw prowadzi do trudnosei
matematycznych. JeflibySmy cheieli rozwazyé zbiér wszystkich pokryé
zbioru X i jednoczesnie cheieli uzywaé wskaznikéw, to bySmy nie mogli.
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Bo bylby to zbiér wszystkich odwzorowan f: M — expX takich, ze
U {f(m): me M} = X, gdzie M przebiega wszystkie zbiory, a wiec wyszli-
byémy poza uniwersum zbioréw. Tymezasem zbiér wszystkich pokryé
zbioru X, jesli traktowaé je jako pewne rodziny podzbioréw zbioru X, jest
podzbiorem zbioru expexpX. Spotyka sie dowody matematyczne, w kto-
rych postugiwanie sie wskaznikami stwarza pozory korzystania z pewnika,
wyboru. Oto przyklad (spreparowany, ale oddajacy pewna rzeczywisto§é):

TWIERDZENIE. Podprzestrzen domknigta A przestrzeni zwartej X jest
zwarta. '

Dowé6d (z (nad)uzyciem wskaznikéw). Niech {U,: me M}
bedzie pokryciem otwartym podprzestrzeni A. Dla kazdego U,,, me M,
wezmy (!) V, otwarte w X takie, ze U,, = AnV,. Rodzina zbioréw
{X —A}u{V,,: me M} jest pokryciem otwartym przestrzeni X. Wobec
zwartofei X, zawiera ona podrodzine skoriczong {le, ooy Vigr X — A},
ktora pokrywa X. Stad zbiory U, , ..., U, 2z rodziny zbioréw {U,: me
e M} pokrywaja A, co daje zwartosé A.

Dowéd (bezwskaZnikowy). Niech P bedzie pokryciem otwartym
podprzestrzeni A. WeZmy pokrycie otwarte przestrzeni X zloZzone ze
zbioru X — A i zbioréow rodziny @ = {V: V otwarte w X i Vn AeP}.
Wobee zwarto$ei X, rodzina @ zawiera podrodzine skonczong 8, ktéra
wraz z X — A pokrywa X. Stad zbiory Vn 4, gdzie Ve 8, pokrywaja 4.
Poniewaz zbiory te nalezg do P, wiec dostajemy zwartosé A.

Jerzy Mioduszewski

5. Iniekcja, suriekcja, bijekcja? Jakich terminéw polskich uzywad
dla iniekeji, suriekeji i bijekeji? Od paru lat prébuje uzywaé terminéw
»wlozenie”, ,nalozenie” i ,,przeniesienie’’. Terminy te lekko si¢ odmie-
niaja i mozna do nich latwo sie przyzwyczaié. Powstaje pytanie, czy warto
je wprowadzaé. Mysle, ze tylko tam, gdzie to jest uzasadnione, a wiec
przede wszystkim w szkole. Wprowadzanie zbyt wielu nazw obcojezyeznych
w szkole nie jest dobre. Mysle jednak, ze po pewnym czasie przyzwy-
czaimy si¢ tez do injekeji, surjekeji i bijekeji. Mozemy mowié, ze przek-
sztaleenie jest przeniesieniem, jezeli ,nie zlepia’ i jest nalozeniem.

W. Zawadowski

6. Krata czy sie¢? Myéle, ze slowo ,,krata’” w znaczeniu lattice jest
niefortunne. Skojarzenia ma raczej przykre, a poza tym zle wypada w uzy-
ciu. ,,Krata idealéw pierscienia”, brzmi o wiele gorzej niz np. ,,sieé¢ idea-
16w”. Dlatego wole slowo ,sie¢’’ w znaczeniu ,,lattice”. W jezyku angiel-
skim lattice to nie jest krata. Lattice to jest kratka, po ktérej np. png sie
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réze w ogrodku, jej oczka sa w ksztalcie ,karo”, jest wiec w kazdym
takim oezku wierzcholek najwyzszy i najnizszy. To jest troche przyjem-
niejsze stowo niz ,krata’”. Na krate moéwi sie po angielsku ,,bars” i jej
prety biegna pionowo i poziomo. Wole jednak moéwié ,,sie¢ podgrup”
niz ,krata podgrup” ().

W. Zawadowski

(%) Slowo ,lattice” jest uzywane w fizyce w znaczeniu ,sie¢ krystaliczna”
(przyp. red.).
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