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Sterowanie optymalne

1. Wstep

1.1. Zagadnienia sterowania optymalnego zostaly postawione w la-
tach pieédziesigtych obecnego stulecia przez Feldbauma [10], La Salle’a
[26], Bellmana [1], Pontriagina [4] i Bushawa [6]. Najdonioglejsze wy-
niki uzyskali Pontriagin, Bellman i Krasowski. Od Pontriagina [30]
pochodzi glo§na zasada maksimum, Bellman stosowal do probleméw
sterowania optymalnego swoja metode programowania dynamicznego
[2], a Krasowski [16] zapoczatkowal stosowanie metod analizy funkcjo-
nalnej. Te metody rozwinal w Polsce Kulikowski w pracach ogloszonych
w latach 1959 i 1960 [20], [21], [22], [23] i [24]. Uogdlnienie zasady
maksimum na uklady opisywane réwnaniami rézniczkowymi czastko-
wymi uzyskal Butkowskij [7]. Tego rodzaju réwnania opisuja uklady,
ktére w technice nosza nazwe ukladéw o parametrach rozlosonyeh (w prze-
strzeni), w przeciwienstwie do ukladéw opisywanyeh réwnaniami réz-
niczkowymi zwyeczajnymi, ktére nosza nazwe wukladéw o parametrach
skupionych.

Problematyka sterowania optymalnego wywodzi sig z techniki. Po-
damy kilka przykladow.

1.2. Przeprowadzenie obiektu z jednego stanu w drugi w najkrétszym
czasie. Niech # oznacza kat obrotu walu silnika, ¢ czas, « napiecie przy-
lozone do zaciskéw silnika. Nalezy przeprowadzié wat silnika z polozenia
x, do polozenia x; w najkrétszym czasie, przy czym napiecie nie moze
przekroezyé z géry ustalonej wartodei |u| < a. Zalézmy, ze w przyblize-
niu proces mozna opisaé rownaniami:

(1.2) o =u(t), x(0)=0, (0)=0, «T) =m, ) =0.

Zagadnienie polega na wyznaczeniu takiej funkeji u(f), spelniajacej
warunek |u(?)] < a, aby T bylo najmniejsze. Jak to udowodnit Feld-
baum, funkeja u(t) ma dwa przedzialy statofei: u(f) = a dla 0 <t < iT
i u(t) = —a dla T <t <T. Odpowiada to metodzie sterowania dwu-

warto§ciowego ,,cala naprzéd, cala wstecz” (w literaturze angielskiej
Yhang-bang).
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1.3. Ekonomiczne zuzycie paliwa. Samolot zabiera okreslong ilos¢é
paliwa. Zagadnienie optymalnego sterowania bedzie polegalo na tym, aby
tak regulowa¢ predkosé, jako funkeje iloSei paliwa, z uwzglednieniem
warunkéw atmosferyeznych, aby samolot mial najwiekszy zasieg. Ma-
tematyeczne sformulowanie tego zagadnienia jest znacznie bardziej skom-
plikowane niz w poprzednim przykladzie. Wida¢ jednak analogie: minimum
czasowe zastapione jest przez maksimum zasiegu, ograniczenie napigeia
przez ograniczong ilo§é paliwa. Jest jednak i zasadnicza réznica: w dru-
gim przykladzie wystepujg zaklécenia przypadkowe w postaci nie zna-
nych dokladnie warunkéw atmosferycznych, zmieniajageych sie w nie-
przewidziany sposéb.

1.4. Optymalne tlumienie zmienne w ukladach pomiarowych. Niech z
oznacza odchylenie napiecia w potencjometrze od wartodei zadanej.
Problem polega na sprowadzeniu tego odchylenia w najkrétszym czasie
do zera. Tego rodzaju problemy spotykamy we wszystkich przyrzadach
pomiarowych typu galwanometru lub autokompensatora. Rdéwnanie
rézniczkowe opisujace proces z wystarczajaca dla praktyki dokladnosecia
moze byé napisane w postaci

(1.4) @'’ +2ux’ +bx = 0,

gdzie » >0, b > 0; stale w i b zaleza od konstrukeji przyrzadu. Jezeli
wspolezynnik tlumienia w jest bardzo maly, tak ze wu2/b jest znacznie
mniejsze od 1, to proces jest oscylacyjny, @ szybko zbliza sie¢ do 0 w po-
czatkowej fazie, lecz wolno sie ustala, gdyz oseylacje powoli zanikaja

(rys. 1).

X‘ X

\/ 7 ’ t
Rys. 1 Rys. 2

Jezeli wspélezynnik ttumienia » jest duzy, tak ze w%/b > 1, to proces
ma charakter aperiodyeczny: w poczatkowej fazie wolno zbliza sie do 0
(rys. 2). Czas ustalenia sie procesu (osiggniecia wartoSei 2 = 0) jest w obu
przypadkach teoretycznie nieskonczenie dlugi. W pierwszym przypadku
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proces tlumienia przebiega korzystnie w poczatkowej fazie, w drugim
we fazie koncowe;j.

Optymalne rozwiazanie otrzymuje sie, jezeli zmieni sie konstrukcje
przyrzadu w ten sposéb, aby wspélezynnik tlumienia byl poeczatkowo
maly, a potem duzy. Stawiamy problem: znalezé funkcje u(x) taka, aby
proces opisany réwnaniem

" +2ufg) &' +bw = 0

dobiegal korica w skoinezonym, minimalnym czasie. Problem ten zostal
praktycznie rozwigzany przed powstaniem ogolnej teorii sterowania
optymalnego.

1.5. Przyklad sterowania dwuparametrowego. Rozwazmy problem
opisany w przykladzie pierwszym, ktorego realizacje przeprowadza sie
za pomocy silnika pradu stalego, obecowzbudnego, sterowanego réwno-
cze$nie pragdem wzbudzenia i napieciem przylozonym do zaciskéw wir-
nika. Proces mozna opisa¢ w przyblizeniu réwnaniem rézniczkowym nie-
liniowym

(1.5) fla", @'y @y uyy uy) = 0,

gdzie w,(f) oznacza napiecie na zaciskach wzbudzenia, u,(f) napiecie na
zaciskach obwodu wirnika, « predko$é katowa silnika. Problem polega
na przeprowadzeniu rozruchu silnika w minimalnym czasie przez dobor
optymalny funkeji sterujacych u,(t) i u,(t). Mozna wykazaé, ze minimalny
czas rozruchu osiggalny przy réwnoczesnym optymalnym sterowaniu
funkejami w,(f) i uy(t) jest krotszy niz minimalny czas osiggalny za po-
mocgy sterowania optymalnego jedns z funkeyj u,(t) i u.(t) przy zalozeniu,
ze druga jest stala.

1.6. Sterowanie optymalne w ekonomii. Teoria sterowania optymalnego
znalazla szerokie i wazne zastosowanie w optymalnym planowaniu eko-
nomicznym, jak na przyklad planowanie inwestycji, optymalny rozdzial
zasob6w, zagadnienie optymalnej sieci transportu, optymalnego roz-
kladu obcigzenn w systemie energetycznym i w wielu innych. Zagadnienia
te nie mieszezg sig w ramach niniejszego artykutu.

2. Postawienie problemu i pojecia podstawowe.
Modele matematyczne proceséw sterewania

2.1. Réwnanie rézniczkowe zwyczajne. Niech & oznacza wektor
n-wymiarowy, zwany wektorem fazowym lub wektorem stanu, w wektor
r-wymiarowy, zwany wektorem sterowania, ¢ czas, f(w,u,t) funkeje wekto-
rowg n-wymiarowa okreflona dla ®e¢R", we Uc R', t > 0 (U zbi6r ogra-
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niczony, domknigty). Zakladamy, ze funkcja f(a, w,t) ma pochodne ciggle
ofjox*, gdzie »* oznaczaja wspéhzedne wektora @, i ze jest ciggla ze
wzgledu na w i . Proces sterowania jest opisany réwnaniem

dx

(2.1) = 1 (2(8), u(t),1)
dla t, <t <t,, {, = 0; {, moze réwnaé si¢ -oo.

Sterowaniem dopuszczalnym nazywamy funkeje ¢ okreflona w [t,1,],
kawalkami ciggla, taka ze wu(f) <U.

Dany jest funkecjonal F(x,u), okreslony dla funkeji (i), absolutnie
ciggltych w' [#,,t,] 1 dopuszezalnych sterowan. Problem polega na znale-
zieniu dopuszezalnego sterowania wu*(t) takiego, ze funkecjonal F(x, u)
osigga minimalng (ewentualnie maksymalng) wartosé dla ax = x*(1),
u = u*(t), gdzie x*(t) oznacza rozwiazanie réwnania (2.1) przy podsta-
wieniu u(t) = u*(t), spelniajagce warunki a*(t,) = x,, ®*({,) = x,, gdzie
x,,%, $9 zadanymi punktami przestrzeni R",

Sterowanie wu*(f) nazywamy sterowaniem optymalnym, a x*(t) traje-
ktoria optymalng lub forem optymalnym.

Uwact. Sformulowany problem vézni sie istotnie od zagadnienia
rozwigzania réwnania rézniczkowego, gdyz sprowadza sie do wyznacze-
nia prawej strony réwnania (2.1) tak, aby jego rozwigzanie spelnialo
nalozone warunki. Problem jest zblizony do zagadnien rozwazanych
w rachunku wariacyjnym, lecz zazwyczaj nie moze byé traktowany
metodami klasyeznymi z powodu zalozenia, ze U jest zbiorem domknie-
tym i ograniczonym.

Istnieje takze inny wariant tego problemu, gdy zadamy, aby tor
optymalny lezal w ograniczonym i domknietym zbiorze X < R".

2.2. Réwnanie réznicowe. Rozwazamy cigg fazowych wektoréw n-wy-
miarowych {®,} i cigg r-wymiarowych wektoréw sterowania {u,}. Zakla-
damy, ze w;e U dla wszelkich & naturalnych, gdzie U < R™ jest zbiorem
domknietym i ograniczonym. Proces sterowania jest opisany réwnaniem

(2.2) Lpiq = flan,w,,m), n=0,1,2,...

Oznaczmy przez &y cigg skonczony (xy,%,,...,%y), Drzez uy ciag
skoniczony (w,,U,,...,uy_;). Dany jest funkcjonat F(&y,uy). Problem
polega na wyznaczeniu takiego ciggu {uy}, aby funkcjonal F osiagnal
minimalng (lub maksymalng) warto$é dla {w} = {uz} i {m} = {®i},
gdzie {x}} jest rozwiazaniem réwnania (2.2) przy podstawienin w, = uy,
dla zadanej poczatkowej wartoSei @, i koncowej iy.

UwAGA. Mozliwe sg tu rézne warianty: 1° liczba N moze by¢ zadana
z gbry; 2° liczba N moze byé dowolng liezba naturalng; 3° N moze wyno-

sié +oo, wtedy zadana jest graniczna warto$é limay.
Noeo
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2.3. Réwnanie rézniczkoweo-réznicowe. Zachowujemy oznaczenia przy-
padku 2.1. Proces sterowania jest opisany réwnaniem

(2.3) x'(t) = fla(t—r), 2(t), w(t), 1],

gdzie 7 > 0. Réwnanie (2.3) przedstawia model proceséw z opdznieniem.
Mozliwy jest bardziej skomplikowany wariant, w ktorym prawa stro-
na rownania (2.3) zawiera wektory a®(t—t,),..., #f—71)i k <my, 1, =0,
j=1,2,..., k, jezeli trzeba uwzgledni¢ wystegpowanie w procesie sterowa
nym rbéznych opodznien, ktoryeh ilo§é mnie przekracza jednak wymiaru
przestrzeni fazowej.

Problem sterowania optymalnego formuluje sie analogicznie, jak
w przypadku 2.1. Trzeba jednak uwzglednié, ze dla réwnania
(2.3) jako warunek poczatkowy trzeba okresli¢ funkeje wektorowsy (i)
w przedziale [{,—7,1,]. Model okre§lony réwnaniem (2.3) reprezentuje
procesy fizyczne, w ktérych wystepuje tzw. opéznienie transportowe,
polegajace na tym, ze efekt sterowania ujawnia sie w wektorze fazowym
nie od razu, lecz po pewnym czasie 7.

2.4. Rownanie rézniczkowo-caltkowe. Proces sterowania opisujemy
rownaniem

‘ ¢
(24 x = ]'[a?(t), u(t), f]fl(t, 8, x(s), u(s))ds, ..., pr(t, 8, 2(s), u{s))ds],
—e0 —00 5

Calki wystepujace w (2.4) odpowiadajg faktowi, ze w niektérych
procesach wystepuje zjawisko ,,pamieci”, czy ,dziedziczno$ei”, tzn.
zaleznoéci wektora fazowego od przebiegu procesu w przeszloSei. Jezeli
zaczynamy sterowaé procesem w chwili ¢,, to nalezy przyjaé u(t) = 0
dla t < {,.

Problem sterowania formuluje sie tak, jak w przypadku 2.1.

2.5. Réwnanie rézniczkowe czastkowe. Jako przyklad podamy model
sterowania procesem nagrzewania

dx 0% ow
(25) "(_E == *Ez f[x, -a ,I f ‘H(f Z}:I

W tym réwnaniu (¢, 1) i u(¢, 1) sa funkejami skalarnymi, zaleznymi
od czasu t i dlhugosei 1.

Problem sterowania jest, w przypadku zalezno$ci wektora fazowego
od wielu zmiennych, zZnacznie trudniejszy.

2.6. Modele proceséw stochastycznych i adaptacyjnych. We wszyst-
kich pokazanych dotad modelach mieliSmy do czynienia z procesami
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deterministycznymi, w ktérych nie wystepuja zaklécenia przypadkowe.
W praktyeznych zastosowaniach teorii sterowania zdarzaja sie procesy,
ktorych przebieg zalezy nie tylko od wektora sterujacego, lecz takze od
nie dajacego si¢ z gory dokladnie okreflié wektora zaklocen przypadko-
wych z(t). Wyréznimy trzy wazne klasy modeli procesdéw sterowania,
zaleznych od wektora z(f):

(A) Modele stochastyczne. Znany jest rozklad prawdopodobieristwa
(najeczedciej normalny) wektora zaklocen z(f). Wprowadzajac formalnie
wektor z(t) do funkeji f w réwnaniach (2.1) i (2.5), otrzymujemy modele
stochastyczne proceséw sterowania. Wektor fazowy bedzie zalezal sto-
chastycznie od wektora zaklocen, bedzie wiec reprezentowal proces sto-
chastyezny. Ze wzgledu na trudnosei w postugiwaniu sie rozkladami
prawdopodobienstwa, zwykle stosuje sie metode zastgpienia wektorow
x(?) 1 2(t) przez ich wartodci §rednie. W jezyku polskim ukazaly sie dwie
ksigzki omawiajace szczegolowiej procesy tego typu, a mianowicie Bell-
mana [3] i Feldbauma [11].

(B) Modele rozgrywajqce. Zalézmy, ze rozklad prawdopodobierstwa
wektora #(f) nie jest znany. Zakladamy wobec tego, ze z(f) zmienia sie
w spos6b najbardziej niekorzystny z punktu widzenia celu sterowania.
Przez sterowanie optymalne rozumie si¢ teraz sterowanie ekstremalizu-
jace funkecjonal F, gdy spelnione jest powyzsze zalozenie o wektorze
z(t). Sterowan, ktore bylyby optymalne gdyby wektor zaklécen zmieniat
sie w inny sposoéb, nie bierze sig pod uwage. Rozwigzanie realizuje sie przez
wyznaczenie tzw. punktu siodlowego funkecjonalu F, w ktérym on osigga
minimum ze wzgledu na wu(f) i maksimum ze wzgledu na z(f) (lub na
odwrot). Rozwiazania uzyskuje sie metodami teorii gier. Blizsze szcze-
g6ly mozna znalezé w ksiazkach Krasowskiego-Pospielowa [17] i Isaacsa
[15].

(C) Modele adaptacyjne. Zatézmy, ze znany jest typ rozkladu prawdo-
podobienistwa wektora #(t), lecz nie znamy charakteryzujacych go para-
metrow, jak np. §rednia wartodé, ezy wariancja itp. Poprawne rozwigza-
nie problemu wyznaczenia optymalnege sterowania wymagaloby znajo-
mofei tych parametréw. Do adaptacyjnych ukladéw sterowania stosuje
si¢ nastepujacg metode: przyjmuje sig prowizoryeznie pewne wartosei
parametrow uwazane za prawdopodobne i obserwuje si¢ efekt sterowania,
wyznaczonego przy tym zalozeniu. Na podstawie tej obserwacji koryguje
si¢ stopniowo, co pewien czas, wartofé parametréw. Poniewaz szukamy
rozkladu prawdopodobieristwa a posteriori, stosuje si¢ zwykle wzor Bayesa
(por. [2]). Gl6wne problemy adaptacyjne teorii sterowania, wraz z bo-
gatym wykazem literatury, mozna znalezé w artykule Jemieljanowa
i Dubowskiego [9]. W ukladach adaptacyjnych korektura odbywa sie
automatycznie dziegki sprzezeniu zwrotnemu,
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2.7. Ograniczenia wektora sterujacego. Warunki techniczne narzucaja
na wektor sterowania pewne ograniczenia. Ograniczenia te mozna podzie-
li¢ na dwie zasadnicze klasy (por. [28]):

(A) Ograniczenia lokalne w czasie polegaja na tym, Zze wektor stero-
wania u(t) ma speliaé¢ warunek: wu(t)eU, gdzie U jest zbiorem ograniczo-
nym, domknietym, U < R'. NajezeSciej spotykamy cztery rodzaje ogra-
niczen tego typu:

(Aa) U= {u:max[W/(t)] <M, j=1,...,7}, gdzie & jest wspéhrzed-

7

ng wektora sterowania. Jest to ograniczenie amplitudy kazdej wspol-
rzednej wektora u.

(Ab) U = {u: Zgu"(tn < M}; tu suma amplitud jest ograniczona.
i=1

(Ae) U = {u: | Y1w/(1)?]'* < M}; mamy tu ograniczenie calkowitej
=1

mocy zrdodla sterujacego.

(Ad) U jest zbiorem skoriczonym punktéw przestrzeni R, U =
= {Uy, Uy,..., Uy}

(B) Ograniczenia globalne w czasie polegaja na tym, ze pewien funk-
cjonal zalezny od wu(f) w czasowym przedziale [{,, {;] ma ograniczona
warto$é. Najcezesdciej spotykane w zagadnieniach technicznych ogranicze-
nia tego typu s3:

6 r
(Ba) [ 3 |W'(t)|dt < M; jest to ograniczenie wydajno$ci Zrédia steru-
jacego. fo =1

u tl r
(Bb) I{f N lz\vf{t)]ﬂ:‘\it|”2 < M; jest to ograniczenie calkowitej energii
0 =1
Zrodla sterujacego.

Przy rozwigzywaniu problemu sterowania odgrywaja role pewne wilas-
nofei zbioru U, jak np. jego wypuklofé. W przypadkach (Aa), (AD) i (Ac)
U jest zbiorem wypuklym.

2.8. Ograniczenia wektora fazowego. Przy pewnych zagadnieniach
technicznych zadamy, aby wektor stanu spelnial pewne warunki ogra-
niczajace, co zwykle bardzo komplikuje sprawe. Najezedciej spotykamy:
(a) ograniczenia wszystkich, Iub niektérych skladowych wektora stanu:
(1) <my, 1 <j <m, pray czym j przyjmuje wszystkie lub nicktére
wartodei dopuszezalne; (b) ograniczenia nalozone na pewien funkejonal

zalezny od wektora x(t), np. |Za-,;mi(t)| < M, gdzie a; stale.
i=1

2.9. Kryteria optymalnosei sterowania. Formulujae problem sterowania
optymalnego mieliSmy zawsze do czynienia z zagadnieniem ekstremum
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pewnego funkcejonatu. Funkejonal ten nosi nazwe funkeji celu. Sterowanie
jest optymalne, gdy funkeja celu osigga maksymalng, lub minimalng
wartodé, zaleznie od tego, czy pozadane sg jej duze, czy male wartosei.
Obok nazwy funkeja celu uzywana jest rowniez nazwa wshkaénik jakosei,
lub  kryterium optymalnosci. Role kryterium optymalnodei sterowania
mozna uja¢ w ten sposob: celem sterowania jest osiggniecie maksimum
zyskéw lub minimum strat przy przejéciu ukladu ze stanu poezatkowego
do stanu pozadanego. W zagadnieniach ekonomicznyeh oblicza sie zyski
i straty w dobrach ekonomicznych. W zagadnieniach technieznych jako
koszt moze wystepowaé np.: zuzyeie energii, paliwa, materialu, dhugosé
czasu potrzebnego do realizacji procesu technologicznego itp.

Do najezesciej stosowanych wskaznikéw jakosei nalezg w przypadku
modeli proceséw cigglych nastepujace funkejonaly:

1° Zadana jest funkcja g(t), przedstawiajaca pozgdany przebieg pro-
cesu. Szukamy sterowania optymalnego minimalizujgcego funkecjonal:

F(x,u) = max |lg(t)—x(t)|
ty=t<t,
(moze by¢ tez t, = co), to znaczy wymagamy, aby maksymalne odchyle-
nie wektora fazowego od jego pozgdanej wartoéei, bylo majmniejsze.
Mozna przy tym poslugiwaé sie rozmaitymi definicjami normy w prze-
strzeni R".
T
2° Ozesto spotyka sie funkeje celu okreslone przez calke [ F(x(2), u(1))dt,
ty
ktéra ma mieé minimalng warto§é. Wymieniamy nastgpujace przypadki:
(2a) F(x,u) = 1, Zagadnienie sprowadza si¢ do znalezienia minimal-
nego czasu T—t, dla trwania przebiegu optymalnego. Jest to tzw. problem
czasowo minimalny.

(2b) F(x,u) = ||f(t)—x(t)]| przy réznych definicjach normy.

(2¢) F(xe,u) = |f(t)—xt)|*-+Alul®t 4>0.
. 3 =
3° Spotyka si¢ réwniez wskaznik jakodei postaeilim - [ || f(t) —x(t)|%dt,
szuka sie sterowania minimalizujacego. Tooo Lty

2.10. Dla modeli procesow dyskretnych spotykamy czesto nastepujg-
ce kryteria optymalnosci: Oznaczmy przez {g,} pozadany przebieg pro-
cesu sterowanego.

1° Szukamy sterowania optymalnego, przy ktérym max |lg,—x,]

[[ETEY
osigga minimalng warto§é (moze byé tez N = oo).

2° Szukamy sterowania optymalnego, przy ktorym réwnosé x, = ¢,
zachodzi przy najmniejszym n. Mamy tu problem ezasowo optymalny
dla procesu dyskretnego. Pewnym wariantem tego problemu jest, gdy
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szukamy sterowania, przy ktorym nieré6wnosé |g,—ux,|| < &, gdzie & >0
jest zadana, jest spelniona przy mozliwie malym n. Rozwazanie tego
problemu okazuje sie konieczne, gdy osiggniecie réwnosci x, = g, nie
jest mozliwe. Z drugiej strony rozwigzanie tego problemu przy dosta-
teeznie malym e zupelie wystareza dla praktyki technologicznej.

3° Szukamy sterowania optymalnego, przy ktérym funkejonatl
N

D F(x,,w,) osiaga najmniejsza warto$¢. W szezegolnosci wazny jest
n=0

P?Z}’Padek _F(;Bn, “ﬂ) — ‘|1gn_'nn|i

4° Szukamy sterowania optymalnego, przy ktérym funkejonal F(xy)
osigga ekstremalng warto$é. Funkeja celu jest tu zalezna tylko od koi-
cowej wartosci wektora fazowego x, dla n = N.

N
5° Funkcja celu ma postaé¢ lim — 3" [ig, —a,[

Nooo 4V o)

3. Metody teorii sterowania optymalnego

3.1. Ze wzgledu na obszernod$é materialu ograniczymy sie do modeli
proces6w deterministycznyeh: (a) cigglyeh opisanyeh réwnaniem roz-
niczkowym zwyezajnym lub zastepujacym je rdwnaniem calkowym;
(b) dyskretnych opisanych réwnaniem réznicowym.

Jezeli idzie o procesy ciagle, to klasyezne metody rachunku waria-
cyjnego nie mogg byé zazwyczaj stosowane, gdyz w najwazniejszycl,
a przy tym najprostszych zagadnieniach, ekstremum wskaznika jakosei
bywa osiggane, gdy sterowanie optymalne znajduje si¢ na brzegu zbioru
U sterowan dopuszezalnych, a nie w jego wnetrzu.

Ogromne uslugi moga oddad, i oddaja, metody oparte na najnowszych
wynikach dotyezacych ekstreméw warunkowych (por. prace Dubowie-
kiego i Milutina [8]) oraz na twierdzeniu Kuhna-Tuckera. Dla tych
ostatnich metod ‘podstawowymi pracami sg Kuhna-Tuckera [19] i Hur-
wicza [14]. Z polskich prac poswieconych zagadnieniom sterowania,
w ktérych metody te sa uzywane, lub czeSciowo referowane wymienimy
prace [25], [27] i [28]. Lista ta nie jest kompletna. Metody Dubowic-
kiego-Milutina oraz Kuhna-Tuckera sa tak doniosle, ze powinny byé
udostepnione inzynierom pracujagcym naunkowo w specjalnym opraco-
waniu. Dlatego tez nie beda one referowane w niniejszym artykule.

3.2. Zmiana kryteriow optymalnesci. W prakfyce inzynierskiej by-
wajg stosowane metody, pozwalajace przez zmiane wskaznika jakosei
uproécié zagadnienie wyznaczenia sterowania optymalnego (por. [31]).
Wtedy zamiast rozwigzania problemu postawionego otrzymuje sie pewna
jego aproksymacje. Podamy przyklady:
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(A) Przypu$émy, ze przy zadanym modelu procesu sterowanego
cheemy zminimalizowaé funkejonal F(x, u) przy przej$ciu w przestrzeni
fazowej z punktu a, do punktu x, o wspohzednych af, &k =1,...,n.
Wprowadzmy zamiast funkejonalu F funkejonal

(3.2.1) Fy®, w) = F(x, u)+a Y |a'(t)—ai P,
=1

gdzie a >0 jest bardzo duza liczba, zad dla p przyjmuje si¢ najezedciej
jedna z wartofei p = 2, 1, §. Rezygnujemy przy tym z zadania, aby w chwili
t, obiekt znalazl sie w punkcie x, lecz zadamy, aby funkcjonal F, mial
minimalng warto$¢. Jest widoczne, ze przy duzych wartodciach wspol-
czynnika a punkt x(f,) musi lezeé blisko punktu a,, jezeli F, ma mieé
minimalng warto§é.

(B) W podobny spos6b mozna pozbyé¢ si¢ ograniczen nalozonych na
wektor fazowy lub na wektor sterujacy. Przypusémy, ze ograniczenia te
majg postaé

(3.2.2) Gi(xe, u, 1) <0, j=1,2,...,m,

gdzie G; sg pewnymi funkecjonalami. Wprowadzmy funkejonatl

(3.2.3) Py, u, 1) = Fy(@, w)+p D Hy(x, u, 1),
=1

gdzie f > 0 jest bardzo duza liczbg, za$

=0 dla G; <0,

(3.2.4) H; - .
=G lub =G dla G; >0, j=1,...,m.

Zamiast zadaé¢, aby byly spelnione nieréwnosei (3.2.2), wymaga-
my, aby funkcjonal F, mial minimalng warto§é. Jest widoczne, ze
gdy p jest bardzo duze, znalezione optymalne sterowania i optymalny
tor tylko bardzo nieznacznie moga wyjsé poza obszar okreflony wa-
runkami (3.2.2).

Tego rodzaju zmiana kryterium optymalnodei upraszcza zagadnienie
matematyezne. Natomiast odpowiedZz na pytanie, o ile otrzymane roz-
wigzanie odchyla sie od optymalnego rozwiagzania dla pierwotnego pro-
blemu minimalizacji funkejonatu F, moze byé trudna.

3.3. Redukcja problemu sterowania optymalnego do problemu czaso-
wo optymalnego. Je§li szukamy minimum funkejonain

t
F(x, w) = [ f*((t), u()at,
ty
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gdzie (2, u) >0 i f° jest ciggly funkcja zmiennych @ i u, to mozna po-
stapi¢ w sposoéb nastepujacy. Oznaczmy

t
w(t) = [ f*(x(s), us))ds.
&

d
Wowezas —é = f°(2(t), u(t)) > 0. Wobec tego funkeja 7(t) ma funk-

‘cje odwrotng t(r) i j—i = [f*(ae(t), w(t)] "
Oznaczmy
y(r) = x(t(7)), ©(r) = u(t(r)), y(€) = x(ty), Yy(r,) = 2(i(r)) = @(ty).
Jesli réwnanie roézniczkowe opisujace proces sterowany ma postad

dx
'E = ffﬂ'-’, u, t),

to otrzymamy

dy

(3.3) =

= f('h v, f‘(t)) : [fo(yr 'v)]_l-

Funkecjonal ¥ bedzie réwny F(x, u) = 1(t,) = 7,.

Zagadnienie moze by¢ sformulowane obecnie nastepujaco: przepro-
wadzi¢ obiekt opisany réwnaniem (3.3) z polozenia y(0) w polozenie
y(r,) w minimalnym czasie 7,. W ten sposoéb bardzo ogélna klasa proble-
mow moze byé sprowadzona do problemu czasowo optymalnego.

4. Metoda pola orientorowegeo

Autorem. metody pola orientorowego jest T. Wazewski (por. [29],
[32], (33], [34], [3b] 1 [36]). Rozwazmy zagadnienie sterowania procesem
opisanym przez réwnanie

(4.1) ® = 1(t, 2, w),
przy czym speliony jest warunek
(4.2) u(t)eU(t, x ().

Problem jest tu postawiony ogolniej niz sie to zwykle robi, gdyz
przyjmujemy, ze zbior U (zwany dziedzing sterowania) zmienia si¢ w cza-
sie. Wobee tego odpowiedZ na pytanie, ktore sterowanie jest dopuszezal-
ne, zalezy od czasu t i od pozycji w przestrzeni fazowej x(t). Przypadek
zwykle rozpatrywany, gdy dziedzina sterowania U jest niezmienna,
stanowi szezegolny przypadek objety obeenym rozumowaniem. Geome-
tryezna interpretacja réwnan (4.1) i (4.2) jest nastepujaca: réwnanie
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(4.1) przy spelieniu warunku (4.2) nie wyznacza jednej wartosei pochod-
nej ®(t) w chwili . Wiadomo tylko, ze x(t) nalezy do pewnego zbiorn
wektorow, ktory oznaczymy przez N(i,x):

(4.3) N(t, 2) = {v: v = f(1, ®, u), weU(t, 2(1))},

czyli stowami: N(f, ®) jest zbiorem wszystkich wektorow v spelniajg-
cych réwnosé v = f(t, @, u), gdzie u jest dowolnym elementem zbioru
U(t, @(t)). Definicje (4.3) moina zapisaé krocej w postaci

(4.4) N(t, x) = f(t, 2, U).

Zbiér N(t, x) bedziemy nazywali; (za Wazewskim) orientorem; ponie-
waz N(t, #) okreflone jest dla wszelkich par (¢, ), mamy okreslone pole
orientorowe. Rownosei (4.1), (4.2) i (4.4) mozna zanotowaé krétko

(4.5) x(t) e N(t, ).

Warunek (4.5) stanowi uogdlnienie réwnania rézniczkowego. Gdyby
zbior N(t, ®) skladal si¢ z jednego tylko wektora, warunek (4.5) bylby
zwyklym réwnaniem rézniczkowym. Ogolnie warunek (4.5) okrefla pewng
,,miotetke” kierunkéw predkogei wektora fazowego x(t).

Warunek (4.5) byl badany przez S. K. Zarembe [37] pod nazwa rdw-
nania paratyngensoweqo.

Trajektoriq pola orientorowego N(t, ) nazywamy kazda krzywa
x(t) = (t, m{t)), absolutnie ciggla, ktéra prawie wszedzie spelnia warunek
(4.5). Zwréémy uwage, ze weR"*', podcezas gdy xeR". Trzeba wiec od-
rézniaé trajektorie pola orientorowego od toréw lezgeych w przestrzeni
fazowej, okreflonych w 2.1.

Strefa emisji wychodzaea z punktu o, w chwili f, nazywamy zbiér
punktéw &(t)e R"*', spelniajacych warunki: (a) ¢ = t,; (b) ®(t) jest trajek-
torig pola orientorowego; (c¢) ®(t,) = ®,. Strefe emisji oznaczamy przez
Z(ty, 2,). Jej brzeg (pobocznice) oznaczamy przez B(iy, &,).

Rozwazmy zagadnienie czasowo optymalne: checemy, wychodzac
z punktu ®(t,) = (t,, ®,), doscignaé w najkrétszym ezasie ruchomy punkt
Z(t)e R**'. Nastapi to tylko wtedy, gdy tor 2(f) ma punkty wspélne ze
strefa Z(t,, ®,). Niech minimalny czas, dla ktorego 2(t)eZ(l,, ®,) wynosi
t,. Jest wtedy 2(1,)eB(ty,®,) (rys. 3). Zagadnienie czasowo optymalne
bedzie rozwigzane, gdy 1° wyznaczymy czas t,; 2° wyznaczymy sterowanie
u(t) takie, ze calka réwnania (4.1) a(f) spelnia réwnosé

x(t,) = (tlrm(tl]) = 2(1y).

Jak widaé, jesli bedziemy umieli wyznaczy¢ brzeg B(t,, ), to wy-
znaczenie czasu t, sprowadzi si¢ do wyznaczenia pierwszego punktu
wspolnego z(f) z tym brzegiem.
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Nasuwa sie przypuszezenie, ze trajektoria optymalna powinna w ca-
losci przebiegaé po brzegu B(t,, x,). Zostalo dowiedzione, ze istnieje
trajektoria pola orientorowego N(t, ®), polozona w calofei na brzegu
strefy emisji, jezeli spelnione sa nastepujace warunki: (a) zbioér N(t, x)

,/xe

Rys. 3

jest okre§lony dla kazdego punktu (¢, ®), gdy ¢ =1, i jest domkniety;
(b) zbiory N(t, ) sa wszystkie zawarte w pewnej n-wymiarowej kuli
o promieniu nie zaleznym od t i 2; znaczy to, Ze istnieje skonczony kres
gorny dlugodei wektoréw nalezgeych do wszystkich zbioréw N(i, @);
(e) N(t, &) zmienia si¢ w sposob poleiggly w zaleznosei od (¢, x) (rvozu-
miemy przez to, ze gdy (f, ®) > (f,, &), to maksimum odleglodci
punktéw zbioru N(t, &) od zbioru N(i,, ®,) dazy do 0); (d) zbiory N(i, x)
8a wypukle (por. [37]).

Istotng trudnosé przy stosowaniu twierdzenia o trajektorii pola orien-
torowego sprawia warunek (d), gdyz w najwazniejszych zagadnieniach
optymalnego sterowania, spotykanych w praktyce, warunek (d) moze
nie byé¢ spelniony. Trudnosé te mozna pokonaé¢ w nastepujacy sposéb:

Wprowadza sie pojecie quasi-trajektorii pola orientorowego: quasi-
trajektoriq pola orientorowego N(t, ®) jest funkeja #(t), absolutnie ciggla,
o tej wlasnofci, ze istnieje cigg funkeji absolutnie ciggtyeh {®,} taki,
ze dla n — oo, ®,(t) —>&(l), a przy tym odleglos¢ punktu a,(t) od
zbioru N (t, a,(t)) — 0.

Funkeje ciggu {x,} nie musza byé trajektoriami, gdyz a,(t) nie musi

nalezeé do N (t, @,(1)).
. Jezeli przez K(t, x) oznaczymy oslon¢ wypukla zbioru N(t, &), to zna-
. ezy najmniejszy zbiér wypukly domkniety zawierajacy zbiér N(i, @),
to przy zalozeniach (a), (b), (c) mozna dowie§¢ (por. [36]), ze zbidr
quasi-trajektorii pola orientorowego N(t, ) jest identyezny ze zbiorem
trajektorii pola orientorowego E(t, x).
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Dla zastosowali praktycznych zastapienie trajektoryj przez quasi-
-trajektorie jest dopuszezalne, gdyz dotarcie do dostatecznie malego
otoczenia celu jest praktyeznie zupelnie wystarczajgce.

Dla zbioru wypuklego E(t, @) istnieje Scisle okreflony zbior Q(t, &),
bedgey najmniejszym zbiorem, dla ktorego oslona wypukla jest identyez-
na ze zbiorem K(i, x). Np. jezeli E(t, x) jest wieloScianem wypuklym, to
Q(t, ®) bedzie zbiorem jego narozy. Zbior Q(f, ) nazywamy tendorem
zbioru N(t, ®).

Mozna udowodnié¢ (por. [36]), ze zbior wszystkich trajektorii pola
orientorowego K(t, ®) jest identyczny ze zbiorem wszystkich trajektorii
pola orientorowego Q(i, x).

Znaczenie tego twierdzenia jest takie: jezeli ograniczymy si¢ przy
wyborze sterowania do sterowan spelniajacych warunek wu(t)eQ(t, @),
to otrzymamy wszystkie trajektorie i quasi-trajektorie odpowiadajace
sterowaniom speliajacym warunek wu(f)e N(f, ®). Metoda sterowania
,bang-bang” sprowadza sie wlasnie do tego, ze wartosé funkeji sterujacej
nalezy do tendora zbioru N(i, ).

Od quasi-trajektorii nalezy odréznié¢ pojecie toru poSlizgowego, wpro-
wadzone przez Filippowa. Torem poslizgowym pola orientorowego N(t, x)
nazywamy funkeje a(t) absolutnie ciggla, dla ktoérej istnieje ciag trajek-
torii pola orientorowego N(t, @) {®.(t)} taki, ze &,(t) - () dla n — oo.
Mozna dowiesé (por. [29]), ze istniejg quasi-trajektorie nie bedace torami
poflizgowymi. Znane 83 réwniez warunki dostateczne na to, aby kazda
quasi-trajektoria byla jednocze$nie torem poflizgowym (por. [32]).

Metoda pdl orientorowych eliminuje funkeje sterujaca i wysuwa na
pierwszy plan wyznaczenie trajektorii optymalnych. Gdy trajektoria
optymalna jest wyznaczona, zagadnienie wyznaczenia optymalnego
sterowania jest znacznie latwiejsze. Trajektorii optymalnej poszukuje
sie na brzegu strefy emisji, ktéry nalezy naprzéd wyznaczyé.

4.2, Przyklad. Rozwazmy réwnanie rézniczkowe nieautonomiczne
(4.2.1.) @ = —xr 2 4u(t), 2(0) =0 (x skalar).

Zalézmy, ze funkeja sterujaca () moze przyjmowaé tylko wartosei
+11i —1. Zatem orientor N(t, #) sklada sie z dwu punktow (—az%-124-1)
oraz (—a®+1*—1). Oslona wypukla E(i, #) jest odcinkiem na plaszezyznie
(t, ) laczacym oba punkty orientora. Tendor (i, ) jest identyczny
z N(t, #). Dla kazdego problemu sterowania optymalnego procesem opi-
sanym przez (4.2.1) jest sterowanie ,,bang-bang”, co jest oczywiste,
gkoro istniejg tylko dwie dopuszezalne wartodei funkeji sterujacej. Brzeg
strefy emisji otrzymamy kladac stale albo n = 1, albo n = —1. W pierw-
szym przypadku jedynym rozwiazaniem réwnania (4.2.1) jest a(f) =t
a drugim bedzie z(f) = —t. Zatem strefs emisji jest domkniety obszar
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okre§lony warunkami —t <& <t, t > 0. Przestrzen fazowa jest jedno-
wymiarowa. Do punktu przestrzeni fazowej = », docieramy w mini-
malnym czasie, ktéry grafieznie mozna wyznaczy¢ przez przeciecie brzegu
strefy emisji z prosta # — x,. Czas minimalny wynosi ¢, = |2,|. Jezeli

4
xy=x,(t)
1 X
: {
! 5(/5+1)
x=t |
t, t
x=-t r“
Rys. 4 Rys. 5

cel, ktory ma byé osiagniety jest ruchomy, x;, = x,(f), to bedzie osiggnie-
ty, jesli krzywa a,(t) przecina brzeg strefy emisji. Czas minimalny wyzna-
czony jest przez pierwszy punkt przecigeila (rys. 4).

4.3. Przyklad. WeZmy teraz réwnanie rézniczkowe autonomiczne
(4.3.1) @ = x—ax2+u(t), x(0) =0 (z skalar).

Przyjmiemy, ze 0 < u(f) < 1. Orientor jest odecinkiem lgezgeym punkty
x—a?, x—ax*+1 lezace na osi x. Tendor sklada si¢ z tych dwu punktow.
Brzeg strefy emisji otrzymujemy kladae stale u(t) =0 lub u(f) = 1.
W pierwszym przypadku otrzymujemy rozwigzanie x(¢{) = 0, w drugim

(4.3.2) (t) o + Ll e
O, & L — =y
2 (3—Vb) +2¢°
; 1+V5 :
Krzywa (4.3.2) ma asymptote poziomy x = B a(t) jest stale

rosnace i ma jeden punkt przegiecia (rys. b).
Strefa emisji lezy miedzy dodatnia osig ¢ a krzyws (4.3.2). Cel staly

L o V541
x = @, bedzie osiggniety, jezeli 0 < x; <

, cel ruchomy, jezeli

krzywa @, = @,(t) ma punkty wspélne z brzegiem strefy emisji. Odcieta
pierwszego z tych punktow przecigcia réwna jest czasowi minimalnemu.
Trajektoria optymalna lezy na brzegu.

9 — Roczniki PTM — Wiadomo$ci Matematyeczne XII
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5. Metoda obszaru osiggalnego

5.1. Niech proces sterowania bedzie opisany réwnaniem
i
(5.1.1) ®(t) = 2,(t)+ j h(t, T)u(r)dr,
%

gdzie x, ®,, h sa wektorami n-wymiarowymi, za$ u jest funkejg sterujaca
skalarng. Funkeja @,(t) jest zadana i ciagla dla ¢ = 0. (5.1.1) mozna uwa-
7zaé za rozwiazanie réwnania rbézniczkowego

(5.1.2.) ®(t) = A(t)®(t)+ b(t) - u(t),

gdzie A jest macierza n X n, za§ b jest n-wymiarowym wektorem; zatem
problem rozwazany nalezy do klasy zagadnien sterowania procesami
opisanymi przez réwnanie rézniczkowe zwyczajne liniowe. W dalszym
ciggu bedziemy poshugiwali sie wylaceznie réwnaniem (5.1.1), nie odwo-
hijae sie do réwnania (5.1.2).

Zakladamy, ze skladowe wektora h, funkcje h‘{t, 7), 83 ograniczone
w kazdym skonczonym przedziale zbioru t, <7 <1< oo, 53 ciggle ze
wzgledu na t i kawatkami ciagle ze wzgledu na 7. Nastepnie zakladamy,
ze funkeje h'(t, 7) sa liniowo niezalezne w dowolnym przedziale t, <t <1,
czyli ze dla dowolnego niezerowego wektora A mamy:

(5.1.3) AT h(t ) = Y AK(@G D20 dla f <7 <t

i=1
(symbol A" oznacza transpozycje wektora A, ktéry jest macierza jedno-
kolumnowsg; A” jest macierzg jednowierszowsa).

Jezeli iloczyn skalarny (5.1.3) zeruje sie tylko w zbiorze punktéw
izolowanych, to proces sterowany nazywamy normalnym. Sterowaniami
dopuszezalnymi beda sterowania czynigee zado§é warunkowi:

T
(5.1.4) (fruera)” <, 1<p <oo
f

gdzie liczba p jest zadana..
Szezegolnie wazne przypadki otrzymujemy dla p = 1, p = 21 p = oo,
w tym ostatnim przypadku warunek (5.1.4) sprowadza si¢ przy sterowa-

niach u(t) kawatkami cigglych do warunku max u(f) <C,. W zasto-
to<t<T

stosowaniach mamy do czynienia zwykle ze sterowaniami kawalkami
cigglymi. Przejmiemy jednak ogoélniejsze zalozenie, ze wu(t) jest funkcjg
mierzalng w sensie Lebesgue’a.

W przypadku p = 1 bedziemy zakladali, ze h(t, 7) jest ciggle ze wzgledu
na obie zmienne.
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5.2. Cel sterowania. Celem tym jest znalezienie sterowania dopusz-
czalnego takiego, aby dla danej funkeji ciaglej y(f) rownoéé

4
(5.2) f h(t, 7)u(z)dr = y(1)
ty

zachodzila dla minimalnego czasu t = T°.
Inaczej moéwige idzie o to, aby w minimalnym czasie przeprowadzié
wektor fazowy z pozycji ¥,(f,) do pozyeji ,(t)+y(?).

5.3. Obszar osiagalny. Zalozmy, ze xy(t,) = 0. Zbiér punktéw a(T)
otrzymanych przy sterowaniu wszelkich dopuszezalnych sterowan na-
zywamy obszarem osiqgalnym i oznaczamy przez R (t,, T). Zwréémy uwage
na roznice definicji obszaru osiggalnego i strefy emisji. Strefa emisji
lezala w przestrzeni (n+1)-wymiarowej o punktach (?, ®), natomiast
obszar osiagalny R lezy w przestrzeni fazowej n-wymiarowej. R(f,, T)
jest przekrojem strefy emisji plaszezyzng ¢t = T.

Obszar R(t,, T) zalezy od p i od C,. Mozna dowieéé, ze dla T >,
jest zbiorem domknietym, ograniczonym, symetrycznym wzgledem punk-
tu @ = 0, ciaglym wzgledem T, i Ze jest cialem wypuklym, tzn. ze jest
nie tylko zbiorem wypuklym, lecz Ze nadto zawiera punkty, ktérych
cale n-wymiarowe otoczenie do R(t,, T) nalezy. .

Przez cigglo$é wzgledem T rozumiemy nastepujaca wiasno§é: jezeli
punkt ®, lezy zewnatrz R(¢,,T), to dla dostatecznie malego § > 0 bedzie
lezal zewnatrz R(t,, T--4).

Proces sterowania mozemy przedstawié w nastepujacy sposéb: y(T')
jest punktem osiggalnym, jezeli dla pewnego skoniczonego T, y(T') e R(ty, T').

7 cigglosci wynika, ze pierwsze zetkniecie sie y(T') z R(t,, T') moze na-
stapi¢ tylko na brzegu obszaru R(t,, T), ktéry oznaczymy przez 0R(t,, T)
i ono wyznacza minimalny czas 7°.

Mamy wige twierdzenie: Jesli pray pewnym skonczonym T = T, punkt
y(T,)eR(ty, T,), to istnieje optymalny ceas T° T° < T,, taki, 2e y(I°)e
edR(ty, T°), zaé dla T < T° jest y(T) ¢ R(t,, T). Warunkiem Fkoniecznym,
aby sterowanie bylo optymalne, jest by (5.1.4) bylo spelnione ze znakiem
rownosei.

Oznaczmy przez S(A) hiperplaszezyzne oporowa hiperpowierzehni
dR, dang réwnaniem AT -2 = ¢.

Mozna dowie§é, ze warunkiem koniecznym i dostatecznym na to,
aby za pomocg sterowania u(tf) mozna bylo dotrzeé do dowolnego punktu
zbioru S(A) ~ 0R(t,, T) jest, aby iloeczyn skalarny

T
(5.3.1) A a(T) = [AT KT, 7)u(r)de
%

osiggul dla tego sterowania maksymalng warto§é (przy zadanym A).
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Maksymalizaeja wyrazenia (5.3.1) daje sterowanie optymalne, jako
funkcje ezasu zalezng od parametréow: A,t,, T° Cp: w® = u'(t;A, ty, T,Cp).
Trzeba wiec znalezé T° (o ile istnieje) oraz A odpowiadajace punktowi
y(T,) e 0R(t,, T°). Do tego celu sluzy twierdzenie:

Warunkiem koniecznym 1 dostatecznym na to, aby punkt y(t) lezal na
dR(ty, t) w momencie t = T jest, aby

ATy(t
(5.3.2) max| ——— B (O =1,

Yo SATRE, od (v At 8, Cy)dT

fy =z

Punkt y(¢) jest wewnetrznym lub zewnetrznym punktem zbioru
R(t,, 1), zaleznie od tego, czy lewa strona (5.3.2) jest mniejsza czy wigksza
niz 1. Przy wzrastaniu ¢, pierwsza wartogé 7, spelniajaca (5.3.2) dla A = A%,
jest optymalnym czasem 7T°, za§ A spelnia warunek y(T°)eS\1°) ~
A 0R(ty, T°).

Widzimy wiee, Ze rozwigzanie zagadnienia sterowania optymalnego
istnieje, gdy réwnosé (5.3.2) jest spelniona przy pewnym skonczonym 7.

5.4. Na brzegu R odrézniamy nastepujgce rodzaje punktow: (a) punk-
ty, w ktérych istnieje jedyna zewnetrzna normalna do JF, 2, i jedna
hiperplaszezyzna S(A) styezna do O0R; te punkty nazywamy punktami
gladko$ci brzegu OR; (b) punkty katowe rzedu k; sa to punkty przeciecia
hiperplaszezyzny oporowej S(A) z R takie, ze wektor A moze si¢ zmieniac
wewnatrz k-wymiarowego stozka; jest wiec 2 <k < n (dla n = 1 mamy
punkt gltadkosei).

Jezeli zbiér S(A) ~ 0R zawiera wigcej niz jeden punkt, to (wobec
wypuklodei zbioru R) musi zawieraé albo odcinek, albo pewien zbi6r
plaski, albo ogdlnie kawalek [-wymiarowej hiperplaszezyzny, gdzie
1 <l <n—1. Przy tym przez [ rozumiemy najwyzszy wymiar hiper-
plaszezyzny zawierajacej S(A) ~ 0R. Zbior S(A) ~ R nazywamy wtedy
l-wymiarowa krawedziq brzegu OR. Je§li dR ma krawedz, to sterowanie
u(t) maksymalizujace wyrazenie (5.3.1) nie jest wyznaczone jednoznacznie,

5.5. Mozna dowieé¢ twierdzenia: Sterowanie dopuszezalne jest tylko
wtedy optymalne, gdy

Gy, ) sgn (AT (T 1)
- . :

(5.5.1) uo(t) o
(f A" h(T, 7)/"at)'”
t

gdzie

1

S| =
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Dla p = oo, ¢ = 1, ré6wnosé¢ (5.5.1) ma postaé
ud(t) = Coosgn(N"R(T, 1)).

W przypadku p =1 (¢ = o) wzoér (5.5.1) pozostaje prawdziwy,
jesli prawg jego strone rozumiemy jako granice otrzymang dla g — oo.
Okazuje sie, ze wtedy sterowanie optymalne »°(t) jest dystrybucja, jesli
proces sterowania jest normalny. Wzor dla sterowania u°(f) moze byé
zapisany za pomoca dystrybucji 6 Diraca. Wobee (5.5.1) wzor (5.3.2)
mozna zapisa¢ w postaci

AT y(t g
(5.5.2) max — yi) = Qs
F3 T W 1/a
A (L, 7)%d
(3of| (1, 7)i 7) _—

Diugo$é wektora A nie odgrywa roli, wige mozna przyjaé, ze ATy(t) =1
i wtedy mamy

i
(5.5.3) [min (: Gf A7 h-{t,r)lqdr)lm]gig, szt

Wzory (5.5.1), (5.5.2) i (5.5.3) zostaly wyprowadzone przez R. Kuli-
kowskiego.

Mozna udowodnié, ze dla 1 < p < oo na dR(t,, T) nie istnieja punkty
katowe.

5.6. Sterowanie wielowymiarowe. Zakladamy obecnie, ze funkeja
sterujacqg jest r-wymiarowy wektor (1) o skladowych u"{t), Jr= 1.
Proces sterowania jest odpisany réwnaniem

¢ ¥ t
(5.6.1) (1) = 2,(t)+ f H(t, T)u(r)dr = a:o{t)+2 j kY (t, ) (z)dr,
!O §=1 to
gdzie hy(t, ) jest j-ta kolumng (wektorem) » X r-wymiarowej macierzy
H(t, 7). Dla elementéw macierzy H oznaczonych przez hy;(t, v) zaklada sie,
Ze spelniajg warunki analogiczne do przyjetych w przypadku sterowania
jednowymiarowego.
Wymienimy dwa rodzaje ograniczen dla sterowania wn(t):
(a) ograniczenie indywidualne typu
r
iy iP5 g4\ P g "
(f Wora)™ <¢;, §=1,..71<p; <oo;
to

(b) ograniczenie wspdlne

T r
(f 2 }"'j(t”pdt)lm <0, 1<Kp Koo,

SU F=1
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W przypadku ograniczeri indywidualnych dla kazdej skladowej /(1)
mozemy, wobec liniowoSei réwnania (5.6.1), zastosowaé zasade super-
pozycji, to znaczy rozwigzaé zagadnienie sterowania optymalnego dla
kazdej sktadowej /() z osobna, kladac 0 za pozostale skladowe, przy czym

r

z r6wnania (5.6.1) otrzymamy wektor x;(t). Zachodzi wzér x(t) = D a;(1).
F=1

W przypadku wspdlnego ograniczenia mozna udowodnié wzory ana-
logiczne do wzoréow (5.5.1) i (5.5.2) przy zalozeniu 1< p < oo:

T a—1 T
(5.6.2) ulyft) = Cp/X h;(T t)|% sgn (AThy(T, t)),

( (f 2 ATR(T, ©)|dr)"?

2Tyt ;
o [pagr gyt Y -

A ‘; I;ZI IA"hy(t, 7)|%de)"?
s

Przypadki p =1 i p = oo, wiecej skomplikowane, pomijamy.

6. Zasada maksimum

6.1. Sformulujemy zasade maksimum pochodzaca od L. S. Pontria-
gina i jego uezniow. Podane sformulowanie nie pokrywa sie z oryginalnym
ujeciem Pontriagina, ktére mozna znalezé w [30]. Ograniczymy sie do
ujecia dogodniejszego w zastosowaniach (por. [5]). Zasada bedzie sformu-
lowana dla problemu czasowo optymalnego. Proces sterowania jest opi-
sany réwnaniem

(6.6.1) & = flx, w),

gdzie x(t) eR", u(t)eU < R'. U nazywamy dziedzing sterowania. Stero-
waniem dopuszezalnym bedzie kazda funkeja wu(t) kawalkami ciagla
o warto§ciach nalezacych do U, ciagla na koneach odeinka [, t,], w kto-
rym jest okre§lona,

Dane 83 w R" dwa punkty x,, ®,, poczatkowa i kotcowa pozycja
wektora fazowego. Szukamy sterowania przeprowadzajacego wektor
fazowy z 2, do x; w minimalnym czasie, a wiec ®(f,) = x,, x({,) = x,.
Mamy znalezé sterowanie, dla ktérego t,—#, ma minimalng warto§é
(¢, ustalone).

WprowadZzmy pomocniczg funkeje H, zalezng od ®,u oraz n-wymia-
rowego wektora (t):

(6.1.2) H(Y, , u) = $7f = Yy, u).

Je=1
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Wektor $(f) ma spelia¢ réwnanie rézniczkowe

. . 0H ook 0H
(6.1.3) (t) = ) czyli ¢'(1) = e k=1, ..., mn
Przy tych oznaczeniach i zalozeniach mamy twierdzenie:
Warunkiem koniecznym optymalnosei procesu sterowania jest isinienie
takiego miezerowego rozwiqzania réwnania (6.1.3) w przedziale [t,,t,], by
w kazdej chwili v, w ktdrej wu(t) jest ciagle, zachodzil zwiqzek

(6.1.4) H(‘p("): x(7), u(r)) = T&%X -H(q’('r)a x(7), v)s

a przy tym zachodzila nierownosé
(6.1.5) H((ty), ®(ty), u(ty)) > 0.

6.2. Przyklad zastosowania zasady maksimum. Masa m znajduje
si¢ w chwili ¢ = 0 w punkcie # = 0 w spoezynku. Cheemy jg przesungé
po linii prostej poziomej (bez tarcia) w minimalnym eczasie {, do punktu
@ >0, przy czym predkosé koncowa ma wynosi¢ 0. Zadanie polega na
znalezieniu sily f(t) jako funkeji czasu, przy zalozeniu |f(f)] < K. Mamy
wiee warunki:

mi = f(t), @(0)=0, &(0)=0, a(t)=a, @t)=0.

1 K
Oznaczmy & = 2,, & = ¥, —?;f(t) = u(t), =y = M. Mamy wiec
]

uklad réwnan:
x4(0) = 0, 4(t;) = a,

xl == .’1‘32
przy warunkach x,(0) =0, a,(t;,) = 0,
rs = u(t}
lu(t)| < M.
Tworzymy funkcje H = z,yp,+up,. Jest p, =0, p, = —yp,. Stad

pu(t) = €1y pu(t) = cy—oyt, H = mz‘?q+“(cz“01t)-
Maksimum funkeji H otrzymamy, przyjmujac «(t) = M -sgn (¢;—c,f).

Batwo wyliczyé, ze
t

t
oy(t) = [(t—s)u(s)ds, w(t) = [ u(s)ds.

0
t
7 danych warunkéw otrzymujemy [[ sgn(e,—e, 8)ds = 0. Stad wynika,
0

Ze ¢, # 0 1 ze ¢,—ey 8 musi zmienié znak w przedziale [0, t;], co moze
nastapi¢ tylko dla s = ¢,/e,. Jest wiec

e
sgn(e,—e,8) = sgne, dla 0 <s< -;’-,
1
Co
sgn(c,—e,8) = —sgne, dla —<s <t,.
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Wobec tego
ot
£ 4

fsgn Colls — f sgn ¢, ds = 0.
. .

Stad wynika, ze c¢,/c, = }t,. Sterowanie optymalne bedzie

u(t) = M dla 0 <t< 3y,
w(t) = —M dla §t, <t <t,.

Podstawiajac znalezione wu(f) we wzdr na @,(f) otrzymujemy

21

2 51

f(tl——s)Mds—f(tl—s)Mds = a,
0 3

b
a stad {, = ZI/EW.

6.3. Podany przykilad byl bardzo tatwy i tym samym maskowal
wielkie trudnofci spotykane przy stosowaniu zasady maksimum do roz-
wigzywania konkretnych probleméw. Wystepuja one zwlaszeza, gdy
rownanie (6.1.1) nie jest liniowe. Musimy nie tylko znalezé ogélne rozwia-
zanie rownania (6.1.3), ale nadto wyznaczyé stale calkowania tak, aby
sterowanie doprowadzilo wektor fazowy do pozycji @,. W przypadku
nieliniowego réwnania (6.1.1), znalezienie analitycznych wzoréw dla
x(t) 1 Y(t) oraz dla optymalnego sterowania wu(t) jest zazwycza] niemozli-
we. Przyblizone rozwigzanie za pomoca komputeréw wymaga przy du-
Zzych warto§ciach wymiaru » bardzo wielkiej pamieci komputera. Trzeba
zwykle drogg prob dobiera¢ wartoSei poczatkowe dla wektora (t), ktore
by daly rozwigzanie problemu odpowiadajace zadanym warunkom.

6.4. Rozwazmy szczegélny przypadek, gdy problem sterowania jest
liniowy, tzn gdy réwnanie (6.1.1) ma postaé

(6.4.1) = Ax - Bu,

gdzie A jest macierza n X n, za§ B jest macierzg n X p, przy czym ele-
menty tych macierzy moga byé stale, badz tez funkejami czasu.

W tym przypadku zasada maksimum stanowi warunek nie tylko
konieczny, lecz i dostateczny optymalnosei rozwiazania, byleby w ogéle
istniato sterowanie przeprowadzajace wektor fazowy z polozenia x,
w polozenie x,.

Jedli macierz A jest stabilna, to znaczy, ze wszystkie wartosci wlasne
majg ujemne czesci rzeczywiste, to wtedy dla dowolnego x, istnieje ste-
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rowanie optymalne przeprowadzajace wektor fazowy z polozenia @,
w polozenie x, = 0, pod warunkiem, ze dziedzina sterowania U zawiera
punkt u = 0 jako punkt wewnetrzny.

6.5. Problem sterowania czasowo optymalnego mozna uogolnié, za-
kladajae, ze polozenie poczatkowe x; i koricowe @, nie s3 ustalone, lecz
ze naleza do hiperpowierzehni M, i M,, okreflonych nastepujaco:

xeM,, gdy spelnione s3 réwnania gi{x) =0, k=1,...,a, a<n;

xelM,, gdy spelnione s réwnania I(x) =0, &k =1,..., 8, f<n

Zakladamy, ze kazda z funkeji gp,hx ma w kazdym punkcie gradient
roézny od 0.

Wowcezas sterowanie optymalne musi ezyni¢ zadodé nie tylko zasadzie
maksimum, leez musi nadto speliaé tzw. warunki transwersalnosei:

b, =0, G -8x, =0
dla wszelkich wektoréw &x, i &x,, spelniajacych warunki:
sl -gradgu(x,) = 0, k=1,...,a,
8] -gradiy(x,) = 0, k= 1,...,4.

Warunki transwersalno§ci mozna wiee wypowiedzie¢ tak: wektory
Y(t,) 1 $(t,) maja byé odpowiednio ortogonalne do hiperpowierzehni
M, i M,.

6.6. Zasade maksimum moZzna sformulowaé ogolniej, gdy zamiast
zagadnienia emsowo optymalnego rozwazamy problem osiggniecia ekstre-

mum funkejonatu [ (e, u)dt. Zalozm’& Ze u(t) jest sterowaniem dopusz-
to J
ezalnym, przeprowadz&]a,cym wektor fazowy z punktu @, do punktun

x,, za§ x(t) jest torem odpowiadajacym temu sterowanin. Zmieniamy
definicje funkeji H, przyjmujac obecnie, ze

(6.6.1) H, , u) = D' y'fi(=, ),

gdzie ° jest pewna stala, zas Q¥(1), k = 1,...,n, spelniaja réwnania r6z-
niczkowe

. vt oH -

(6.6.2) v = —eny, = s [

Wektor ¢ jest obecnie wektorem (n4-1)-wymiarowym. Warunkiem
koniecznym na to, by u(t) bylo sterowaniem optymalnym jest, aby istnia-
a stala $° < 0 i takie rozwigzanie ukladu réwnan (6.6.2), aby w kazdej
chwili 7, w ktorej sterowanie u(f) jest ciagle, zachodzil zwiazek

(6.6.3) H (1), (1), u(r)) = maxH ((z), w(r), v) =0
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dla t, <t <1{,.

6.7. Zasada maksimum moze byé stosowana do proceséw opisanych
nieautonomicznych réwnaniem rézniczkowym

(6.7.1) x = f(t, ® u), @) =&, E(ly) =2,.

4
Niech wskaznikiem jakoSci bedzie [ f(t,(t), u(t))dt.
to

Zagadnienie mozemy sprowadzié do rozwigzania réwnania réznicz-
kowego autonomicznego przez podwyZszenie wymiaru przestrzeni o 1.
Wprowadzamy nowg wspolrzedng "', spelniajaca réwnania

(6.7.2) 2"t =1, N0) = 0.

Jest oczywiscie 2" = 1.

Oznaczmy wektor (n-1)-wymiarowy o wspolrzednych (a1, 22,..., ")
przez x, a wektor o wspolrzednyeh (f1, f5 ..., f", 1) przez f: Wowezas
réownanie (6.7.1) i (6.7.2) mozna zapisa¢ w postaci:

(6.7.3) & = f(x,u).

W ten sposéb otrzymaliémy réwnanie autonomiczne z warunkami
X(ty) = (%o, 1), T(t)) = (X4, 1,).

1. Programowanie dynamiczne

7.1. Rozwazmy jeszcze raz zagadnienie sterowania optymalnego pro-
cesu opisanego réwnaniami

(7.1.1) x = flx, ), x0)=x, uel. ‘

Szukamy minimum funkecjonatu
I
(7.1.2) F(ax, u) = f Ga(t), w(t)]dt,
0

gdzie T jest stale.

Punktem wyjscia dla metody programowania dynamicznego jest
tzw. zasada optymalnosci.

Niech wu*(f) oznacza sterowanie optymalne, a x*(f) tor optymalny.
Obieramy ¢,, 0 < t, < 7. Tor zostal podzielony na dwie czesci, odpowia-
dajace przedziatom czasowym [0, ¢,]1 [{;, T], przy czym x*(t;) = x;.
Zasada optymalno$ci méwi:

Drugi odcinek toru jest torem optymalnym.
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Jest to oczywiste, gdyz gdyby mozna bylo znaleZé inne sterowanie
v(t) takie, ze przy odpowiadajacym mu torze &(t)

r b4l
fG(&':(t), o) dt < [ G (x*(1), w(t))dt,
¢ i

przy czym x(t,) = @, to wtedy sterowanie w*(f) nie byloby optymalne
w przedziale [0, T], gdyz nie minimalizowaloby calki (7.1.2): mniejszg
wartodé tej calki otrzymalibysmy przy sterowaniu w(t), okreslonym przez
rownosei

w(t) =uxt) dla 0 <t <t,,

w(t) = v(i) dla <t T

Mozemy uja¢ zasade optymalnofei réwniez w ten sposdb:

Sterowanie optymalne dla 1, <t < T zaledy od x(t,), natomiast nie
zalezy ani od x(t), ani od wu(t) dla 0 <1<t,.

Stormulowana wyzej zasada optymalnodei nie odnosi sie do pierwsze-
go odeinka toru. Jest tak z nastepujacego powodu: Jezeli sterowanie
optymalne w*(t) doprowadzito w chwili {; do punktu x,, a wiee do punktu
czasoprzestrzeni (1,, ®,), to moze sie zdarzyé, ze pewne sterowanie wu(t),
ktore wyznacza tor &(t) doprowadzi w chwili ¢, do punktu &(t,) = @,
i ze przy tym ;

1

f G&(1), () dt < j G (*(t), w(1)) dt,
ale przy tym optymalne prowadzenie wektora fazowego z punktu &(t,)

w przedziale czasowym [t,, T'] daje tak wielkg wartosé catki _fG('B t), (1)) dt,

ze zastapiwszy w przedziale [0, {,] sterowanie u*(i) prze;' u(f) nie mo-
zemy osiggna¢ minimum dla calki (7.1.2). Widzimy wiee, ze sterowanie
u*(t), ktére jest optymalne w [0, T'], nie musi byé optymalne w [0, #,].
Podany przyklad ilustruje ten fakt dla problemu czasowo optymalnego.

7.2. Przyklad. Niech przestrzen fazowa bedzie dwuwymiarowa,
x e R?. Proces sterowania jest opisany rdéwnaniem

(7.2.1) & = u(t).

Niech sterowanie dopuszezalne u spelnia warunki okreflajace dzie-
dzine sterowania U:
1 <wul(t) <2,
u¥(t) =0 gdy o<1,
wlt) = (@—1)(al—1) gdy at >1,
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gdzie przez x', x%, w', u? oznaczylismy skladowe wektoréw fazowego i ste-
rujacego. Cheemy przeprowadzi¢ wektor fazowy z punktu (0,0) do punktu
(2, 0) w najkrotszym czasie. Latwo sprawdzié, ze jedynym sterowaniem,
za pomocg ktorego punkt (2,0) mozna osiggnaé, jest sterowanie ul(t) = 1,
co pociaga za sobg u*(t) = 0, gdyz tylko przy tym sterowaniu tor pozosta-
je w plaszezyznie @® = 0. Jedli ten tor, dany réwnaniami z! = t, #* = 0,
osiagajacy punkt (2, 0) po czasie T = 2, podzielimy na dwie czesci odpo-
wiadajace przedzialom czasowym 0 <1 <1il <t < 2, to koniec pierw-
szego odeinka jest w punkeie (1, 0) przestrzeni fazowej. Za pomocy ste-
rowania #}(t) = 2 dla 0 <t <} ten punkt mozna osiagnaé¢ w krotszym
czasie 1, = §, lecz z punktu eczasoprzestrzeni (},1,0) za pomocy zadnego
sterowania nie mozna dotrze¢ do punktu (2,0) przestrzeni fazowej (Scisle
moéwige do punktu (T, 2, 0) ezasoprzestrzeni, jakiekolwiek obierzemy T'),
gdyz wszystkie sterowania dla drég wychodzacych z (4,1,0) spelniajq
warunek #2(f) > 0 dla ¢ > 1, tak, ze trajektorie spelniaja warunek x*(t) > 0
dla ¢t > 3.

7.3. Metoda programowania dynamicznego jest przystosowana do
obliczania na maszynach. Wobec tego zastapimy rownanie rézniczkowe
(7.1.1) przez rownanie roznicowe

(. r t
(7.3.1) - ;‘ 1) . (te) = flae(t), w(tx)),
k1 Uk
gdzie t = k-h, h >0, k =0,1,...,(N—1).
Oznaczajac x(t) = y(k), w(te) = v(k), hf(e(t), u(t)) = gly(k), v(k)
mozemy przepisa¢ (7.3.1) w postaci

(7.3.2) y(k+1)—y (k) = g(y(k), v(k).

Analogicznie catke (7.1.2) zastepujemy przez sume

) N1 N-1
(7.8.3)  Fi(y, ©) =k Y Glyk), (k) = D H(y(k), v(k)
k=0 k=0

gdzie H = h-G.

Widzimy, Ze problem sprowadza sie do Wymav?enm minimum funkcy)—
natu (7.3.3) zaleznego od zmiennych »(0), v(1),...,0(N—1).

Metoda programowania dynamicznego pozwala qprowa,dz]é zagadnienie
wyznaczenia minimum funkeji N zmiennych do kolejnego wyznaczania
miniméw funkeyj jednej zmiennej. Rozumujemy tak: cheemy wyznaczy¢
sterowanie optymalne na ostatnim etapie, to znaczy »(N —1). Dla uprosz-
czenia zapisu przy przedstawieniu metody programowania dynamiczne-
go przyjmiemy najpierw dla N pewng szezegdlng wartosé, np. N =
Latwo bedzie zauwazyé, ze metoda nie zalezy od iloSci etapow N,
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Bedzie wige
3
Fy = D H{y(k), v (k).
k=u

Szukamy
(7.3.4) mm H y(k),

= H (y(k), v(k)) + min H(y(3), v(3
tg;ig[Z (y(®), o(k) + min H(y(3), v )| =

= min {H (y(0), ©(0))+ mm [H(q(]), v(1))+

‘l(u)eU

+ min {H (y(2), v(z))+ min H (y(3), v(3))}]}.
v(2)eU ©(3)e U

Zaczynamy od wyznaczenia min H(y(3), 9(3)), a wiee minimum
v(3)eU
funkeji jednej zmiennej #(3) (co prawda, ta zmienna jest wektorem,
a wiec reprezentuje wiele zmiennych rzeczywistych). Jezeli rozwigzemy
to zadanie, otrzymamy, Ze minimum jest osiggniete dla »(3) = v*(3),
ktére jest zaleine od y(3), v*(3) == @4(y(3)). Z kolei obliczamy

(7.3.5) min [H -0(2))+H(y(3),cp3(y(3}])].

v(2)eU

Uwzgledniajae (7.3.2), moZemy (7.3.5) zapisaé w postaci

(7.3.6) min {H(y(2), v(2)) u.r[y(z) +

v(2)elV
+9(y(2), ©(2), @s(y(2)+9(y(2), v2)]}.

Mamy znéw znalezé minimum funkeji jednej zmiennej »(2). Jefli
to minimum jest osiagniete dla v(2) = v*(2) = @,(y(2)), to mozemy
wyrazenie (7.3.6) zapisaé jako pewna funkeje zmiennej y(2), ktérg ozna-
czymy przez B,(y(2)).

Wtedy z kolei trzeba obliczyé

(7.3.7) min [H(y(1),0(1)) +Byfy(2))| =
v(1)elU

— min [H(q(l}, v(1))+Bofy(1) +9(y(1), v(1)))]-
w(l)el
Analogicznie jak poprzednio wyrazenie (7.3.7) po rozwigzaniu zadania
wyznaczenia minimum mozemy zapisaé w postaci Bl(y(l)) i ostatecznie
mamy do wyznaczenia

(7.3.8) IE]U;[H (4(0), ©(0)) + B,(y(ﬁ} +g(y(0), v(o)))].
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W ten sposéb zostal zrealizowany plan zastgpienia poszukiwania
minimum funkeji wielu zmiennych wektorialnych przez kolejne wyzna-
czanie miniméw funkeji jednej zmiennej wektorialnej. Zadanie jednak
pozostaje bardzo trudne, gdyz idzie o znalezienie zaleznosei v*(k) od
wektora y(k). Tylko wyjatkowo udaje sie wyrazié te zaleino$é wzorem
analityeznym. Na ogél zadanie moze byé rozwiazane tylko za pomocg
komputera i wymaga umieszezenia w jego pamieci stabelaryzowanej
funkeji o*(k) = @i(y(k)). Roéwniez wartosei H(y(k), v*(k)) musza byé
umieszezone w pamieei. Jezeli ilo§¢ wymiaréw przestrzeni fazowej lub
przestrzeni wektoréw sterowania jest duza, to zadanie jest praktycznie
nierozwigzalne, gdyz z jednej strony pojemnosé pamieci komputera
okazuje sie za mala, z drugiej za§ czas obliczania wypada nieznliernie
wielki. Wobec tego stosowalnosé metody programowania dynamicznego
Bellmana jest uzalezniona od wielko$ci wymiaréw przestrzeni i od pojem-
no$ei pamieci komputera oraz jego sprawnosei.

7.4. Podkre§lmy charakterystyczna ceche metody Bellmana: rachun-
ki zaczynajg sie od obliczania sterowania optymalnego na ostatnim eta-
pie, a kolezg sie obliczeniem sterowania w momencie poczgtkowym.
Obecnie ujmiemy te metode za pomoca wzoru rekurencyjnego. Wzoér
(7.3.8) (brany dla dowolnego N) sluzy do obliczania minimum funkejo-
natu F'; ze wzoru (7.3.3) odpowiadajacego procesowi o N etapach. Oznacz-
my
(7.4.1) min ¥, = Sy(y(0)).

kyelr
keﬂi,,.(..), (N-1)

Przy tym oznaczenin otrzymujemy wzér rekurencyjny

(7.4.2) S(y(0) = min ({y(0), w(0))-+Sx-(y(1)}

Zwr6émy uwage na to, ze drugi skladnik w nawiasie we wzorze (7.4.2)
jest, zgodnie z zasada optymalnoei, réwny minimum funkcjonalu F,
w (N—1) etapowym procesie z warunkiem poczatkowym y = y(1).

Opierajac si¢ na (7.3.2) otrzymujemy

(1:43)  Sy(y(©) = min {H (y(0), ©(0))+8x_1 (y(0) + g(y(0), ©(0)))}.
L E
W ten sposéb otrzymaliSmy algorytm Bellmana dla proceséw dys-

kretnych.

7.5. Metoda Bellmana jest zasadniczo pomyS$lana dla procesow dys-
kretnych, leez bywa stosowana réwniez do proceséw cigglych. Wréémy
do réwnan (7.1.1) i (7.1.2), przy czym zapiszemy je w ogolniejszej postaci:

(7.5.1) @ =flx,u), @) ==,
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r
(7.5.2) F(x, w) = [ glx(t), u(t), t)at;
ty
T jest unstalone. Niech ¢, =t,+h < T, h > 0. Jest
to+h
(7.5.3)  F(xu) = f G (1), u(t), t]at+ f Gl (1), u(t), t]dt.

to-"h

Oznaezmy minimum funkejonalu F, to jest jego wartofé przy przej-
Sein z (1, 2,) do (7, 2%(T)) po torze opt)malny x*(t) przez S(ty, x,).
Zakladamy, ze 8 ma pochodne czastkowe 08 /02", 08/0t. Jest wowezas

to+h T
(7.5.4)  S(ty, ) _mmlf Gla(t), w(t), t]dt-- [ G [x(1), u(t), t]dt).
u(l)eU ty+h

Zgodnie z zasada optymalnoSeci
to+h

(1.5.5) 8(ty,®) = mm{f G [ (), u(t), t]dt+8 (ty+h, ®(ty+h)} =

w(lyell *¢

g

i ( Va8
= "I(ISZHU{II-G [x{tl])} u\t“}, tu]_‘_kk;l‘ﬁfﬂ

ad
e
(fu,:ro) at

(o, eq)
+o(h)+8 () ()},

gdzie symbol Landaua o(k) oznacza funkeje spelniajaca warunek

o(k)/h — 0 dla h — 0. Odejmujac w (7.5.5) po obu stronach 8(f,, x,)

i dzielae przez h otrzymujemy po przejsciu do graniecy h — 0

a8

n
a8
7.5.6 I 6 (te), ulta)]+ D, =5 " o
( ) ftl{[}i [(t,); u(ty)] }-kg;@mk (tg,xq) ot

{‘0@0}]

Uwzgledniajac (7.5.1) i fakt, ze 08/t od wu(t) nie zalezy, a pozostale
skladniki w nawiasie w (7.5.6) zaleza od wu(f) tylko w punkecie t = ¢,,
otrzymujemy

a8

D.7 ——
(7.5.7) %

|

{‘u.ﬁa)l .

(to,xp)  wllg)e U

o 08
== i G to ] t ] tu + .
min {aga(t), u(t), & 25

Punkt (t,, ®,) mozna bylo obraé¢ dowolnie, wiec otrzymujemy osta-
tecznie tzw. rownanie Bellmana:

(7.5.8) L%—f— = min {G[x(t), w(t), 1]+ grady 8.f(x(t), u(t),1)}.
u(‘)!

Wektor grad, S nie zalezy od wu(t).
Jezeli na u(?) nie sa nalozone zadne ograniezenia, to w celu wyznacze-
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nia optymalnego sterowania przyréwnuje sie dp 0 pochodng wzgledem
wektora w z wyrazenia w nawiasie we wzorze (7.5.8):

(7.5.9) grad,, [G(x, u, t)--grads Sf(x, u, t)] = 0.

7.6. Metoda rozwigzywania problemu sterowania optymalnego za
pomocs réwnania Bellmana byla atakowana z tego powodu, ze zalozenie
o istnieniu pochodnych czastkowyeh 98/0z* i 98/0t nie jest spelione,
nieraz nawet w przypadku bardzo prostych, a wainych probleméw. Do-
wiedziono jednak (por. [5]), ze do poprawnosci metody Bellmana wy-
starczy, aby pochodne istnialy poza pewnym zbiorem wyjatkowym,
ktéory ma mniejszy wymiar niz rozpatrywana czasoprzestrzen. Dzigki te-
mu metoda Bellmana moze byé stosowana w bardzo wielu przypadkach.

Rzecz jasna, ze zarzuty krytyezne nie odnosity si¢ do metody progra-
mowania dynamicznego, stosowanego do proceséw dyskretnych.

7.7. Przyklad. Proces sterowania jest opisany ukladem rdéwnan
{T:7:1) o @t=0f a=u(l), |ui) <1

Zadanie: przej$¢ w minimalnym czasie z punktu (zp, #5) do punktu
(0, 0). W naszym przykladzie G(x, u, t) —= 1. Ro6wnania (7.7.1) zalezg tylko
od x i u(t); bedzie wiee 8 = T(x), S; = 0. Rownanie (7.5.8) przyjmie
postaé

min {14— i 24 2 u} 0
— x —— —1 -
—lgu=<] - gat 6&:2
. X oT ;
Stad sterowanie optymalne w” — —sgn T a wiee
2 1+6Ta: 6an6T_ !aTg_Ll_l_aTm__
i) ot A G B g T ox?| dxt t

Trzeba znalezé rozwigzania dla dwu réwnar:

- or aT oT

(7.7.3.a) T gdy sgn—— = +1,
or aT oT

(7.7.3.b) 1+ o x4+ Fye 0 gdy sgn =

Dla réwnania (7.7.3.a) istnieja dwie calki pierwsze T —a? oraz 2z 4-(2%)3,
przeto
(7.7.4) T = a?+¢ (22 +(2?)¥),

gdzie @(v) jest pewna funkejg rézniczkowalng. Aby ja wyznaczyé, trzeba
znalez¢ warto§é T wzdluz jakiejkolwiek krzywej nie bedacej charaktery-
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styka rownania (7.7.3.a). Najdogodniej wzia¢ w tym celu tor optymalny
odpowiadajgey sterowaniu «*(f) =1 (bo dla «'(f) = —1 otrzymali-
by$my wlaénie charakterystyke (7.7.3.a), docierajacy do (0,0) w zadanym
czasie, np. T = 2. Calkujac réwnania (7.7.1) przy «(f) = 1 i warunku
x}(2) = 2*2) = 0 znajdziemy

(7.7.5) al = §(t—2)2, 22 =1-—2.

7 optymalnogei toru (7.7.5) wynika, ze T = 2. U“zgledma;]aéc te
wyniki otrzymamy z (7.7.4):

29—t =1—2+¢[2(t—2)%), @[2(—2)Y] = —2(t—2).
Kladac 2(1—2)2 = v, t—2 = T y/p2, znajdziemy g@(v) = F2 Vo2 =
= F V20, a stad
(7.7.6) T = 2*FV4s'+2 (2?)L

Szezegblowa dyskusja, ktérg pomijamy, prowadzi do wniosku, ze

W
nalezy przyjaé sgn T = 1 W obszarze biezacym nad krzywg L (rys. 6),
x2
l
x1
Rys. 6

ktéra dla 2! < 0 ma réwnanie 22'4-(2?)2 = 0, «? >0, za§ dla 2! >0 ma
rownanie —2z'-+(2?)? =0, 22< 0 oraz ze w réwnaniu (7.7.6) nalezy
przyja¢ znak dolny tak, Ze ostatecznie

(1.7 T = s+ Viz +2 (2?2

Analogiczne rozwazanie dla réwnania (7.7.3.b) prowadza do wyniku,
ze ponizej krzywej L jest

(7.7.8) T = —224+V2(2?)2—42, ') =1
Ogélny wzér na optymalne sterowania jest wiee
(7.7.9) w(t) = sgn(a4-4a? - |a?)).

10 — Roczniki PTM — WiadomoSci Matematyczne XII
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8. Zasada maksimum dla procesu dyskretnege

8.1. Procesy dyskretne liniowe. Rozwaimy problem optymalnego
sterowania dla proeesu opisanego réwnaniem (por. [12])

(8.1.1)  x(i+1)—x(i) = A@)x(i)+gli,uli), i=01,...,k

Tutaj ¢ jest numerem momentu czasu, #(i) eR", u(v)eU < R, A(2)
jest macierzg n X n, g e R", wektor-funkeja g jest okredlona dla i = 0,1,
vooy(k—1) oraz wu(i)eU.

Warunki: poczagtkowy x(0) = x,, koticowy x(k) = (ax,..., % ", a"),
gdzie n—1 skladowych wektora ®(k) jest ustalone, natomiast n-ta skla-
dowa jest dowolna. Wobec tego tor optymalny wychodzi z punktu &, i ma
dotrzeé do pewnej prostej réwnoleglej do osi a", ktéra bedzie prosta
celowy. Tor oczywidcie nie jest krzywa ciagla, lecz ciagiem punktéw prze-
strzeni R". Zadanie polega na tym, aby wyznaczyé¢ takie sterowanie (i),
aby n-ta wspéhlrzedna punktu (k) byla najwieksza. Ta wspélrzedna
jest wiee wskaznikiem jakosci. Ilo§é rozwazanych momentow czasowych &
jest ustalona.

8.2. Zalozenie zasadmicze. Oznaczmy przez ||4(i)]] norme macierzy

(8.2.1) 4@ = o |4 (7)],

gdzie przez |x| rozumiemy euklidesows dlugo§é wektora . Oznaczamy
przez N (i) zbiér wszystkich wektoréw g(i,u), gdzie u jest dowolnym
wektorem ueU.

Zakladamy, ze N(i) jest zbiorem domknigtym, ograniczonym i wypuk-
lym dla ¢ = 0,1,...,(k—1).

Zbiorem osiggalnym, oznaczonym przez W, nazywamy zbiér wszyst-
kich ®(7), ¢ = 0,1,...,k, ktére mozna osiggnaé z punktu @, przyjmujgc
dowolne sterowanie dopuszczalne, to znaczy takie, ze w(i) e U. Przez W;
oznaczamy zbiér wszystkich punktéw zbioru W dla ustalonego i. W jest
wigee polgczeniem wezystkich W; dla ¢ = 0,1,...,k.

8.3. Zasada optymalnego toru. Przy przyjetych zaloZeniach mozna
dowie$¢ indukcyjnie, ze jezeli u(i) jest sterowaniem optymalnym, to
x(7) nalezy do brzegu zbioru W;. Inaczej méwige, gdy sterowanie jest
optymalne, to odpowiadajacy mu tor (i) przebiega stale po brzegu zbio-
ru osiagalnego W.

Oznaczmy przez w;(®(i)) zbiér wszystkich x(i4-1) osiagalnyeh przy
dowolnym wyborze u(i) z danego punktu x(i). Inaczej méwiae, w;(x(i))
jest zbiorem osiggalnym po jednym kroku z danego punktu a(i). Z za-
sady optymalnego toru wynika twierdzenie: jeieli w(i) jest sterowaniem
optymalnym, to ®(i+1)—x(i) nalezy do brzegu zbioru w; (:n(i)).
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8.4. Oznaczmy przez f(x,u,i) prawg strone réwnania (8.1.1). Niech
p bedzie dowolnym wektorem w przestrzeni R". Oznaczamy przez
H (i, x, u, p) iloczyn skalarny

(8.4.1) H (i, @, u, p) = p"f(a, u, ).

Mozna dowie$é nastepujace twierdzenia (por. [12]):

1. Jezeli wu(i) jest sterowaniem optymalnym i jezeli brzeg zbioru W;
ma w punkcie x(i) hiperplaszezyeng stycenqg z niezerowaq mormalng zewnetrz-
ng p(i), a brzeg zbioru Wi, ma w punkcie x(i-+1) hiperplaszczyzne stycz-
ng z niezerowq normalng zewnetrzng p(i-+1), to wtedy dla wszelkich v eU
jest

H(i, (i), (i), p(i+1)) = H(i, 2(i), v, p(i+1)).

2. Przy tych samych zalozeniach co w twierdzeniu 1 mozna tak dobraé
dlugodei wektorow p(i), pli+1), aby zachodzil zwiqeek

pi)—p(i+1) = AT@)p(i+1).

Twierdzenia te wyrazaja zasade maksimum dla proecesu opisanego
réwnaniem (8.1.1).

Na zakoliczenie zauwazmy, Ze jezeli istnieje w ogole sterowanie pro-
wadzace z punktu &, do prostej celowej, to musi istnie¢ sterowanie opty-
malne.

8.5. Zajmijmy sie bardziej skomplikowanym przypadkiem (por. [13]),
w ktérym dziedzina sterowania zmienia sie z czasem, wektor fazowy
podlega ograniczeniom zaleznym od czasu, a zamiast Zgdania, aby tor
dotari do prostej celowej przy najwiekszej n-tej wspolrzednej, postawimy
zadanie, by otrzymad minimum pewnego funkcjonatu wypuklego ze wzgle-
du na @ i w. Zamiast a(), u(i) bedziemy pisali x;, u;. Niech x; eX; = R",
i =0,...,k; u;e Uy = R"; @, —x; = fi(2;, w;). Zakladamy, ze fi(x, u)
sg funkejami liniowymi na X; x U;. Niech funkcje o;(a, u) o warto§ciach
rzeczywistych beda okreslone odpowiednio na zbiorach X; X U; i wy-
pukle na nich.

Szukamy optymalnego sterowania {i} :: odpowiadajacego mu opty-

-1

malnego toru {a;}, takich, aby funkejonat D) oi(®;, ) osiagnal minimum
=0
dla @ = @&, w; = u;. Mamy twierdzenie:

Warunkiem koniecenym i dostatecznym, aby {&:;} i {;} byly optymalne,
jest, aby tistnial ciag wektordw {p;}, p;ic R", i = 0,...,k, p, = 0, taki, aby
pT (¥ —ax) = 0 dla wszystkich x Xy i aby

Hi(i;’ir ﬁis Pip1y Pi) = Hi(®iy Uy Pisay Pi)
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wszystkich ®;eX;, w; e Uy, © = 0,1, ..., k—1, gdzie
Hi(x, u, p, q) = p"fi(x, @) +(p—q)" 2—0i(x, w).

Praca [13] zawiera jeszcze dwa inne twierdzenia, dotyczace pochod-

nych probleméw, ktére pomijamy, gdyz wymagalyby dluzszyech objas-
nien.
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