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7. K. CHARZYNSKI (Warszawa)

O pewnych ciaggach nieskonczonych

(na marginesie zadania R. Krasnodebskiego)

Rozwazmy funkeje rzeczywista f okreflong co najmniej w pewnym
sgsiedztwie zera oraz monotoniczng w nim (moze byé réwniez w prawo-
stronnym otoczenin rosngca, w lewostronnym malejaca i odwrotnie),
majgcq granice limf(x) = 0; ciag liezb rzeczywistych {a;} zbiezny do

T—0

pewnej liczby «; funkeje rzeczywista A: R — R, spelmiajaca warunki

a. A(u) - +oo,
|t —o0

b. dla dowolnego « istnieje granica
A(u)
Eu'l—yooll("-ﬂus) - 1#(93); § >0'

Zalézmy poza tym, ze istnieja granice
. 1
() tim 2( ;)70 = g0
|u]—0 u
oraz .
limy(z) =9 badi limy(x) =7y
T lfa B
w zaleznosci od tego ezy a # 0, czy tez a = 0.
Wykazemy, ze woéwezas cigg
[AN

A g
0’” = 5 —
il f( _ns)!
k=1

okreslony‘ dla dostatecznie wielkich n, ma granice ¢ = g-y.
Wezmy dowolne &>0. Wobec zalozenia istnieje 6 >0 takie, ze
dla » spelniajgcych nierownosé:

a—=<o (badi [o| > 9)

mamy
lgy (@) —gy| < te.
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Niech 5 >0 oznacza liczbe, dla ktérej zachodzg nierdwnoSei:

{1 1

a+9 a

1
<38 (baédé? > 4),

przy czym liczby a—% i a-+7 majg ten sam znak (gdy a # 0). Wedlug
zalozenia jednak ax — a. Zatem istnieje liczba k, = ky(n) taka, Ze dla
wszystkich & > ko(n)

a—np < o< ai1.
Stad

a—1 o a+t+9
s

<<
w® n®

dla =»=1,2,...

Skorzystamy teraz z zalozenia o monotonicznofei funkeji f. Dla usta-
lenia uwagi przypuscimy, Ze f jest rosngca (niemalejgca). Wobec tego

f(:—f) gf(%) gf(“”) dla k> k.

n&
Sumujae od k, do [A(n)] otrzymamy (dla dostatecznie duzych )

(%) < (aom—s 1),

[Am]

(A(n)—ko—l)f(“;;”) 3

k=kg+1
Mozemy oczywiscie napisaé.
[A(m)] - "il1|| . [4m)] &
o= 2al5) = 2ol + 2 1)
k=1 k=1 k=lg+1
W my$l zalozenia dla ustalonego k& mamy
lim f (Ef;) =0
fseo \ M
Wobec tego
ko
Zf('%:‘) =0, gdy n-—> oo,
k=1

istnieje wiee N, takie, ze dla wszystkich n > N,

N

o 1
ad
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Z drugiej strony

[A(n)—-ko)f(a )—1( )f(a:l:ﬂ)_kof(ad:?})

kof(a:bn)—+0 dla  n-> oo,
f22) - L
()f( A(ﬁm) s =0 i ey 1

a-+n

gdy n — oco. Istnieje wiec N, takie, ze dla wszystkich n > N,
— —&
Y e g e

1 1 1
) -—e+w( 7 )9<—"e+9w—*s+gw<

’(Etn)—ko)f(“ﬂi

stad
a-1n

(A(n)— ko-lJf(

< —i-a-i-g‘lp(‘c:*_]:?) < (R(n)—kn)f(a;n).

Przyjmujge N = max(N,, N,) dla » > N mamy jednoczeSnie
2] ; ko
1 3 o 1 1 W (437 1
gw‘afﬂz f(ﬁ)<9"’+2e’ —§8<Zf(:«;s*)<zs
=k0+]_ k=1

Tym samym dla dowolnej liczby & > 0 znalezli§my taka liczbe N, ze
dla wszystkich n > N zachodzi nieréwnosé¢ gy—e < o, < gy -+ &. Ozna-
cza to, Ze rzeczywiscie g, — gy, gdy n — oo, co nalezalo okazaé.

R. Krasnodebski podal nastepujace zadanie (Wiadom. Mat. 10, str.
105, zadanie 151):

Znalezé granice ciggu liczb:

512

VE—VEk—1
Pn = HCOS—-—-—-——-——QQ,

n
k=1

Pokazemy, ze p, — 1. Istotnie, oznaczajac

k k—1
on = Inp, = Z In (cos 1/—'/— : }
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oraz _
f@) =Icosw, A(u) =us, o =(VE—VEi—1)p, s=1

stwierdzamy, ze a; — 0, gdy k — oo i mozemy stosowaé powyzsze twier-
dzenie. Mamy
Alw) ; u’? 1
@ Iim ————— = lim =-—
1‘0( ) |u}—c0 A( ) Jat}—+c0 x2u? 5.«"'2’

1
p = limyp(z) = lim — =0,

[t}>o00 [zso0 L2 )
1 1 1
g = llmit( )f(u)—llmu— lncosu——-a,

skad ¢ = gy = 0; tym samym p, ¢’ = ¢’ = 1.

Zauwazmy wreszcie, ze w przypadku, gdy a # 0 dla wykazania
zbiezno$ei ciggu {o,} wystarcza zatozyé istnienie jednostronnej granicy (*);
lewostronnej, gdy a< 0 i prawostronnej, gdy a > 0. Dowdd pozostaje
przy tym niemal bez zmian. Podobnie, dla rozwazenia przypadku, gdy ax

&ni . P 5 Aa(ny) . sl

rosnie nieograniczenie, przy czym ——.— — 0, gdy »— co mozna poming
w

zalozZenie b, za§ w miejsce istnienia granic

lim () badZz lLim y(z)
Z—lfa 1z}
zalozyé istnienie granicy

i 1

lim E TR gy
© k<am) } (_n_)
ag

aby analogicznie stwierdzié, ze granica ciagu {o,} jest liczba o = g-y.
Powyzsze uwagi pozwalaja uzyskaé¢ kilka interesujacych, byé moze,

przej§é granicznych, wéréd ktorych, jako przypadek szczegélny, znajdzie-

my znéw odpowiedZ na pytanie R. Krasnodebskiego. Mamy bowiem

]]cos—qu—» exp( ) ]Icos———rexp(-—%az), gdyakk_—:ma;

N nseo

n

5t 1 = m ke B L
[1(1+5) e (f) etvor—s [Jewm 2 o5

k=1 k=1

m=12,...,
i tym podobnie.
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