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S. WekSLER (L6d2)
O pewnej charakteryzacji numeracji potegowych

Powszechnie uzywane numeracje potegowe liczb calkowitych nie-
ujemnych polegaja na jednoznacznym przedstawieniu liczb catkowitych
jako sum kolejnych poteg (jednostek Kolejnych rzedéw) jakiej$ ustalo-
nej liezby wiekszej od 1 (podstawy numeracji), pomnozonych przez wspol-
czynniki (cyfry) mniejsze od podstawy numeracji. Mozna wobec tego
stara¢ sie scharakteryzowaé opisane numeracje za pomoca mozliwie
stabych warunkoéw.

Numeracja Fkanoniceng bedziemy nazywali kazda pare ciaggow
(Gos G1y +++)y (Coy ..., ¢q) liczb calkowitych, spehmiajacych nastepujace wa-
runki:

I 0<gp<h<...<h<huu<-..
(II) 0<0 <6 <...<¢<{y,

(ITI)  dla kazdej liezby catkowitej « istnieje dokladnie jeden skon-
czony ciag (ky,-.., k) wskaZznikow taki, ze

(1) % = CkyGo+ -t Chyp G-

Liczby ¢y, ¢y, ... bedziemy nazywali jednostkami Fkolejnych rzedow,
a liczby ¢y, ..., ¢, — cyframi.

Numeracje kanoniczng bedziemy nazywali potegowq, gdy istnieje
g >1 takie, ze g, = g"dlan = 0,1, ..., 2a§ g=g—1loraze, = kdlak =
=0,...,q.

TWIERDZENIE. Kaida numeracja Lkanoniczna jest numeracjq pole-
gowaq.

Dowéd. Zauwazmy, ze g, = 1. Istotnie, z warunku (III) wynika
w szezegolnodei, ze liczbe 1 mozna przedstawié w postaci (1), co jest
mozliwe tylko wtedy, gdy m = 0, ¢;, = 1 oraz g, = 1. Zauwazmy dalej, ze

(2) q=¢g—1 oraz e¢=%k da k=0,...,q.

Istotnie, z warunku (III) wynika, ze kazda liczbe # miedzy 0 a ¢,—1
mozna przedstawié¢ w postaci (1), co jest mozliwe tylko wtedy, gdy m = 0
oraz cx, = ¥, tzn. @ jest cyira.
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Zauwazmy wreszcie, ze g, = ¢ dla n=0,1,..., gdzie g = g¢,.
Istotnie, g, = 1 = g7. Dalsze réwnofei beda udowodnione przez indu-
keje. Przypusémy, ze dla pewnego 4

(8) =g dla i=0,...,1

oraz g1, # ¢ . Rozwazymy dwie mozliwosei:

(a) W przypadku, gdy g, <g'*' liczbe g1,, mozna przedstawié
(jak wiadomo z teorii numeracji potegowych) w postaci dog’+ ...+ dy g,
gdzie dy #0 dla 0 <N <11i 0<d; <g—1, czyli (zgodnie z (2) i (3))
w postaci dygy+ ... +dngy, gdzie d; (i =0,..., N) sg cyframi naszego
rozwiniecia kanonicznego; zarazem te samg lieczbe mozna przedstawié
w postaci dogo-t ...+ duga, gdzie
: 0 dla 7=0,...,1,

M=1+1 i d; = N
1 dla i=10+1.
Liezba gi,, mialaby wiee dwa rézne przedstawienia whrew warunkowi (III).

(b) W przypadku ¢;,, > gt liczbe ¢'*! mozna przedstawié zgodnie
z warunkiem (IIT) w postaci dygo+ ...+ dngn, gdzie dy =01 d; (1 =0, ...
..., N) sa cyframi; zarazem nie moze byé N = [4-1, bowiem wtedy byloby

N
QIH = Zdv:gi = gN = i,
izo

whrew przyjetemu zalozeniu. Podobnie nie moze by¢ N <1, bowiem
wtedy byloby (na moey (1), (2) i (3))

N N
gl-i—l . Edigi — Zdi,g‘ < g_.\v+1 < ng»

im0 i=o
Tak wiec rozwazany przypadek jest tez wykluczony.

Wykazalismy, ze ¢, = ¢""'. Na mocy zasady indukeji twierdzenie
nasze jest udowodnione,
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