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H. Iwaniec (Elblag)

O pewnej wlasnoéci wielokata wypuklego i jego przekatnych

Na XVII Olimpiadzie Matematycznej, na zawodach stopnia trze-
ciego, podane zostalo nastepujace zadanie:

Danmy jest szesciokat wypulkty ABCDEF, w ktérym kaida z przekainych
AD, BE, CF, dzieli sze$ciokat na dwie cz¢sei o réwnych polach. Dowiesé,
2e te przekaine przechodza przez jeden punkt.

W zwigzku z tym Andrzej Makowski postawil pytanie: W jakim
stopniu mozna to twierdzenie uogélnié na dowolne wielokaty wypuk-
te o wiekszej liczbie wierzchotkéw? Okazuje sig, Ze bezpoSrednie uogol-
nienie nie jest prawdziwe.
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Pole wielokata ABCDEF... oznaczymy symbolem (ABCDEF...).

TWIERDZENIE 1. Istnieje wielokat wypukly W o n =2k > 8 wierz-
chotkach, Kiorego wszystkie przekatne laczqce wierzehotki przeciwlegle po-
towiq jego pole, k—2 spodrdéd wich przechodzi przez jeden pumkt, ale wie
istnieje punkt wspdlny wszystkich tych przekainych.

Dowé6d. Wielokat taki mozna skonstruowaé w sposéb pokazany
na rysunku 1. :



8 H. Iwaniec

Punkty A,, 4,, A, A,, By, B,, B;, B, maja wspéhrzedne calkowite.
Wierzcholki 4,, 4g, ..., Ax, By oraz By, B;, ..., Bi, A, leza na wspélnym
okregu o §rodku P i dziely odpowiednie luki tego okregu na k— 3 réwnych
czeSci. Z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Pitagorasa wynika, ze
< PB,B, jest prosty (bo (1*-+3% 4 (3°-+9%) = 10%); zatem wielokat W
jest wypukly. Widaé, ze prosta [ jest osig symetrii wielokata W (rys. 1).
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Punkt P jest frodkiem symetrii wielokata A, A45... A, BB, B;s... B A,,
wiec przekatne I, I5, ..., lx, |, laczace odpowiednie wierzchollei A;i B; (i =
=1,2,...,k) wielokgta W polowig jego pole. Zauwazmy, zZe

(Bas Ba: A ch: Al? 4,) = (Au Bsr Bs: veny BkH‘Gg!Zs
(-A-zr -A-as seey Aks B.l.s Bz} = (Bl? Ah AM seey Ak)—{r69/2.

Wrynika stad, ze przekatna I, polowi pole wielokata W. Z symetrii wzgle-
dem I wynika, ze I, tez polowi jego pole. Ponadto przekatne I,, l,, ls, ..., Iz
przecinaja sie w punkeie P, a I, i I; w punkecie @, gdzie P # @ (rys. 1).

Zauwazmy, ze zalozenie, iz wszystkie przekgtne — procz jednej —
lgczace wierzcholki przeciwlegle wielokgta maja punkt wspélny, nie
pociaga jeszcze istnienia punktu wspdélnego tych przekgtnych. Wynika
to z nastepujacego twierdzenia:

TWIERDZENIE 2. Istnieje wielokat wypukly W o n = 4k > 8 wierz-
cholkach, ktorego wszystkie przekaine taczace wierzcholki przeciwlegle potowiq
jego pole, oraz 2k—1 sposréd wich przechodzi przez jeden punkt, ale nie
isinieje punkt wspdlny wszystkich tych przekatnych.

Dowéd. Konstrukeje tego wielokata przedstawia rysunek 2.
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Zalozmy, ze Lk jest liczba naturalng (k = 1), a s liczbg rzeczywista
taka, ze 0 < s <1, ABCD — trapezem réwnoramiennym, P — punktem
przecigeia przekatnych trapezu ABCD, oraz ze < ACD = }w. Niech

2a
Q(A,P):(l, Q(P’C)=T=F‘_——'—‘—,—"_—'~_"— >a
- l/3cos(s/k)+1

Gdy s -0, wowezas r — @ Niech 4, 4,,..., Ay lezg na luku okregu
o §rodku p i dzielg ten tuk na %k réwnych czefei i niech < A,PA = s.
Niech B; leza na prostej przechodzacej przez A; i P oraz

r da ¢=0 (mod2), .
e(P, B;) = e (6 =1,2,...,k).
a*fr dla ¢=1 (mod2),

Niech wreszcie 4; oraz B; beda symetryczne wzgledem I odpowiednio
do punktéw A; oraz B;, a <X HAyP = }n = < HB,P, gdzie | jest osia
symetrii trapezu ABCD (rys. 2). Zauwazmy, Ze

(AAy... A EAy... 4,B) >a?2, gdy s-0,
(CB, ... ByHBy ... B, D) - a2, gdy s—0,
(4BC) - (ADC), gdy s—>0.
Istnieje wige s, takie, ze dla s < s, istnieja punkty X «EF i Ye<@QH takie,

ze AC polowi pole wielokgta W1 o wierzcholkach 4, 4,,..., 4;, X,
Ay ooy Ay By Oy By o BA,Y By, ..., B,, D. Niech CDLK bedzie

prostokatem 0 W‘YSOkObUl KC oraz

V{E(a—l—?)r o V2
3r+a 2

= o(PN), bo r>a.

o(KC) =

Wykazemy, ze wielokat W o wierz-
cholkach L, A, A,,..., Az, X, Ay, ... Bois2
"Jgu B,K,C, By, ..., B, ¥, By, Rys. 3
.y By, D ma zgdane wlasnodci. Ma
on bowiem 4k-+8 wierzcholkéw (k > 1) i jest wielokatem wypuklym.
Istotnie, (a) <t LAA, - = gdy s -0, wieec < LAA, <= dla s <s,.
(b) X BiBi,,Bi s < =, gdyz punkt By, dzieli odeinek RM w stosunku
1:4 (rys3), bo

2
i T 4% — 3reos(s/k)+-r = 30(PR)+ o(PM).

(e) Pozostale katy wewnetrzne wielokagta W s3 mniejsze od = (wynika
to z konstrukeji).
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Kazda przekatna wielokata W laczaca wierzceholki przeciwlegle po-
lowi jego pole. (a) AC polowi pole W, gdyz (ALD) = (BKC) oraz AC
potowi pole W,. (b) A;B; polowi pole W; wynika to z (a) oraz stad, ze

; A 1 a
(BiPBi,) = 5 BiP Bi,1Psin(s/k) = E-%rsin{sﬂc) — (AP A )

(e) Xy polowi pole W (wynika to z symetrii). (d) BD polowi pole W
(wynika to z symetrii i z (a)). (¢) A;B; potowi pole W (wynika to z symetrii
i z (b)). (f) LK polowi pole W, gdyz

(DCKB) = (DBC)+(BEC) = % V2r(a+t r)%-{- _;- ; (“;;’1’:/2 ’(,_:),/2 =

]/E(a—i—*r)r —— '
- @TW = DCKC = (DLKCQ).

Poniewaz DB polowi pole, wiec LK tez polowi pole. Ponadto wszystkie
przekatne oprécz LK maja wspolny punkt P. '
Dla % = 0 (czyli n = 8) wielokat W konstruujemy analogicznie.

‘4! ‘42 ’43
By As
By = P : A

; R 2 2%
By Azkst

B

33 32 1

Rys. 4 B

TWIERDZENIE 3. Jeseli wszystkie przekatne wielokata wypuktego
W o n=4k+2 wierzchotkach laczace wierzchollki przeciwlegle polowiq
jego pole oraz 2k sposrod mich przechodzi przez jeden punkt, to wszystkie
te przekatne majq punkt wspolny.

Dowd6d. Niech A,,A,,...,Ay,; beda kolejnymi wierzcholkami
wielokgta W przeciwleglymi do odpowiednich wierzcholkéw B,, B,, ...
eooy Bopyy. Zalozmy, ze przekatne [, 1,, ...,y maja wspllny punkt P.
Zatem Uy, Uy, ..., lyx_, leza wewngtrz kata <¢ A, PAy i wewnatrz <¢ B, P By,
a prosta ly,; przecina ramiona jednego z nich, np. kgta < By PByy; (rys. 4).
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Zalézmy jeszcze, ze Qely A logy; 1 Rely ~ ly,,. Poniewaz wielokat W
jest wypukly, wiec Pe W oraz odeinki 4;B; zawieraja sie¢ w W (i =
=1,2,...,2k+1). Zatem Qe W, ReW, Qedy,1Boryy 1 RedyBy.
Oznaczmy

e(4:, P) =a;, o(B;,P)=b (s=1,2,...,2%k),
0(Asks1, Q) = Baryry  o(B*, B) = b,
o(P,Q) =7, ¢(@,B)=p eP,R)=3.
Niech 8 oznacza pole wielokata W. Zatem

(Aidiyy oo Agpp1By .. B) =8/2 (i=1,...,2k—1),
oraz
(A‘i-{-] "'A2k+lBl “ew B{B{_‘_l) = 8}2 (?: == 1, ...,21‘:“‘"1}. .
Stad
(4:4;,,P) = (B;B;,P).

Analogicznie mozna pokazaé, ze
(Ao Az R) = (B Ba 1 R)  oraz (Ao 1B Q) = (Bar;1449).

Ze wzoru na pole tréjkata wynika zatem, ze

(1) @i, = bibiy, (=1,...,2k—1)
oraz §

(2) a2:":.1.1(51"'?) = (51+?)(52k+1+@’
{3) 32k+1(52k—§) = (azk'I'ﬁ) (62k+1+@-

Mnozge stronami réwnosei (1), dla ktérych ¢ jest nieparzyste oraz dzie-
lac stronami przez réwnosei (1), dla ktorych ¢ jest parzyste otrzymujemy :

(4) Gy = byby.

Mnozge stronami réwnosei (2), (3) i (4) dostajemy
(51—?)a1azkaﬂ:+1(Ezk"—ﬁ)gzkﬂ = by(@; +7) (Gor+ ) (@ak 31+ D) bk (Bary 1+ D),

stad =P = = 0, czyli Pely,.
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