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O funkcjach mierzalnych okresowych

Celem tej notki jest udowodnienie nastepujacego twierdzenia Bur-
stina~F.omnickiego:

Niech f bedzie funkeja zespolong ma zbiorze R liczb rzeczywistych, mie-
rzalng w sensie Lebesgue’a ¢ majqgeq dowolnie male okresy. Wowczas istnieje
liczba s taka, e f(x) = s prawie wszedzie.

Twierdzenie to zostalo ndowodnione przez Burstina w [1], jednakze
jego dowdd byl falszywy. Zostalo ono niezaleinie odkryte i nudowodnione
przez Y.omnickiego [3]. Inne dowody podane byly w [2] i [4]. Wydaje
sie, Zze ponizej podany dowod jest prostszy od poprzednio znanych.

Okresem funkeji f okre$lonej na R nazywamy kazda liczbe a<R
taka, ze f(z-+a) = f(z) dla kazdego zeR. OczywiScie zbiér A okreséw
dowolnej funkeji jest podgrupa grupy addytywnej R. Nadto, jezeli ze-
ro jest punktem skupienia elementéw pewnej podgrupy grupy R, to ta
podgrupa jest gestym podzbiorem zbioru R.

Zalézmy najpierw, ze f: R — C jest ograniczong i mierzalng funkeja
o wartosciach zespolonych, ktoéra ma ciag okreséw zbiezny do zera, a wiec
ma gesty zbior okresow. Wiadomo, ze wowezas f jest lokalnie calkowalna,
tzn. calkkowalna po kazdym przedziale skoniczonym, i istnieje tzw. wartosé
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Rozwazmy funkcje h okreflong wzorem

h(@) = [ g(t)ydt, gdze g(t) = f(t)—s.
[}
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Kazdy okres a funkeji f jest jedﬁoezeénie okresem funkecji k. Istotnie

zta

h(@+a) = [g@)di+ [ (f(t)—s)dt = k().

Funkcja h jest ciggla i zbiér jej okreséw jest gesty, a wiec h jest stata.
b

Poniewaz h(0) = 0, wiec h = 0. Wynika stad, ze [¢(t)dt = 0 dla kazdego
a@

przedzialu (a, b), co oznacza, ze g = 0 1 f(x) = s prawie wszedzie.

Aby udowodnié, ze dowolna funkeja zespolona f mierzalna, z ges-
tym zbiorem okreséw jest réwnowazna funkeji stalej, rozwazmy ciag
(fa)me1 funkeji zdefiniowanych wzorami

fult) = 3;(‘) jedeli 1f(0)] <,
jezeli  |f(t)| >n.

Funkeje tego ciggu sg mierzalne, ograniczone i kazdy okres funkeji f
jest okresem funkeji f,. Wynika stad, ze funkeje f, sa prawie wszedzie
stale dla » = 1,2, 3, ... Poniewaz f, —f, wiec f jest prawie wszedzie
stata. '
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