ROCZNIKTI POLSKIEGO TOWARZYSTWA MATEMATYCZNEGO *
Seria II: WIADOMOSCI MATEMATYCZNE XI (1969) wmptm
1897

T. FicieL (Warszawa)

O réwnaniu funkeyjnym fle+y) = fz)+f(y)

M. Fréchet ([4], [b]) udowodnil nastepujace uogélnienie znanego
twierdzenia Cauchy’ego:

Kaide rozwiqzanie wmierzalne rownania funkeyjnego

(1) fle+y) = f@)+f()

(x, y — rzeczywiste) ma postaé¢ f(x) = f(1)a.

Inne dowody tego twierdzenia podali H. Blumberg [3], W. Sierpinski
([81, [9]), S. Banach [2], M. Kac [6] oraz A. Alexiewicz i W. Orliez [1].
Ponizszy dowod korzysta jedynie z najprostszych wlasnofei miary Le-
besgue’a na prostej.

Dowdd. WprowadZzmy oznaczenia

gi(w) = tf (#)—f (1),
Afy = {xe[0, [211: |g:(2)] < u},

gdzie t,z,u s3 dowolnymi liczbami rzeczywistymi.
Z réownofei

ge(x+1) = tf(w+)— (e + 1) f(t) = if (@) —2f (1) = g:(®),
9¢(22) = tf(20)—2af (1) = 2[if (»)— 2f(1)] = 2g.(2)
zachodzacych dla dowolnyeh rzeczywistych o, { wynika, ze
Aft) = }ATY = A%,
zatem
|ATINAY] = 0.
Mamy wiee

[0, HINAY = | U A7l = \’ lAfnAl Y =0,

f=-—00 n=..m

czyli gi(x) = 0 prawie wszedzie na [0, [t]|].
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Jezeli ¢ # 0, to poniewaz ¢ jest okresem funkcji g, wynika stad, ze
g: = 0 prawie wszedzie. Poniewaz réwniez g, = 0, wiec dla kazdego
rzeczywistego t réwnosé

0 = tg, (2)— ge(®) = Uf (@) —tf (1) — tf (@) + 2f (¢) = [f(1)—f(1)]o

zachodzi prawie wszedzie ze wzgledu na . Wynika z niej, ze f(t) = f(1){,
co wobec dowolnosei ¢ koriezy dowdd.

Powyisze twierdzenie zachodzi w niezmienionym sformulowaniu
dla ciala Q, liczb p-adycznych oraz ciala szeregéw nad ciatem Z, reszt
modulo p. Przypomnimy okreflenie ciala Q, (patrz [7], str. 151-156).
Niech p bedzie liczbg pierwszg. Kazda, rézng od zera liczbe wymierng r
mozna przedstawié¢ w postaci » = pkab*l, gdzie k jest liczba calkowita,
a a i b sa liczbami calkowitymi niepodzielnymi przez p. Wykladnik %
jest funkeja zmiennej r. Oznaezajac go przez v,(r) mozemy okreslié w ciele
0O liezb wymiernych norme p-adyeczna, przyjmujac

0 =0 oraz |r]|=p?" dla r#£0.

Rozszerzajac w sposob ciggly dzialania algebraiczne z Q na uzupel-
nienie ciala O w metryce o(z,y) = |#—y]| oftrzymujemy cialo Q, liczb
p-adyeznyeh. Kazdy element tego ciala ma jednoznaczne przedsta-

wienie w postaci szeregu > a,p", gdzie a, sa liczbami calkowitymi
n=F

i 0<a,<p. Szereg ten jest bezwzglednie zbiezny wzgledem normy

p-adyeznej, ktora, jak latwo sprawdzié, dana jest wzorem

) lell = p~*, jezeli @ = D a.p” oraz @ #0.

Te=fs
Oznaczajac K(2,7) = {weQ,: [v—z| < r} mamy nastepujaca, latwa do
sprawdzenia tozsamos$é

??—1_ "
(3) K0, plzl) =U K(_'z: l!zll), ;
n=0 P

w ktoérej skladniki sumy po prawej stronie sg parami rozlaezne. Cialo Q,
jest lokalnie zwarte, zatem na jego grupie addytywnej istnieje miara
Haara u. Z regularnosci tej miary oraz réwnosei (3) wynika, ze dla do-
wolnego zbioru mierzalnego A

1
(4) p(pA) = —u(A).
»
Niech teraz f: O, — Q, bedzie mierzalnym rozwigzaniem réwnania (1).

Oczywiscie f(0) = 0. Niech teQ,, ¢ # 0. Oznaczmy znéw g () = if(¢)—
—af(t). OczywiScie
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(5) 9:(rz) = rge(x),
(6) gi(@+rt) = (@), 7reQ,xeQ,.
Niech A7 = {#¢0Qyp: |gi(2)]| < u}. Wowezas z (6) wynika, ze

w(AP* ~ K (0, t])) = p(A; " K( |1t||))
Stad i z (3)
w47 ~ E(0, i) = ‘})‘#(Afm ~ E(0, p ).

Korzystajac kolejno z (4), () i (2) otrzymujemy

1 1
HlAF A KO, 1) = (; ¢ A —K(o, nzu))

1
;.“[A?u ~K(0,p ”t“))!
czyli ostatecznie

w(AP ~ K (0, [1t]) = n(d¥ ~ K(0, |1t]).
Zatem

wlio<K (0, t: gie) #0) = ul U_ (484" A K(0, 1)) =

= 3 sl 4F\aP") A K (0, Jt)) =
> (wlAF" ~ K0, [t)— (42" NK(©, [t]) =0,

T — 0

czyli g; = 0 prawie wszedzie na K (0, [it|). Z (6) wynika, ze g; = 0 prawie
wszedzie. Stad, jak w poprzednim dowodzie, wynika, ze f(t) = #f(1).
Dowéd dla ciala szeregéw nad Z, jest prawie identyczny.
Bedziemy moéwié, ze cialo topologiczne I ma wlasnoéé (C), gdy kazde
_mierzalne rozwigzanie f: K — K réwnania funkeyjnego (1) jest ciagle.
Oczywiécie kazde cialo dyskretne ma wlasnosé (C); nadto kazde
skoniczone rozszerzenie ciala majacego wlasno§é (C) ma wilasno§é (C).
Skorzystamy teraz z nastepujacego znanego twierdzenia ([7], str. 157-169):
Kazde lokalnie zwarte niedyskretne cialo topologiczne jest skon-
czonym rozszerzeniem jednego z nastepujacych cial: ciala liezb rzeczywis-
tych, ciala liczb p-adyeznych, lub ciala szeregdw potegowych nad ciatem Z,,.
Wynika z niego
TWIERDZENIE. KaZde lokalnie zwarte ciato topologiczne ma wtasnosé (C).
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