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A. LELEK (Warszawa)

O dziatalnosei B. Knastera w topologil

Prace badaweze profesora Bronistawa Knastera z zakresu topologii,
stanowigce gléwna cze$é jego dorobku naukowego, koncentruja sie wokot
trzech tematéw, zwiazanych z pojeciami continuéw, zbioréw spéjnych
i odwzorowan ciaglych. Kazdy z nich zostanie tutaj omdéwiony na przy-
kladzie kilku publikacji, ktore w znacznej mierze miaty bogata historie
i byly wydarzeniami w rozwoju topologii mnogosciowej. Publikacje te
obejmuja lata 1921-1956, ale bynajmniej nie wyczerpuja wszystkich
wynikéw autora z tych lat i pdiniejszych.

I. Continua. XKnaster byl jednym z pionieréw badan nad continu-
ami, tj. przestrzeniami metryeznymi, zwartymi i spéjnymi. W poczatko-
wym etapie rozwoju topologii zainteresowanie continuami bylo szecze-
goélnie silne. Pierwsze osobliwosei wsréd continuéw zauwazyl Brouwer
w 1910 r., badajac przekroje plaszezyzny. Byly to tzw. continua nieroz-
kladalne, czyli nie dajace si¢ rozlozyé na sume dwoch continudéw réznych
od calo§ei. Inny kierunek poszukiwan zaprowadzil Janiszewskiego w 1912 r,
do odkrycia krzywych bez lukéw., Obydwa te wyniki zostaly w 1922 r,
silnie wzmocnione w sltynnej pracy Knastera [2], w ktorej trudna kon-
strukeja geometryezna za pomocy wielobokéw na plaszezyZnie dawala
w rezultacie continuum dziedzicznie nierozkladalne, czyli takie, Ze ono
samo i wszystkie continua w nim zawarte sa nierozkladalne. Continuum
to nazwane zostalo pdzniej przez topologéw krzywa Knastera lub pseudo-
hikiem. Wykrycie istnienia continuéw dziedzieznie mnierozkladalnych
wzbogacito zasoéb obiektéw, z jakimi matematyka miata do ezynienia.
Dalsze doswiadczenie wykazalo, ze krzywa Knastera stala sie niejako
uniwersalnym kontrprzykladem na wiele hipotez, ktérych rozstrzygnie-
cie bez dysponowania nig prawdopodobnie bardzo by sie odwloklo.
Okazalo sie ponadto, ze continudéw dziedzicznie nierozkladalnych jest
duzo. Jak udowodnil Mazurkiewicz w 1930 r., w przestrzeni podconti-
nuéw kwadratu tworzg one zbiér gesty typu . Istnieja tez continua
dziedzieznie nierozkladalne dowolnie wysokiego wymiaru. Sam pseudo-
huk i jego wlasnodci byly badane przez wielu autoréw. Wymienmy dwéch
sposréd nich: Moise dowiodl w 1948 r., ze psendotuk jest homeomorficzny
z kazdym swoim podcontinuum niejednopunktowym (stad nazwa pseudo-
tuku), natomiast Bing w serii prac ogloszonyeh w latach 1948-1951
odkryl szereg nastepnych ciekawych wlasnogei pseudotuku. Miedzy innymi
dowiodl jego jednorodnosei, co rozwigzywalo. stary problemat dotyezacy
krzywych jednorodnych. Przypomnmijmy, ze przestrzenn topologiczna
nazywa si¢ jednorodna, jesli do kazdych dwéch punktéw istnieje homeo-
morfizm przeksztaleajacy przestrzeri na siebie oraz przeprowadzajacy
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jeden punkt w drugi. Najprostszym przykladem krzywej jednorodnej
jest okrag kola. Okazalo sie, iz wladnie krzywa Knastera jest kontrprzy-
kladem na przypuszczenie, ze spofrod continuéw plaskich okrgg kola
mozna scharakteryzowaé za pomoca jednorodnofci.

Konstruowanie paradoksalnyech przykladéw staé sie mialo ,,spe-
cjalnoscig” Knastera. W 1924 r. Kuratowski badal przekroje domkniete
plaszezyzny i przekroje nieprzywiedlne, tzn. nie zawierajace podzbiorow
wlaSciwych bedacych przekrojami. Wykazal w swej pracy, ze kazdy
przekréj plaszezyzny na skorezenie wiele obszaréw zawiera przekrdj
nieprzywiedlny oraz ze kazdy przekréj nieprzywiedlny plaszezyzny na
wiecej niz dwa obszary jest continuum nierozkladalnym lub sumg dwoéch
continuéw nierozkladalnych. W pracy Knastera [3] zbudowany zostal
przyklad przekroju nie zawierajacego zadnego przekroju nieprzywied-
Inego. Knaster pokazal tam tez, Ze istnieja wspélne ograniczenia dowol-
nej skonczonej liczby lub przeliczalnie nieskoriczenie wielu obszaréw
oraz ze istnieje rodzina mocy continuum przekrojéw parami rozlgeznych,
z ktérych zaden nie jest lokalnie spdjny.

Wezesnie] jeszeze Kuratowski rozwingl teorie continuéw nieprzy-
wiedlnych miedzy dwoma punktami, tzn. nie zawierajgcych podeontinuéw
wlaseiwych lgcezacych te punkty. W swej znanej rozprawie, ogloszonej
w 1921 r., zbudowal on rozklad dowolnego continuum nieprzywiedlnego
na warstwy bedace continuami w ten sposéb, Ze przestrzen tego roz-
kladu jest tukiem. Kazde continuum nieprzywiedine ma wige strukture
topologiczng w pewnym sensie podobna do luku. W pracy Knastera [8]
teoria Kuratowskiego zostala istotnie uzupelniona przykladem conti-
nuum nieprzywiedlnego, ktérego rozklad na warstwy jest ciagly i wszyst-
kie warstwy sa niejednopunktowe. Wlasnog§ei warstw continuum nie-
przywiedlnego, spelniajacego powyzsze warunki, byly badane przez poi-
niejszych autorow. Mianowicie w 1949 r. Moise udowodnil, ze wdréd
warstw takiego rozkladu musza wystepowaé warstwy nie bedace tukami.
W 1951 r. Hamstrom udowodnila, ze muszg tam wystepowaé warstwy
nie lokalnie spojne, a wreszcie w 1953 r. Dyer wykazal, ze musza wyste-
powaé¢ warstwy bedace continuami nierozkladalnymi. Dotychezas nie-
rozstrzygniete zagadnienie, postawione przez Knastera, dotyezy wyste-
powania warstw dziedzicznie nierozkladalnych.

Dziedziezenie wlasnosci topologicznych przez podprzestrzenie pewnych
przestrzeni bylo przedmiotem zainteresowania wielu matematykow.
Odkrycie krzywej Knastera stanowilo tutaj primum mobile. W 1930 r.
Whyburn skonstruowat dziedziczny przekr6j plaszezyzny, tj. takie conti-
nuum plaskie, ze kazde jego podcontinuum niejednopunktowe jest prze-
krojem. W pracy Knastera [9] krzywa Whyburna zostala zbadana z punktu
widzenia klasyfikacji Mengera—Urysohna. Knaster mianowicie udowod-
nil, ze krzywa Whyburna jest wymierna, czyli kazdy punkt ma w niej
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dowolnie male otoczenia o ograniczeniach przeliczalnych. Pseudoluk
nie jest wymierny, ale ma te wlasno§é wspélng z krzywg Whyburna, ze
nie zawiera zadnego luku, co realizuje w dwéch réznych kierunkach idee
Janiszewskiego krzywej bez tuku. Dodajmy, ze krzywa Janiszewskiego
takze byla wymierna.

W klasyfikacji Mengera—Urysohna punkty nazywaja sie kolcowe,
jeéli maja dowolnie male otoczenia o ograniczeniach jednopunktowych.
Zagadnienie scharakteryzowania topologicznego zbioréw punktéw kori-
cowych zostalo rozwigzane w pracy Knastera i Reichbacha [13]. Dowiedli
oni, ze przestrzeni metryczna ofrodkowa jest wtedy i tylko wtedy homeo-
morficzna ze zbiorem punktéw koncowych pewnej krzywej plaskiej,
gdy jest ona topologicznie zupelna (czyli typu 5 w kazdej nadprzestrzeni)
i zerowymiarowa.

II. Zbiory spojne. Pojecie spéjnoSei zbioru pojawialo sie dosyé
czesto w pracach topologéw pierwszej ¢wierci XX w. Zajmowali si¢ nim
miedzy innymi Hausdortf, Janiszewski, Lennes i Young., Ale dopiero
praca Knastera i Kuratowskiego [1] przyniosla teorie zbioréw spbéjnych
wszechstronng i precyzyjng. Oprocz ogélnej teorii spojnosei w pracy [1]
znalazly sie zastosowania do zagadnien rozcinania plaszezyzny, a ponadto
konstrukeje paradoksalnych przykladéw zbioréw spéjnych. Byly to
mianowicie tzw, zbiory dwuspdjne, czyli zbiory spOjne nie dajace sie
rozlozyé na sume dwéch rozlgeznych zbioréw spojnych niejednopunkto-
wych. Zbiér dwuspéjny Knastera-Kuratowskiego mial jeszcze moeniej-
szg wlasno§é: zawierat punkt (tzw. punkt eksplodujacy), ktérego usu-
nigeie dawalo zbiér o skladowych jednopunktowych. W 1937 r. Miller
zbudowatl inny zbiér dwuspdjny, nie zawierajacy punktu eksplodujacego.

Istniejg zbiory dwuspoéjne dowolnie wysokiego wymiaru. Co wigcej,
w pracy Knastera [12] opisana zostala konstrukeja zbioréw dwuspéjnych,
ktore dzielay przestrzenie euklidesowe nm-wymiarowe dla n > 2. Zbiory
te mialy punkty eksplodujace, ktérych usunigcie dawalo zbiory o quasi-
-skladowych jednopunktowych.

Operacja usuwania punktéw z przestrzeni spojunych byla tematem
pracy Knastera [11]. Uzyskany wynik dostarczal pomystowej charaktery-
zacji topologicznej zbior6w powstajacych z przestrzeni spojnych przez odje-
cie jednego punktu lub, co na jedno wychodzi, podzbioru domknietego.

Wiadomo, ze kazde continuum lokalnie spéjne jest lukowo spdjne.
Jesli jednak odrzucié¢ zalozenie zwartofei, tkwiace w pojeciu continuum,
sytuacja zmieni si¢ calkowicie. W 1926 r. Moore wykazal, ze istnieje zbior
spojny i lokalnie spojny, ktéry nie zawiera Zadnego tuku. W pracy Knastera
I Kuratowskiego [5] ten wynik zostal znacznie wzmocniony. Udowodnili
oni, ze w znanej krzywej regularnej plaskiej, zbudowanej przez Sierpin-
skiego, istnieje zbiér spéjny, lokalnie spéjny i dziedzicznie niedoskonaly,
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czyli nie zawierajacy zadnego zbioru doskonalego. Konstrukeja tego
zbioru opierala si¢ na twierdzeniu Bernsteina o rozkladzie plaszezyzny
na dwa rozlaezne zbiory dziedzicznie niedoskonale.

W pracy Knastera [4] zostalo rozwiazane zagadnienie postawione
w 1921 r. przez Vietorisa. Rzecz dotyczyla zbioréw spéjnych nieprzy-
wiedlnyeh, ktérych okre§lenie jest podobme do okre§lenia continuow
nieprzywiedlnych. Knaster dowiddl, ze continuum nieprzywiedlne miedzy
dwoma punktami zawiera zbidr spéjny nieprzywiedlny miedzy tymi
punktami wtedy i tylko wtedy, gdy kazde podeontinuum nie bedace
continnum kondensacji jest rozkladalne.

III. Odwzorowania ciaggle. Brouwer odkry! w 1912 r. waZng wlas-
nos¢ sympleksu, polegajaca na tym, ze kazde odwzorowanie ciggle sym-
pleksu w siebie ma punkt staty. To znane twierdzenie Brouwera docze-
kalo sie zwiezlego dowodu w pracy Knastera, Kuratowskiego i Mazur-
kiewicza [6], ktorzy poshuzyli sie kombinatoryeznym lematem Spernera.
W tej formie twierdzenie Brouwera weszlo do podrecznikéw uniwersy-
teckich i moze byé obecnie wraz z dowodem wykladane dla stuchaczy
pierwszych lat studiow.

Wiadomo, ze kazdy obraz ciagly luku jest lokalnie spojny, a zatem
lukowo spéjny. Wynika stad, ze kazdy obraz ciagly continuum lukowo
spojnego jest tukowo spdjny. Weréd continuéw nieprzywiedlnych wyréz-
nia sie klasa continudw szezegdélnie podobnych do huku. Sa to tzw. continua
nieprzywiedlne typu 4, czyli takie, ze wszystkie ich warstwy sg brzegowe.
Continuum nazywa sie 1-spojne, jesli kazde dwa jego punkty mozna
polaczyé continuum nieprzywiedlnym typu A. Twierdzenie o lukowej
sp6jnodei obrazéw ciggltych continuéw lukowo spéjnyeh nie pozostanie
jednak prawdziwe, jesli zastapi¢ lukowa spojno§é przez A-sp6jnosé. W pracy
Knastera i Mazurkiewicza [7] podane zostaly przyklady odwzorowan
cigglych continuéw A-spéjnych, takich ze ich obrazy nie s A-spojne.

Na specjalng uwage zastuguje komunikat Knastera [10] wygloszony
na zjezdzie w Kijowie w 1940 r. Orzekal on istnienie funkeji cigglej rze-
czywistej dwoch zmiennych, ktora nie byla stala na zZadnym tuku. Prze-
ciwobrazy punktéw przez te funkeje byly mianowicie pseudolukami.
Inaczej moéwige, chodzilo o rozklad pasa plaszezyzny na pseudoluki, taki
ze przestrzen rozkladu jest homeomorficzna z linig prostg. Wskutek skom-
plikowanej budowy pseudoluku proba ,,wymiecenia” plaszezyzny za
jego pomoca wydaje sie przedsiewzigciem bardzo trudnym. Tak jest
istotnie, ale jednak okazuje si¢ to mozliwe. Ten wynik Knastera niestety
zostal opublikowany tylko w postaci anonsu, a dzialania wojenne prze-
szkodzily jego ogloszeniu in ewxtenso.

Wysoki stopien jednorodnosci zbioru Cantora byl tematem pracy
Knastera i Reichbacha [14]. Udowodnili oni, ze d_owolny homeomorfizm
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miedzy podzbiorami domknietymi brzegowymi zbioru Cantora daje sie
przediuzyé do homeomorfizmu calego zbiorn Cantora na siebie.

W pracy Knastera [15] zostalo wprowadzone ciekawe pojecie zamo-
cowania rozkladu. Méwimy, ze rozklad jakiej§ przestrzeni jest zamoco-
walny, jesli istnieja skonczone rodziny zbioréw domknietych o dowolnie
malyech §rednicach, parami rozlgeznych i takich, Ze suma zbioréw kazdej
rodziny ma punkt wspélny z kazdym elementem rozkladu. Konstrukeja
opisana przez Knastera daje funkeje ciggla rzeczywista, okreslong na
pewnym continuum lezagecym w przestrzeni euklidesowej trojwymiarowej,
taka ze przeciwobrazy punktéow sa continuami o duzej $rednicy i tworzg
niezamocowalny rozklad ecalego continuum.

®

Od wezesnych lat swej dzialalnogei naukowej i dydaktycznej pro-
fesor Knaster prowadzil seminarium topologiczne, najpierw w Warsza-
wie, pé6zniej we Wroclawiu. Zachowaly sie protokoly tych seminariéw
od 1929 r. (Warszawa) i od 1947 r. (Wroctaw). Seminaria wroclawskie,
znane rowniez jako ,knasteria”, byly dla wielu pierwszg szkola pracy
naukowej, impulsem do rozpoczecia wlasnych badan i terenem dyskusji.
We wszystkim tym profesor Knaster byl jednoczesnie opiekunem i wspot-
uczestnikiem, a takzZe troskliwym nauczyecielem i doradea mlodych adep-
tow. W protokolach z tych lat znajdujg sie nazwiska uezestnikéw, miedzy
innymi — 1947: Goetz, Rutkowski, Siciarz; 1948: Fast, Reichbach,
Zieba; 1949: Mioduszewski, Sasiada, Szamkolowicz; 1950: Szezotka,
Urbanik; 1953: Kapala, Rochowski; 1954: Lelek, Nitka; 1958: Chara-
tonik, Duda, Zaremba. Wyniki uzyskane przez uczestnikow seminariow
dotyezyly zagadnien stawianych przez profesora Knastera. Czesto, mimo
iz czasami jawnie nie bylo to potem uwidocznione w publikacji, byl on
ich wspélantorem, a prawie zawsze — tlumaczem i redaktorem. Swoje
zagadnienia oglaszal takze drukiem. Zebralo sie ich do tej pory ogloszo-
nych ponad trzydziesci i zgodnie z opinia topologéw sa one na ogol trud-
nymi do rozwigzania problematami, dotyczacymi glebokich zjawisk
i rzeczy.
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E. MArczEWSKI (Wroclaw)

O dzialalno$ci B. Knastera

Andrzej Lelek opowiedzial o gléwnym nurcie tworezoéei matematycz-
nej Bronistawa Knastera, tj. o jego pracach topologicznych, a potem
o jego dzialalnoéei, jako nauczyciela i mistrza topologéw wroclawskich.
Z kolei rzeczy sprobuje opowiedzie¢ — nie unikajace nuty subiektywnej —
o innych watkach dzialalnodei Jubilata.

Watek taki tworzg przede wszystkim tematy z ogdolnej teorii mnogosdci.

W latach dwudziestych interesowano sie¢ w Warszawie i Lwowie
zagadnieniami zwigzanymi z twierdzeniem Cantora i Bernsteina o prze-
ksztalceniach wzajemnie jednoznacznych. Pewne jego uogélnienie udo-
wodnil Banach w 1924 roku i stosowal je nastepnie wraz z Tarskim do
dowodu stynnego paradoksu o rozkladzie kuli, nazywanego zwykle imie-
niem ich obu (). W 1927 roku Knaster i Tarski opublikowali w Annalach
PTM kroétkie komunikaty, po$wiecone tym kwestiom (2). My§lag prze-
wodnig komunikatu Knastera jest przeniesienie rozwazan z przeksztalcen
punktowych na funkeje, ktérych argumentami i wartoSciami sg zbiory

(1) 8. Banach, Un théoréme sur les transformations biunivoques, Fund. Math.
6 (1924), str. 236-239, oraz S. Banach et A. Tarski, Sur la décomposition des ensem-
bles de points en parties respectivement congruentes, tamze, str. 244-277.

(%) A. Tarski, Quelques théorémes généraux sur les images d’'ensembles, Ann.
Soc. Pol. Math. 6—1927 (1928), str. 132-133, oraz B. Knaster, Un théoréme sur les
fonctions d’ensembles, tamze, str. 133-134.
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