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Na marginesie artykulu B. L. van der Waerdena
,»Klasyczna i nowoczesna aksjomatyka”

1. B. L. van der Waerden charakteryzujac klasyezna koncepeje
dedukeyjnej geometrii podkreflit szczegélnie jej dydaktyczng motywa-
cje. Poniewaz ta sama konecepeja byla i jest krytykowana wlasnie ze
wzgledow dydaktycznych, sadze, ze moze warto i to inne stanowisko
wyjasnié i umotywowadé.

Klasyezne ujecie geometrii dedukeyjnej jako przedmiotu nauczania
prowadzilo do lieznych nieporozumien pedagogicznych i metodologicznych,
co znajdowalo swéj wyraz w uporezywym poszukiwaniu przez metodykow
sposobOw przekonania ucznia o ,potrze-

bie dowodzenia’’ w geometrii. Miejsce, A ¢
jakie przyznawalo sie temu zagadnieniu

w réznych opracowaniach metodycz-

nych, 1 waga, jaka sie jemu przypisy- 8

walo, §wiadeza o jakim$ glebokim nie- Rys. 1

porozumieniu zmieniajacym to, co jest

naturalne dla matematyka, w sztuczng dla ucznia i nieuzasadniong me-
tod¢. Jeszeze wyrazniej wystepuje to nieporozumienie, gdy glebiej wnik-
niemy w ,recepty” dydaktyezne, majgce na celu przekonanie ueznia
0 ,potrzebie dowodzenia”. Wymieni¢ tu tylko kilka dla przykladu. Wy-
rézni¢ mozemy wfrod nich trzy podstawowe grupy.

Recepty pierwszego rodzaju, niezaleznie od zalozen filozoficznych
ich autoréw — co nam mowi wiele — zalecaja zachwianie zaufania ueznia
do doSwiadezenia 1 obserwacji w geometrii i stale podkreslanie ,,wyz-
szofei rozumowania nad doSwiadczeniem”. Ta argumentacja jest
oczywiscie tylko wybiegiem dydaktycznym. Nalezg tu na przyklad
nastepujace zalecenia:

1. Pokaza¢ uezniowi mozliwo§é zludzen optycznych. Uezeri obser-
wuje rysunek 1 i stwierdza: odeinek AB jest wiekszy od odecinka BC.
Nastepnie mierzy te odeinki i stwierdza, ze ich dlugodei sa réwne. Autorzy
yprecepty ztudzen” konkludujg: oto sposéb przekonania ucznia o wyiz-
szoSei roznmowania nad obserwacja. Jest to oczywidcie zupekie falszywy
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wybieg. Uezen prawidlowo myslacy powinien stad jedynie wysnué wniosek:
nie mozna ufaé tylko obserwaecji wizualnej rysunku, trzeba ja kontrolo-
waé innymi sposobami, na przyklad pomiarem. Jakiz zwigzek ma ta sy-
tuacja z dowodzeniem? '

2. Inny przyklad uporczywie powtarzajacy sie w zaleceniach dy-
daktyecznych — to skonfrontowanie wueznia z tzw. pozornymi sofizma-
tami. Rysuje si¢ tréjkat ABC nieréwnoramienny, symetralng AB i dwu-
sieczng kata ACB tak, ze na naszkicowanej figurze te proste przecinaja
sie wewngtrz tréjkata. Stad latwo juz wysnuwa sie wniosek, ze trojkat
ABC wbrew zalozeniu musi byé réwnoramienny, a wiee, ze kazdy trdj-
kat jest rOwnoramienny. Konkluduje sie: rysunek wprowadzil nas w blad,
bowiem wskazane proste ,,w rzeczywistoSci matematycznej” nie prze-
cinajg sie wewnatrz tréjkgta nieréwnoramiennego. Nie mozna ufaé¢ obser-
wacji rysunku. Nalezy rozumowaé. To wyjasnienie jest oczywistym nonsen-
sem. Rozsadny i my§laey uezen moze odpowiedzieé: dlaczego rysowalis-
my niedokladnie? Wlasnie, gdybym rysunek wykonal dokladnie, nie
wprowadzitby on mnie w blad. Stad tylko jeden wniosek: rozwigzujac
zadania geometryczne trzeba wykonywaé rysunki starannie. Ale co to
ma wspélnego z problemem dowodzenia?

3. Inne zalecenia pierwszej grupy podkreslaja ,,slabodé¢ doswiadeze-
nia”: nie mozna twierdzenia sprawdzié ,,na wszystkich mozliwyeh fi-
gurach”, mierzenie prowadzi tylko do rezultatéw przyblizonych, kon-
strukeje graficzne sa zawsze opatrzone pewnym bledem, itp. Oto nowy
falszywy wybieg! Przeciez, gdyby metoda empiryezna wymagala spraw-
dzania hipotezy we wszystkich mozliwych przypadkach, gdyby nie mozna
bylo dokonywaé unogdélnient na podstawie przyblizonyeh pomiardw, nauki
empiryezne w ogéle nie rozwijalyby sie. Jest to wybieg nie tylko falszywy,
ale i szkodliwy, poniewaz podwaza zaufanie ucznia do metod empirycz-
nych, co jest chyba nonsensem. Jest to takze tylko niezreczny wybieg,
poniewaz nie wyjadnia istoty rzeczy, Ze przedmiotem matematyki jest
abstrakeyjny schemat, ktory ze wzgledu na swdéj charakter nie moze
by¢é badany empiryeznie. _

Recepty drugiej grupy juz wyraznie wskazuja na ten przedmiot.
Mowi sie tu o ,figurach narysowanych” przeciwstawiajac je ,,figurom
pomy§lanym” i o ,konstrukejach konkretnych” przeciwstawiajac je
,,konstrukejom pomyslanym”. Przedmiotem geometrii sg ,,figury pomys-
lane” i ,konstrukcje pomyslane”, ktore nie moga byé badane metoda
dos$wiadezalng. Trzeba rozumowaé, a nie mierzy¢ na przyklad, bo ,,figury
pomy§lanej” nie mozna wymierzy¢ przyrzadami tak, jak ,figure wy-
kres§long”. Przy tej argumentacji nezen zaczyna rozumieé¢ potrzebe wery-
fikacji ,,przez rozumowanie”. Ale trudnogei nie sa tu usunigte. ,,Spraw-
dzi¢”, ,,przekonad si¢”, to znaezy sprowadzié to, co nie jest intuicyjnie
oczywiste, do tego, co jest oczywiste. Dlaczego akurat do tych ,,pewnikow”,
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ktore wyrdzniono na wstepie geometrii, gdy inne twierdzenia sg rdwnie
oczywiste, jak te pewniki?

Te watpliwosei ueznia starajg sie usungé zalecenia trzeciej grupy,
podkreflajace wzglednosé oczywistodei. Nauczyciel jest z poczatku prze-
ciwnikiem ,,nie wierzacym” w to, co dla ucznia jest oczywiste. Z czasem
uczniowie wlaczaja sie ezynnie w ten spér intelektualny. Niektérzy z nich
zaczynaja braé¢ w nim udzial z wielkim zainteresowaniem i sami staja
si¢ z kolei ,niedowiarkami’” wobec swych kolegéw, ,,szukajgeymi dziury
na catym”. Powoli i ten, kto atakuje, i ten, kto si¢ broni, sam zaczyna
by¢ dla siebie przeciwnikiem. Dyskusja z innymi interioryzuje sie w dys-
kusje wewnetrzng, uczen rozumuje, przyzwyeczaja sie do metody. Ale
nie nalezy ulegaé zludzeniom. To przyzwyczajenie u wielu nezniéw nie jest
jeszeze rozumieniem metody dedukeyjnej. Nasze badania przekonuja nas
o tym w sposob uderzajacy. Uczenn dowodzi twierdzen, ale na pytanie, dla-
czego tak robi, dlaczego stara si¢ dane twierdzenie weryfikowaé¢ na pod-
stawie poprzednio przyjetych lub ndowodnionych — odpowiada ,,bo tego
wymaga program szkolny”. Uezen ma dwa kryteria ,,prawdy’ w geometrii,
swoje wlasne, naturalne, oraz narzucone ,,przez program szkolny”,

Sadze, ze wlasnie klasyczna koncepcja metody dedukeyjnej jest
powodem tych wszystkich nieporozumien. Van der Waerden sadzi, ze
jej zaleta jest to, Zze wymienia sie na wstepie tylko niektére ,,pewniki”,
inne przyjmuje si¢ milezgeo. Odwoluje si¢ przy tym do Elementéw Eukli-
desa. Nie sadze, aby Euklides pomijal przestanki dotyczace na przyklad
porzadku i ciaglosei celowo, bardzo starannie ujawniajac inne, réwnie
noczywiste”. My§le, ze po prostun nie zauwazyl luk w swyech rozumowa-
niach, przeciez — pomijajae te luki — bardzo precyzyjnych. Jak mozna
wyjasnié uezniowi sens ,,pojecia podstawowego” i sens ,,pewnika’”, jezeli
sa ,,pojecia podstawowe oficjalne” i ,,pojecia podstawowe zakonspiro-
wane’” oraz ,,pewniki ofiejalne” i ,,pewniki zakonspirowane”? Prowadzi
to do jakiej§ metafizycznej Swieto§ei niektorych ,,pewnikow’, do ich
hierarchii uswieconej tradycja.

2. Analiza réznych tradycyjnych podrecznikéw geometrii pozwala
nam na wyrdznienie pewnych typoéw wyjasnien dotyeczacyeh ,,pojecia
pierwotnego” i ,,pewnika’ (aksjomatu), podawanych uczniom. Cytuje
ponizej takie wladnie typowe wyjasnienia.

1. Oeczywistosé a priovi.

(a) Pojecia pierwotne — to pojecia calkowicie jasne, ktorych nie
mozemy zdefiniowaé, aksjomaty — to twierdzenia oczywiste, - ktorych
nie mozemy uwdowodnié.

(b) Pojecia pierwotne — to pojecia tak proste, ze nie wymagaja
zadnej definicji, aksjomaty — to twierdzenia tak oeczywiste, ze nie wy-
magaja zadnego dowodu.

T — Roczniki PTM — Wiadomo$Sci Matematyczne XI
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I1. Oceywistosé oparta na doswiadczeniu.

Pojecia pierwotne — to pojecia odbijajace pewne przedmioty ist-
niejace w przestrzeni fizycznej, aksjomaty — to twierdzenia bardzo
proste, oparte na obserwacjach, tak czesto powtarzanych, ze wryly sie¢
w umysle silniej niz inne.

1I1. Metoda ¢ porzadek logiczny. Nie mozna wyjaénié sensu jakiegos
pojecia bez odwolania sie do innych pojeé. Nie mozna udowodnié¢ zadnego
twierdzenia bez odwolania si¢ do innych twierdzen. Azeby unikngé ,,re-
gressum ad infinitum” albo blednego kota, trzeba przyja¢ pewne pojecia
bez definicji, jako podstawowe, oraz pewne twierdzenia bez dowodu,
jako aksjomaty. Jako zasady wyboru wskazuje sie najezesciej: szezeg6lng
oczywistodé, rzadziej — szezegdélna prostote i dogodno$é w rozwijanin
teorii, czasem wraca si¢ do koncepcji szczegélnej, apriorycznej prostoty
i jasnoSei.

W niektérych nowszych, choé ciagle jeszcze tradyeyjnych, pod-
recznikach pojawiaja sie uwagi i wyjasnienia typu:

IV. Definicja wwiktana.

(a) Aksjomaty — to twierdzenia przyjete bez dowodu, wyrazajace
charakterystyczne wlasnodei pojeé podstawowyeh, o ktorych nic innego
nie wiemy.

(b) Aksjomaty — najwazniejsze informacje, bez ktérych nie bylo-
by mozliwe poslugiwanie sie pojeciami pierwotnymi.

Powyzsze wyjasnienia odzwierciedlaja niewgtpliwie rézne etapy
rozwoju pojecia metody aksjomatyeznej. W interpretacji I odbija sie
idealistyczna koncepeja' Proklosa, w interpretacji II realistyczna kon-
cepcja Pascha. Wedlug doktryny Proklosa, aksjomaty i postulaty Eukli-
desa sg bardziej jasne niz twierdzenia z nich dedukowane pozbawione
tej jasnogfei i ,,bezposredniego wgladu’. Dwa tysigee lat po rozwazaniach
Proklosa, M. Pasch tak charakteryzuje pojecia pierwotne: ,,Poje¢ pier-
wotnyeh nie bedziemy definiowad, zadne wyjaénienie nie moze zastgpié
tego frodka zrozumienia tych pojeé¢ prostych i niesprowadzalnyeh do in-
nych pojeé, jakim jest wskazanie na odpowiednie przedmioty material-
ne” (1). O aksjomatach mowi Pasch: ,,Podstawowe twierdzenia opieraja
sie na obserwacjach, ktoére powtarzane bezustannie glebiej sie ufrwalily
niz inne obserwacje” (2). O pewno$ci matematyeznej: ,,Doskonalosé
dowodéw, przez ktoére twierdzenia sa sprowadzane do twierdzen podsta-
wowych, wraz z oczywistodeia twierdzen podstawowych, ktora powinna

(1) M. Pasch, M. Dehn, Vorlesungen iiber neuere (eomelrie, Springer, Berlin
1926, str. 15.
() Op. ecit. str. 16.
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byé zagwarantowana prostymi doswiadezeniami, nadaje matematyce
charvakter najwyzszej niezawodnofei, ktora jej sie przyznaje (3).

Te dwie koncepeje odbijaly sie i odbijaja jeszeze w podrecznikach
szkolnyeh, Zaréwno jednak ,idealistyezna oczywisto§é”” Proklosa, jak
i ,realistyczna oczywistosé” Pascha, jako podstawa nauczania geometrii
dedukeyjnej prowadzg do glebokich nieporozumieri pojeciowych uczniéw
i nie wyjafniaja rygoréw dedukeji. Dla ucznia wiekszo$é dowodzonych
twierdzen geometryecznyeh nie jest mmiej oczywista niz ,,pewniki” (jak
nasze badania wykazujg niektore ,,twierdzenia” sa dla nezniéw bardziej
oczywiste niz ,,pewniki”). ,,Pewniki” nie sg dla ueznia bardziej potwier-
dzone przez dofwiadezenie niz wiele innych twierdzen. W tej sytuacji
wyjasnienie metody aksjomatycznej oparte na ,,0czywistosei” — obo-
jetne czy w interpretacji idealistyeznej, czy realistycznej — nie moze
byé dla ucznia wystarczajace. Jest to zreszta wyjasnienie réwniez nie-
zadowalajgce z punktu widzenia nauki. Naiwna jeszcze i uproszezona,
ale bardzie] nowoczesna interpretacja aksjomatyki jako ,,definicyjnego
opisw’® pewnej struktury abstrahowanej z rzeczywistodei, sprzyja bar-
dziej uksztaltowaniu wlaciwego stosunku do$wiadezenia i abstrakeji
matematycznej w umysle ueznia. Jest rzeczg jasna, ze wychodzié musimy
od obserwacji i do$wiadczen przestrzennych ucznia. W szkole podsta-
wowej na tej bazie rozwija sie geometrie jeszeze na wpol pogladowo.
Przez schematyzacje i ekstrapolacje tych obserwaeji i doswiadezeni ksztal-
tujemy w mysli neznia juz abstrakeyjne pojecia geometryczne. W aksjo-
matach geometrii w szkole sredniej konstruujemy juz i opisujemy na
tej podstawie pewna strukture, ktora staje sie przedmiotem naueczania.
Liczne doswiadezenia wyraZnie przekonuja nas, ze uczniowie dobrze
rozumiejg ten definiujacy charakter aksjomatyki wlasnie wtedy, gdy
zagadnienie jest jasno i bez niedoméwien postawione. Na przyklad $wia-
domy i aktywny udzial nezniéw naszych klas eksperymentalnych w kon-
struowaniu aksjomatyki przestrzeni tréojwymiarowej §wiadezy o tym
w sposOb nawet zaskakujacy (jeden z uezniow zauwaza na przyklad:
,te aksjomaty jeszeze nie wystarczaja, plaszezyzna moze byé jeszcze
ciggle «krzywa»”; ma na my§li wyidealizowany przez schematyzacje
i ekstrapolacje konkretnych doswiadezen pewien wyobrazony model,
ktory chee opisaé formulujae wlasnodei podstawowe). Po zakoriczeniu
tak wlasnie organizowanego procesu aksjomatyzacji uczen wie, ze ma
bada¢ to i tylko to, co zostalo w aksjomatach ,,opisane’, a wiec ze nie
powinien odwotywadé sie do innyeh nie wyrazonych w aksjomatach wlas-
nofei. Rozumowanin towarzysza oczywifcie obrazy, konkretvzuje sie
je na rysunkach i modelach przestrzennych, do§wiadezenia i obserwaeje
sugerujg pewne hipotezy, ale ostatecznie §wiadomie badamy tylko te

(®) Op. cit. str. 92.
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strukture, ktéra postanowiliémy badaé, formulujac jej definicje aksjo-
matyezna (*).

Nie cheae zbyt wiele miejsca zajaé mym glosem w dyskusji, nie be-
de juz dokladniej omawia¢ réznicy miedzy tym njeciem i cytowanymi
wyzej wyjasnieniami ITI i IV, Podkresle tylko, ze nie o porzadek logicz--
ny a posteriori nam chodzi i nie o definicje implicite. W tej ostatniej
koncepecji méwi sie o ,,przedmiotach”, o ktéryech nic wiecej nie wiemy
poza tym, o ezym moéwia aksjomaty. Uczen sig na to nie zgodzi, ponie-
waz rozwigzujac swoje zadanie geometryezne rysuje i konstruuje modele,
postuguje si¢ wyobraznia, w ktorej ,,widzi” rézne utwory i ich stosunki.
W aksjomatach wyraza tylko cze$§é tej pogladowej wiedzy, opisuje tylko
jedng z wielu mozliwych do opisania struktur przestrzeni i nig ma sig
zgodnie z postawionym mu zadaniem zajmowaé. Nie jest to zatem tylko
formalna definicja a priori, jak na przyklad definicja przestrzeni nie-
archimedesowskiej, powstala przez odrzucenie z aksjomatyki Hilberta
jednego z aksjomatéw ciaglosci. Natomiast jest to ujecie, stanowigce
pomost miedzy klasyeznym i nowoczesnym rozumieniem metody aksjo-
matyeznej: z jednej strony geneza aksjomatyki w sensie klasyeznego
realizmu, z drugiej jej rozumienie jako definicji pewnej struktury w sen-
sie nowoczesnym. Jest to definicja explicite pewnej struktury — a nie
implicite pewnych obiektéw.

Zalecana przez van der Waerdena koncepeja geometrii jest w istocie
rzeczy realizowana — i shusznie — w naszej szkole podstawowej. Jest
to organizacja oparta na lokalnej dedukeji, na wyraznym formulowaniu
pewnyeh twierdzen podstawowych i przemyecaniu milezacym innyeh,
na dowodzeniu tylko niektérych twierdzen. W szkole Sredniej mamy
wiec dwie drogi do wyboru: albo poprzestaé na wiedzy geometrycznej
zdobytej przez ucznia w szkole podstawowe] (zaséb wiadomosei i spraw-
noéci okre§lony programem tej szkoly jest praktycznie wystarczajacy)
i do geometrii rozumianej ,,mode geometrico” juz w liceum nie wracad,
albo ujaé nauke geometrii w liceum inaczej, z uwypukleniem przede
wszystkim metody aksjomatycznej z jej frzema zasadniczymi fazami:
aksjomatyzacji (ze §wiadomym udzialem uecznia), dedukeji, interpretacji
i zastosowania. Za wyborem jednego lub drugiego rozwigzania programo-
wego przemawiaja réwniez powazne argumenty. Jezeli wybieramy drugie,
trzeba przede wszystkim unika¢ oszukiwania ucznia przez rézne falszywe
wybiegi dydaktyezne. J. Dieudonné powiedzial kiedys$, ze nie moze zrozu-
mieé, dlaczego definicja poprawnie skonstruowana ma by¢ dla ucznia mniej
jasna niz definicja logicznie hledna. Mysle, Ze podobng uwage moze nasu-
na¢ dyskusja na temat metody aksjomatyeznej w nauczaniu szkolnym.

(%) Doktadniej rozwinglam te mysl w artykule Rozumowanie empiryczne, intwi-
cyjne i formalne w nauczaniu matemalyki, Wiadom. Mat. 10 (1967), str. 49-91.
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