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Zadania .

Gwiazdka * oznaczane sa te zadania, ktéryeh rozwiazanie nie jest znane
autorowi ani redakeji, albo znane jest tylko rozwiazanie czesciowe. Wazelka
korespondencje dotyczacg zadan (rozwigzania zadah, uwagi o zadaniach, nowe
zadania itp.) nalezy nadsylaé pod adresem: Andrzej Lelek, Instytut Matematyczny
Polskiej Akademii Nauk, Warszawa 1, Skrytka Pocztowa 137. Ciekawsze rozwigzania
beda publikowane.

191. Niech #(n) bedzie n-ta liczba trojkatnag, czyli {(n) = n(n41)/2;
dowiedé, ze jeSli k, g sa liczbami calkowitymi dodatnimi oraz 1 <Lk < g
i liczby calkowite a, b sa okreflone przez warunki

t(2kg) = g*a+0b, 0<b<yg?
to zachodzi wzor
t(2kg™) = (@00...0500...0),,

-1 w—1
gdzie @, b oznaczaja ciagi cyfr rozwinieé liezb a, b przy zasadzie g, odpo-
wiednio (1),
W. Mnich (Opole)

192. Dowiegé, ze dla wszystkich liczb parzystych dodatnich n i tylko
dla nich istniejg n-punktowe przestrzenie metryezne, w ktérych kazdy
podzbiér (n—1)-punktowy jest kula.

W. Holsatyriski (Warszawa)

193. Przestrzenn metryczng X nazywamy iniektywna, jesli dla do-
wolnej nadprzestrzeni metrycznej Y przestrzeni X istnieje retrakcja
r: ¥ > X taka, ze o(r(y),r(y)) <o(y,y) dla dowolnyeh punktéw
¥, 4 €Y, gdzie o jest metryka w Y. Dowie§é, ze kazda 3-punktowa, ale
nie kazda 4-punktowa przestrzern metryezna zawiera si¢ w pewnej prze-
strzeni metrycznej iniektywnej, bedacej wielo§cianem 1-wymiarowym (2).

W. Holsztynski (Warszawa)

(') W. Sierpinski, Liczby tréjkaine, Warszawa 1962.
(#) J. R. Isbell, Six theorems about injective metric spaces, Comment. Math.
Helv. 39 (1964), str. 65-76.
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194. Podaé przyklad przestrzeni topologicznej X zawierajacej okrag S*
i takiej, Ze nie istnieje retrakcja X na S, ale istnieje odwzorowanie ciagle
f: X — 8%, dla ktérego f|S* nie jest homotopijne z odwzorowaniem stalym.

W. Holsztyiiski (Warszawa)

195. Podaé przyklad dwéch homeomorficznych podprzestrzeni prze-
strzeni euklidesowej 3-wymiarowej, bedaeych sumami skonczonych ro-
dzin linii prostych, ale takich, Ze nie istnieje homeomorfizm przeprowa-
dzajacy linie proste jednej z tych przestrzeni w linie proste drugiej z nich.
Dowiesé, ze kazde homeomorficzne przestrzenie tego typu sa sumami
rownolieznych rodzin linii prostych.

W. Holsztysiski (Warszawa)

196. Przestrzenn metryczna U nazywamy wuniwersalng dla klasy
przestrzeni metrycznych C, je§li U zawiera obraz izometryczny kazdej
przestrzeni z klasy C. Przestrzen uniwersalng U nazywamy przy tym
minimalng, jesli kazda inna przestrzen U’ uniwersalna dla €' zawiera
obraz izometryeczny przestrzeni U. Dowiesé, ze nie istnieje minimalna
przestrzen uniwersalna dla zadnej klasy przestrzeni metrycznych ogra-
niczonych, zawierajacej przestrzenie o dowolnie wielkich ¢rednicach.

W. Holsztystski (Warszawa)

197. Odwzorowanie ciagle przestrzeni topologicznych f: X — ¥ nazy-
wamy uniwersalnym, jesli dla dowolnego odwzorowania ciaglego g: X — Y
istnieje takie xeX, ze f(#) = g(x). Przestrzen U nazywamy obrazem
untwersalnym dla klasy przestrzeni topologicznyeh C, jesli kazde odwzo-
rowanie ciggle f: X — U przeksztalcajace przestrzen X ¢ C na przestrzen U
jest uniwersalne. Dowiesé, ze spofréd wieloScianéw spéjnyeh jedynie
przestrzen jednopunktowa i odeinek sa obrazami uniwersalnymi dla klasy
wszystkich wielofcianéw spéjnych.

W. Holsztyiiski (Warszawa)

198. Dowiesé, ze zbiér plaski

{,y):0<az<l/n,y =sinlfz} v{z,y):x=0, -1 <y<2}u
vi@y):0<e<l/my=2tv{@y:z=1/r,0<y <2}
nie jest obrazem uniwersalnym (*) dla klasy wszystkich przestrzeni zwar-
tych spojnych.
W. Holsztynski (Warszawa)

(®) Zob. zadanie 197.
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199. Niech I bedzie domknietym odecinkiem jednostkowym linii
prostej. Oznaczmy przez I zbior wszystkich funkeji rzeczywistych ogra-
niczonych na Ix I, ciaglych ze wzgledu na kazdg zmienng z osobna;
niech

o(fy 9) = sup{|f(z,y)—g (2, y)|: », yeI}
dla f, geF. Pokazaé, ze I' z odlegloScia ¢ jest przestrzeniag metryczng
nieofrodkowag.
Z. Semadeni (Warszawa)

200. Dowiesé, ze jesli przestrzen topologiczna Y zawiera luk pq
o koricach w punktach p i ¢, taki ze czeSé wspdlna tuku pg i domkniecia
zbioru Y\pq jest zbiorem jednopunktowym {p}, to kazda rodzina F
odwzorowan cigglych przeksztalcajacych odeinek I na Y, taka ze f(f) #
# g(t) dla tel oraz f, gel, f + g, jest co najwyzej przeliczalna (?).

A. Lelek (Warszawa)
Rozwigzania zadan

70. Dowiesé, se jesli f(x) jest fumkeja ciagle dodainiq 2 okresem 1, fo

' fl@)dw
flz+a)

W. I. Arnold (Moskwa)

Niech K oznacza klase wszystkich funkeji cigglych dodatnich z okresem 1 oraz
niech :
' f(@)do

o(f; a) = f@ta)

dla feK, —co < a < +oco. Mamy ¢(f;-)eK oraz ¢(f;a) =1 dla a calkowitych;
ponadto i

f{x) doz ¢ f(t+a)dé
fle+ a) f ft-+ 2a)

p(f;a) =
43
skad stosujge nieréwnoé&é Schwarza dla calek otrzymujemy
o(f; a) = ]/f fz)de ]/f HErade
flo+a) f(%'+2ﬂ)

>j Viw  Viw+ta)
Vi@+a) Vf@+2a)

= ¢(Vf; 2a),

(*) A. Lelek, Disjoint mappings and the span of spaces, Fund. Math. 55 (1964),
str, 199-214.
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