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Zadania 

Gwiazdką * oznaczane są te zadania, których rozwiązanie nie jest znane 
autorowi ani redakcji, albo znane jest tylko rozwiązanie częściowe. Wszelką 

korespondencję dotyczącą zadań (rozwiązania zadań, uwagi o zadaniach, nowe 
za.dania itp.) należy nadsyłać pod adresem: Andrzej Lelek, Instytut Matematyczny 
Polskiej Akademii Nauk, Warszawa 1, Skrytka Pocztowa 137. Ciekawsze rozwiązania 
będą publikowane. 

191. Niech t(n) będzie n-tą liczbą trójkątną, czyli t(n) = n(n+l)/2; 
dowieść, że jeśli k, g są liczbami całkowitymi dodatnimi oraz 1 :s; k < g 
i liczby całkowite a, b są określone przez warunki 

to zachodzi wzór 

t(2kg) = g2 a+ b, o :s; b < g2 , 

t(2kgn) = (aOO ... Ob00 .•. 0)1„ ----n-I n-I 

gdzie a, b oznaczają ciągi cyfr I'ozwinięć liczb a, b przy zasadzie g, odpo-
wiednio ( 1). 

W. JJ,Inich (Opole) 

192. Dowieść, że dla wszystkich liczb parzystych dodatnich n i tylko 
dla nich istnieją n-punktowe przestrzenie metryczne, w· których każdy 
podzbiór (n-1)-punktowy jest kulą. 

W. Holszty{iski (Warszawa) 

193. Przestrzeń metryczną X nazywamy iniektywną, jeśli dla do-
wolnej nadprzestrzeni metrycznej Y przestrzeni X istnieje retrakcja 
r: Y-+ X taka, że e (r(y), r(y')) :s; e (y, y') dla dowolnych punktów 
y, y' E Y, gdzie Q jest metryką w Y. Dowieść, że każda 3-punktowa, ale 
nie każda 4-punktowa przestrzeń metryczna zawiera się w pewnej prze-
strzeni metrycznej iniektywnej, będącej wielościanem I-wymiarowym (2 ). 

W. Holsztyński (\Varszawa.) 

(1) vY. Sierpiński, Liczby trójkątne, Warszawa. 1962. 
( 2 ) .T. H. Isbell, Six theorerns about injectit'e metric spa.ces, Comment. ~Iath. 

lfolv. 3!J (1964), str. 65-76. 
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194. Podać przykład przestrzeni topologicznej X zawierającej okrąg S1 

i takiej, że nie istnieje retrakcja X na S 1, ale istnieje odwzorowanie ciągłe 
j: X-+ S1, dla którego j I S 1 nie jest homotopijne z odwzorowaniem stałym. 

W. Holsztyński (Warszawa) 

195. Podać przykład dwóch homeomorficznych podprzestrzeni prze-
strzeni euklidesowej 3-wymiarowej, będących sumami skończonych ro-
dzin linii prostych, ale takich, że nie istnieje homeomorfizm przeprowa-
dzający linie proste jednej z tych przestrzeni w linie proste drugiej z nich. 
Dowieść, że każde homeomorficzne przestrzenie tego typu są sumami 
równolicznych rodzin linii prostych. 

W. Holszty1ński (Warszawa) 

196. Przestrzeń metryczną U nazywamy uniwersalną dla klasy 
przestrzeni metrycznych C, jeśli U zawiera obraz izometryczny każdej 
przestrzeni z klasy C. Przestrzeń uniwersalną U nazywamy przy tym 
minimalną, jeśli każda inna przestrzeń U' uniwersalna dla C zawiera 
obraz izometryczny przestrzeni U. Dowieść, że nie istnieje minimalna 
przestrzeń uniwersalna dla żadnej klasy przestrzeni metrycznych ogra-
niczonych, zawierającej przestrzenie o dowolnie wielkich średnicach. 

W. Holsztyński (Warszawa) 

197. Odwzorowanie ciągłe przestrzeni topologicznych f: X -+ Y nazy-
wamy uniwersalnym, jeśli dla dowolnego odwzorowania ciągłego g: X-+ Y 
istnieje takie XEX, że f(x) = g(x). Przestrzeń U nazywamy obrazem 
uniwersalnym dla klasy przestrzeni topologicznych C, jeśli każde odwzo-
rowanie ciągłe f: X -+ U przekształcające przestrzeń X€ C na przestrzeii U 
jest uniwersalne. Dowieść, że spośród wielościanów spójnych jedynie 
przestrzeń jednopunktowa i odcinek są obrazami uniwersalnymi dla klasy 
wszystkich wielościanów spójnych. 

W. Holsztyfiski (Warszawa) 

198. Dowieść, że zbiór płaski 

{ ( x, y) : O < x < 1 /7C, y = sin 1 / x} v { ( x, y) : x = O, - 1 ~ y ~ 2} v 

v {(x, y): O < x < 1 /n, y = 2} v {(x, y): x = 1 /n, O ~ y ~ 2} 

nie jest obrazem uniwersalnym (3 ) dla klasy wszystkich przestrzeni zwar-
tych spójnych. 

W. Holsztyński (Warszawa) 

(3) Zob. zadanie 197. 
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199. Niech I będzie domkniętym odcinkiem jednostkowym linii 
prostej. Oznaczmy przez F zbiór wszystkich funkcji rzeczywistych ogTa-
niczonych na I x I, ciągłych ze względu na każdą zmienną z osobna; 
niech 

e(f, g) = sup{lf(x, y)-g(x, y)I: x, yel} 

dla f, gEF. Pokazać, że F z odległością e jest przestrzenią metryczną 
nieośrodkową. 

Z. Semadeni (Warszawa) 

200. Dowieść, że jeśli przestrzeń topologiczna Y zawiera hlk pq 
" o końcach w punktach p i q, taki że część wspólna łuku pq i domknięcia 

zbioru Y'-pq jest zbiorem jednopunktowym {p}, to każda rodzina F 
odwzorowań ciągłych przekształcających odcinek I na Y, taka że f(t) =I= 
=F g(t) dla tel oraz f, gEF, f =I= g, jest co najwyżej przeliczalna (4). 

A. Lelek (Warszawa) 

Rozwiązania zadań 

70. Dowieść, że jeśli f(x) jest funkcją ciągłą dodatnią z okresem I, to 

1 J _f_(x_) _dx_ > 1. 

0 
f(x+ a) 

W. I . .Arnold (Moskwa) 

Niech K oznacza klasę wszystkich funkcji ciągłych dodatnich z okresem 1 oraz 
niech 

1 

J f(x)dx 
<p(j; a) = f(x+ a) 

o 

dla f E K, - oo < a < +oo. Mamy <p (f; ·) E K oraz <p (f; a) = 1 dla a całko-witych; 

ponadto 
I+a 1 

J f(x) dx J f(t+ a)dt 
<p (f; a) = f(x+ a) = f(t+ 2a) ' 

a o 

skąd stosując nierówność Schwarza dla całek otrzymujemy 

<p(f; a)= V j f(:r:)rh • ~ / j f(:r:+a)rh > 
0 

f(x+ a) V 
0 

f(x+ 2a) 

J
1 

Vf(x) Vf(x+ a) > . dx = <p ( v!; 2a) ' 
o Vf(x+a) Vf(x+2a) 

(4 ) A. Lp,lek, Disjo·int mappings a.nd the span of spaces, Fund. Math. 55 (1964), 
str. 199-214. 
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