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i twierdzen z abstrakeyjnej teorii miary, uzywanych w niektérych partiach gléwnego
tekstu.

Do jakiego stopnia omawiana ksigzka jest nowoczesna? Zadanie napisania
ksigzki przedstawiajacej najnowsze wyniki z tak obszernej i tak burzliwie rozwija-
jacej sie dziedziny, jak probabilistyka, jest chyba niewykonalne. Na nowoczesnosé
ksigzki Fisza sklada sie przede wszystkim konsekwentne ujecie rachunku prawdo-
podobieistwa i zagadnien statystyeznych. Jednak decyzyjne ujecie zagadnien sta-
tystycznyeh jest zaledwie wspomniane na koreu ksigzki. Nie omawia sie w ksiaice
niektérych poje¢ z teorii testowania hipotez — wspomne np. pojecie testu najécis-
lejszego (most stringent) czy niezmienniczego. Nasuwa si¢ tez pytanie, w jakim stop-
niu ksigzka jest kompletna. Porusza sie w ksigzee bardzo wiele tematéw. To zapewne
sprawia, ze brakuje miejsca na dokladniejsze oméwienie wielu z nich. Np. rozdziat
o analizie wariancji jest ciagle bardzo maly, a na oméwienie zwigzkéw analizy warian-
<ji z planowaniem dodwiadezen eczynnikowych w ogoéle nie znaleziono miejsca. Wreszcie
wydaje sie, Ze niektére nowsze wyniki wzmiankowane w ksigzee nie sq nalezycie oce-
nione i zasymilowane. Za przyklad moze poshizyé dyskusja najefektywniejszych
estymatéw w rozdziale 13. Ot6z pod koniec § 13.3 wspomina sie o pracach badajacych
istnienie i jednoznacznodé estymatoréw nieobeigzonyeh, miedzy innymi o pracy Leh-
manna i Scheffego (2). Potem w §13.5 omawia sie estymatory najefektywniejsze
w tym sensie, Ze osiggnieta jest réwnod&é w nieréwnosei Craméra—Rao. Przechodzi
sig natomiast do porzadku nad tym, Ze réwnoéé w nieré6wnofei Craméra—-Rao nie
zawsze da sie osiagnaé, i Ze operujac pojeciem szupelnosei klasy rozkladéw prawdo-
podobieistwa w pracy (%) mozna nieraz wykazaé, ze dany estymator jest estymato-
rem nieobeigZzonym o minimalnej warianeji, mimo zZe nieréwnosé Craméra-Rao
pozostaje dla niego ostra. Dlatego np. zadanie przy koreu przykladu 13.5.4, stwier-
dzajace, Ze prawa strona nieréwnosei Craméra-Rao podaje ,,minimalna wartosé
regularnego i nieobeciaZonego estymatora parametru ¢” brzmi jak nieporozumienie,
bo z argumentu zupelnoéci wnioskuje sie, ze estymator (13.5.27) ma minimalng warian-
cje, gdyz jest jedynym nieobeigZonym estymatorem opartym o dostateczng statys-
tyke (13.5.21).

Ksigzka Fisza jest powainym i obszernym wykladem rachunku prawdopodo-
bienstwa i statystyki matematycznej. Jest ksigzka o zacieciu teoretyecznym, w ktorej
przyktady zastosowan eksponuje sig raczej jako ilustracje mozliwodei stwarzanych
przez teorie niz jako motywacje uzasadniajgea trud zbudowania teorii. Jest tez
przewodnikiem po literaturze. Zaopatrzona w obszerny zbiér zadai w swym trzecim
wydaniu stala si¢ bardziej przydatna jako podrecznik akademicki. Jako kodyfikacja
obszernego materialu jest dzielem cennym i godnym konkurentem podobnych dziet
w literaturze Swiatowej. Aczkolwiek nowe ujecie niektérych tematéw w niej poru-
szanych wydaje si¢ pozagdane, bedzie ona dlugo jeszeze cennym zrédlem wiedzy dla
studiujacych przedmioty wymienione w jej tytule.

Stefan Zubrzycki

Roman Sikorski, Rachunek rééniczkowy i catkowy. Funkecje wielu
2miennych, Biblioteka Matematyczna, tom 28, Panstwowe Wydawnictwo
Naukowe, Warszawa 1967, str. 462, cena zl 55.—

Ksigzka stanowi pierwszy w polskiej literaturze matematycznej, nowoczesny,
a zarazem precyzyjny wyklad rachunku rézniczkowego i calkowego funkeji wielu

(*) E. L. Lehmann and H. Scheffe, Completeness, similar regions and wunbi-
ased estimation, Part I, Sankhya 10 (1950), str. 305-340.
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zmiennyech. Na szezegdélne podkresdlenie zastuguje to, ze przedstawiono w niej subtelne
zagadnienia rachunku catkowego na powierzehniach w sposéb wolny od nieécistoéei
wystepujacyech w kazdym tradyeyjnym wykladzie, dostatecznie ogdélny (w n wy-
miarach) i w zasadzie dostepny dla studentéw II roku matematyki.

Ksigzka zostala opracowana na podstawie wykladéw tzw. ,,Analizy Matema-
tyeznej 11", ktoére autor prowadzit na Uniwersytecie Warszawskim. Jest pomyé$lana,
przede wszystkim, dla studentéw matematyki i wyczerpuje material tego wykladu
przewidziany programem ramowym Ministerstwa. Jeet ona ecenng pomoes dla kazdego
wykladowey analizy matematycznej bez wzgledu na to, czy prowadzi wyklad zgodny
z koneepcjg autora, ezy tez tradycyjny i moze byé uiyteczna dla matematykow nie
zajmujaeych sie analizg. Ksigzke moga czytaé réwniez niematematyecy znajacy
podstawowe fakty z rachunku rézniczkowego jednej zmiennej (inne potrzebne fakty
podane sy w czeSei wstepnej) i odznaczajacy sie pewng kulturg matematyczna.

Ksigzka sklada sie z 10 rozdzialéw: I. Podstawowe pojecia mnogosciowe. II.
Podstawowe pojecia geometryezne i algebraiczne. ITI. Podstawowe pojecia topolo-
giczne. IV, Rézniczkowanie funkeji rzeczywistych wielu zmiennych. V. Teoria odwzo-
rowan. VI, Teoria miary. VII. Ogélna teoria catki. VIII. Catka w przestrzeni eukli-
desowej. IX. Calki na hiperpowierzchuiach i brylach. X. Informacje uzupelniajace.

Trzy pierwsze rozdzialy zawieraja wiadomodei wstepne z zakresn teorii mnogosei,
algebry i topologii i lgcznie z przedmowsy obejmujg 118 stron, tj. wiecej niz czwarta
ezes¢ objetosel ksigzki. Najbardziej rozbudowany jest rozdzial IT poswigeony algebrze:
polozono przy tym szezegélny nacisk na rachunek maciersy wielowskaznikowych,
m. in. na teori¢ macierzy skosnie symetryeznych. Teoria odwzorowan wieloliniowych
1 jej zwigzki z rachunkiem macierzy potraktowane sg bardzo krétko. To ujecie zwig-
zane jest z koncepeja wykladn przyjeta przez autora, o ktérej bedzie mowa pédiniej.

W rozdziale 1V przedstawione sg podstawowe fakty z rachunku rézniczkowego
jednej funkeji wielu zmiennych. Wychodzi si¢ tam od pojecia pochodnej kierunkowej
funkeji; pochodne czgstkowe defininje si¢ jako jej szczegélne przypadki. Przez ,,po-
chodng funkeji” rozumie si¢ wektor utworzony z pochodnych czastkowych pierwszego
rzedu danej funkeji; pochodng wyzszego rzedu jest macierz wielowskaZznikowa utwo-
rzona z pochodnych czastkowych tego rzedu. Zdefiniowana jest tez rézniczka w sensie
Frécheta jako odwzorowanie liniowe ,,dobrze aproksymujace” przyrost funkeji,
ale nie odgrywa ono zadnej roli w dalszym ciggu wykladu. Udowodnione sg podsta-
wowe twierdzenia, takie jak twierdzenie o réwnoéci pochodnych czastkowych ,,mie-
szanych” drugiego rzedn, wzér Taylora zapisany w postaci macierzowo-wektorowej,

twierdzenia o ekstremach itd. Wprowadzona symbolika jest nieszablonowa, np. _.f;
oznacza pochodna czastkows funkeji f wzgledem j-tej zmiennej. Symboliki tej prze-
strzega si¢ konsekwentnie w calej ksiazce. Wzory wypisane w tradycyjnym znako-
waniu podane s3 tylko w tekécie petitowym.

Rozdzial V dotyezy rachunku rézniezkowego odwzorowan (ukladéw funkeji).
Rozréznia sie nastepujgce typy odwzorowan: funkeje o wartosciach bedacyeh punk-
tami przestrzeni euklidesowej (odwzorowania), funkeje o wartoseiach wektorowyeh
(pola wektorowe), funkeje o wartoSciach macierzowych (pola macierzowe), przy czym
moga one byé okreélone bgdZz na zbiorach punkiéw, badz w przestrzeniach wektoro-
wych. W § 1 i 2 przenosi si¢ pojecia i twierdzenia rozdzialu IV na przypadek odwzo-
rowan, na og6l mechanicznie (po wspélrzednych). Dalsze paragrafy podwigcone sa
twierdzeniu o rézniczkowaniu superpozyeji, teorii lokalnego rozwiazywania (ukladow)
rownan (ktora ,,Zargonowo” nazywa sie teoria funkeji uwiklanych), pojeciu odwzo-
rowania regularnego i dyfeomorfizmu, hiperpowierzchniom Zk-wymiarowym w prze-
strzeni l-wymiarowej, wreszeie ekstremom funkeji okrelonych na hiperpowierzehniach
ub w ot oczeniach hiperpowierzchni (tradycyjnie zwane ,,ekstremami z warunkami
wigzaeymi'’).
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Rozdzialy VI i VII stanowig przystepny i preeyzyjny wyklad teorii miary i ogol-
nej teorii catki. Mogg byé one czytane zupelnie niezaleznie od reszty ksigzki. Miara
Lebesgue’a jest definiowana poprzez twierdzenie Carathéodory’ego o miarach zew-
netrznyeh, a calka wprowadzana etapami: najpierw dla funkeji prostej, poéZniej
rozszerzona przez monotoniczne przejscie do granicy i przez rozklad funkeji mie-
rzalnej na czesé dodatniag i ujemns.

Rozdzial VIII poéwiecony jest catkowaniu w przestrzeniach euklidesowyeh.
Tytuly paragratéw pozwalajg zorientowaé sie w zakresie materialu: 1. Wstep. Calki
funkeji ciagltyeh. 2. Twierdzenie Fubiniego. 3. Interpretacja geometryeczna calki.
4. Calkowanie przez sprowadzenie do calek iterowanych na odcinkach. 5. Calkowanie
przez podstawienie. 7. Splot funkeji. 8. Calka nieoznaczona. Calka niewlaSciwa. Na
szezegblng uwage zasluguje porzgdny dowédd twierdzenia o catkowaniu przez podsta-
wienie (w wigkszoéci podrecznikéw dowdd ten jest pominigty lub podawany szkicowo).

Rozdzial IX obejmuje blisko sto stron. W §1 wprowadza sie k-wymiarowa
miare Lebesgue’a na hiperpowierzehniach regularnyeh k-wymiarowych jako miare
przeniesiong z obszaréw parametréw. W dalszych siedmiu paragrafach wprowadza
sie i omawia podstawowe obiekty geometryczne, na ktérych zdefiniowane beda calki:
komérki (obrazy dyfeomorficzne przedziatu domknietego), bryly (figury posiadajace
rozklad komérkowy) i lafeuchy. Liancuch L o noéniku na k-wymiarowej bryle Z
okredlony jest jako pole k-wskaZnikowych macierzy skoénie symetrycznych, ktore
na poszezegélnych komdérkach pewnego rozkladu komérkowego Z jest krotnodeia
cigglyeh pél k-wersoréw styeznyeh. Definiuje sie operacje brzegu laficucha i wszystko
ilustruje sie przykladami i rysunkami. Poniewas okreslona w § 1 miara powierzchniowa
indukunje miar¢ na dowolnej bryle, na brylach okreflone sy wiee calki z dowoluych
funkeji skalarnych. Przyjeta przez autora definicja taricucha I pozwala latwo okreslié
calke k-wskaZnikowego skosnie symetrycznego pola macierzowego okreslonego na
bryle Z (bedacej noénikiem laricucha) po taficuchu I — jako calke z funkeji rzeczywis-
tej bedacej iloczynem skalarnym tego pola z polem I stanowigcym lafcuch. Calka
ta jest uogélnieniem ecalek powierzehniowyeh i krzywoliniowych, rozpatrywanych
w wykladach tradycyjnych. Tak okreflonym calkom poéwieconych jest pozostatych 3
paragraféw. Dowodzi si¢ tam m. in. ogélnego twierdzenia Stokesa o ,,dualnogei”
operacji rézniczkowania i operacji brzegu, a takze dyskutuje sie zagadnienie nieza-
leznogei catki od drogi catkowania i podaje informacje o k-wymiarowym wariancie
tego zagadnienia.

W ostatnim rozdziale omawia sig¢ szkicowo, bez dowodéw, nastepujgce zagad-
nienia: a) rachunek rézniezkowy i calkowy w przestrzeniach Banacha, b) wiadomosei
uzupelniajagce o miarach, w szezegélnodei miary Hausdorffa, ¢) grupy (przestrzenie
liniowe) homologii bryly i zbiorn otwartego; twierdzenie de Rhama o reprezentacji
calkowej funkejonaléw liniowyeh na grupach homologii, d) definicja rozmaitosei
rézniczkowalnej i informacja o mozliwosei przeniesienia teorii calek powierzchniowych
na przypadek rozmaitosei.

Ksigzka zawiera liczne tematy éwiczen — przewaznie o charakterze ilustra-
cyjnym. ]

Juz chociazby z tego krotkiego przeglydu trefei widaé, ze ksigzka Sikorskiego
jest dla przecietnego (tzn. slabego) studenta dosé trudna; dotyczy to zwlaszeza roz-
dzialu dziewigtego. Wymaga ona od wykladowey Scislej dyseypliny gospodarowania
czasem w ciggu calego roku, by mébe przejrzyscie i porzadnie przedstawié zagadnienia
calek na powierzchniach. To samo jest zreszta bolaczky wykladéw tradyeyjnyeh;
jesli nawet na wykladzie starcza czasu na wyloZenie teorii catek powierzehniowych,
to brak go na éwiczeniach na przerobienie materialu ilustrujacego. Byé moze, Ze
jest to wina programu,

Zdaniem recenzenta (zdanie to jest oczywiscie subiektywne) usterka oma-

1l
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wianej ksigzki jest sama jej koneepeja oparcia rachunku rézniczkowego na rachuunku
macierzy, stanowigca kompromis miedzy ,tradyeja” a ,,nowoczesnoseig’’. Oczywiscie
kompromis ten ma walor dydaktyezny: skok pojeciowy od pochodnej funkeji jednej
zmiennej w ustalonym punkeie, bedacej liczbg, do pochodnej — ukladu liczb (dla
funkeji wielu zmiennych) jest maly i latwy do pokonania przez studenta. Poza tym
wektory i macierze (tablice liczb) sg wlasnie tymi obiektami, z ktérymi ma si¢ bez-
poérednio do eczynienia w obliczeniach numeryeznych. Sprawa uprzywilejowania
naturalnego ukladu wspoélrzednych (ktérym autor motywuje przyjeta koncepcje)
jest w réwnym stopniu zalety, co i brakiem. Gléwna wada tej koncepeji jest chyba
to, e gubi sie w niej funktorialny charakter rézniczkowania (rézniczka jako funktor,
na przyklad, z kategorii przestrzeni euklidesowych o wyréznionych punktach z prze-
ksztalceniami okreslonymi lokalnie i rézniczkowalnymi, do kategorii przestrzeni
wektorowych i odwzorowan liniowych). Nadto wydaje sie, Ze oparcie wykladu na
pojeciu rézniczki Frécheta (bedacej przeksztalceniem liniowym) pozwolitoby ujedno-
licié i uschematyzowaé niektére dowody. Omawiana sprawa wiaZe si¢ z rozroznianiem
wieln typéw ,,przeksztateen” 1i,,p6l”, ktére z punktu widzenia podstaw rachunku
rézniczkowego jest niepotrzebng komplikacja, a wykorzystywane jest dopiero znacznie
poZnie].

Druga usterks jest brak interprefacji fizycznyeh calek powierzehniowych
i krzywoliniowych, ktére moglyby bardzo dopomée w zrozumieniu intuieyjnej tredei
definiowanych pojeé.

Ksigzka napisana jest przejrzyscie i starannie.

Zaledwie w kilku miejscach zauwazylem bledy drukarskie we wskaZnikach:
str. 63, wzory (25) i (26); str. 347 w. 12 od géry; str. 44 w. 4 od géry; str. 376 wzbr (4).
Ponadto zauwazylem jedna niejasna definicje na str. 365. Na podstawie tej definicji,
jezeli K jest kwadratem na plaszezyZnie, to wektor prostopadly do przekatnej tego
kwadratu nie jest jednostronnie styezny do K w punkeie stanowigcym koniec tej
przekgtnej. Jest to sprzeczne ze stwierdzeniami na str. 367, Ze kombinacja liniowa
wektoréw jednostronnie stycznych jest wektorem jednostronnie stycznym i ze w przy-
padku komérki k-wymiarowej, polozonej w przestrzeni euklidesowej o tym samym
wymiarze, kaidy wektor jest jednostronnie styeczny.

Mimo tych parn uwag oceniam ksigzke R. Sikorskiego bardzo wysoko, zwlaszcza,,
ze jak wspomnialem na poezatku, jest ona w polskiej literaturze podrecznikowej
dzielem pionierskim.

Czeslaw Bessaga

Franciszek Leja, Iunkcje =zespolone, Biblioteka Matematyczna,
tom 29, Panstwowe Wydawnictwo Naukowe, Warszawa 1967, str. 314,
cena zt 42.—

Funkcje zespolone F. Leji wypelniaja dotkliwg Iuke w literaturze podreczni-
kowej dla szkol akademickich. Nie jest to wprawdzie pierwsza i nie jest to jedyna
pozycja wydawnicza z zakresu teorii funkeji analityeznych. Pierwszym nowoczesnym
podrecznikiem teorii funkeji analitycznyeh w jezyku polskim byla wydana w r. 1938
znakomita monografia Saksa i Zygmunda, ktéra do dzi§ nic nie stracita na aktual-
nosci. Byla ona jednym z pierwszych naprawde nowoczesnych podrecznikéw teorii
funkeji analitycznych w literaturze §wiatowej, w pelni zadowalajacym wymogi Scistosei,
szczegolnie jedli chodzi o eykl zagadnien zwigzanych z najogélniejezg forma twier-
dzenia Cauchy’ego. Jednakze z rozmaitych wzgledéw nie stala sie ona w Polsce stan-
dardowym podrecznikiem dostosowanym do poziomu przecigtnego studenta, moggeym
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