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a jedynym przykladem takiej relacji jest relacja mniejszoSei w zbiorze liczb natural-
nych. Pisze wprawdzie autor, Ze kazdy zbiér daje si¢ dobrze uporzadkowaé, pozo-
stawia to jednak bez zadnego komentarza, choé w dosé obszernej dygresji na temat
pewnika wyboru méwi o jego dyskusyjnym charakterze. Mowige o pewniku wyboru
warto moze przedstawié jeszeze jedng pretensje. Skoro autor zdecydowal sie na zro-
bienie dlugiej dygresji na jego tematy to nalezaloby choé w paru slowach omdwié
podstawowe metamatematyczne wyniki dotyczace jego nlesprzecznoscl i nieza-
leznodei, czego w ksigZee niestety zabraklo. ol

Innym mankamentem ksigzki jest nzywana w niej terminologia. 'Niekiedy
odbiega ona od powszechnie przyjetej, np. pierwiastek arytmetyczny nazywa sig
po prostu pierwiastkiem, klase abstrakeji — abstraktem, a elementy najmniejsze
i najwieksze zbioru odpowiednio minimum i maksimum tego zbioru, niekiedy zas
jest razaco tradyeyjna ,logistyka”, ,liczby wzgledne’”, ,liczby bezwzgledne”. Na-
wiasem méwiae ,liczby wzgledne’ zniknely juz nawet z programéw szkolnych. Nie-
zbyt fortunne wydaja sie takze nie spotykane przeze mnie gdzie indziej takie zwroty,
jak ,zapas funkeji” (przeciwdziedzina), ,,partykularyzacja’ ew. ,,uszeczegoélnienie
zmiennej” (dolaczanie malego kwantyfikatora), a zwlaszeza ,element dolujgcy nad
zbiorem’ (ograniczajaey zbidér z dolu). Warto tez moze zauwazyé, ze wiele ustepdw
jest wprost przeladowanych definicjami pojeé, z ktérych nigdzie potem sie nie ko-
rzysta.

Omawiana ksigzka ma réwniez szereg zalet. Sporo jest puykladow i 83 one
na ogél niezle dobrane. Bardzo cenne jest obszerne oméwienie budowy, a nastepnie
wykorzystywanie diagraméw relacji. Ten bardzo pogladowy sposéb ich przedsta-
wiania jest trudny do znalezienia w literaturze polskiej. Korekta ksigzki musiala bhyé
przeprowadzona bardzo starannie, poniewaz w frakeie czytania znalazlem tylko
jeden blad (na rys. 10 zbedny jest obwéd okregu, na ktérym umieszezone sg liczby
1-7). Bardzo dokladny jest skorowidz nazw — rzecz bardzo istotna wobec olbrzy-
miej ilofci wprowadzanych pojeé. Spis literatury jest raczej niekompletny. Autor
nazwal go wprawdzie spisem cytowanej literatury, wydaje sie jednak, ze w ksigi-
kach tego typu waZniejsze jest podanie latwo dostepnych publikacji, w ktérych
czytelnik moze znalezé jakie§ dodatkowe wiadomosei na dany temat. Z tego powodu
mniej istotne jest cytowanie ksigzki G. Papy Premiers éléments de mathématique
moderne przy réwnoczesnym braku tak podstawowych w polskiej literaturze pozycji
z teorii mnogofei i logiki matematycznej, jak ksigzki Grzegorczyka, Kuratowskiego
czy Sierpinskiego.

Janusz Onyszkiewicz

S. Kartasinski i M. Okolowiez, Analiza matematyczna, Podrecz-
nik dla Studium Naueczycielskiego, Panstwowe Zaklady Wydawnictw
Szkolnych, Warszawa 1967, str. 239, cena zl 27.—

Recenzowana ksigzka jest pierwszym wydaniem podrecznika zatwierdzonego
przez byle Ministerstwo Oéwiaty i przeznaczonego dla studentéw Studium Nauezy-
ciclskiego (dalej nazywane SN). Stanowi modyfikacje i poszerzenie skryptu wydawa-
nego juz parokrotnie przez PZWS, a przeznaczonego takze dla SN. Zakresem swoim
obejmuje elementy klasycznej analizy matematyeznej, omawiajac pojecie i pod-
stawowe wlasnosei ciggéw i funkeji jednej zmiennej, funkeje elementarne, rachunek
rézniczkowy funkeji jednej zmiennej z zastosowaniami do badania przebiegu funkeji,
rachunek calkami nieoznaczonymi i oznaczonymi z zastosowaniami geometrycznymi
(pola, objetosei, dlugosé krzywej) i fizycznymi (momenty, $rodek masy, praca, cié-
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nienie i parcie) oraz wstepne wiadomosei dotyezqce szeregéw liczbowyeh i funkeyj-
nych.

Nalezy sadzié, Ze zakres materialu zawarty w ksiazee podyktowany jest pro-
gramem analizy matematycznej w SN i przy dwuletnim trwaniu tego ostatniego
jest zupelnie wystarczajacy. Jedyne zastrzeienie moze budzié tu pominiecie zupelnie
zagadniel miarowych, tak przeciez waznych dla przyszlego nauczyciela matematyki,
niezaleznie od szezebla nauezania. Na podkreslenie zastuguje fakt umieszezenia w ksigz-
ce duzej iloSei zastosowan, zwlaszeza fizyeznych. Wydaje sie natomiast zbyteczne
powtarzanie materialu szkolnego (np. funkeje elementarne) oraz materialu z tzw.
algebry wyzszej, ktéry, sadzge chociazby ze sposobu przedstawienia go w' recenzo-
wanej ksigzce, jest przewidziany do realizacji w frakeie innego przedmiotu w SN.
Niech mi bedzie wolno takze wyrazié nadziejg, ze przy przediuzeniu okresu studiéw
w 8N do lat trzech znajdzie sie¢ w tym przedmiocie (lub poza nim, co byloby rozwia-
zaniem mniej korzystuym) miejsce na pewne unogélnienia pojeé klasyeznej analizy
w kierunku analizy funkejonalnej (oczywiscie informaeyjnie, raczej przez wskazanie
kierunkéw tych uogdlnier).

Powazniejszej natury zastrzezenia budzi natomiast sposéb przedstawienia
pewnyeh partii materialu. Wystepuje tu wyraZna niejednorodnoéé tekstu ze wzgledu
na $cistoéé przedstawianego w nim materialu. Pewne partie ksiazki opracowane sa
bardzo starannie i jasno, i redakeyjnie, i pod wzgledem poprawnosei merytorycznej,
83 natomiast (niestety do&é eczeste) paragrafy, w ktéryeh wstepuja niezrecznosei
redakeyjne, niejasnoéei sformulowania, a czasem nawet wrecz bledy. Pozwole sobie
zilustrowaé to ponizej przykladami. Definicji pary uporzgdkowanej na str. 4 nie moina
uznaé za poprawng. Ponadto auforzy nie uiywaja wygodnego i ogélnie przyjetego
terminu: iloezyn kartezjarski. Ostatnie zdanie ze str. 4 jest przykladem niezrecznego
sformultowania myéli: ,,moZemy powiedzieé” w tym zdaniu najlepiej po prostu opudcié.
Zgodnie z definicja funkeji na str. 5 zakves funkeji zawiera sie w zbiorze ¥, ale nie
musi mu byé réwny. Termin ,,funkeja zmiennej rzeczywistej”’, jak sama nazwa wska-
zuje, nie oznacza funkeji, ktérej wartosel sa liczbami rzeczywistymi. Zamiast tytutu
»Sposoby wyznaezania funkeji” na str. 6 wolalbym ,,Sposoby podawania funkeji”.
Zdania nastepujgce po tym tytule sa niezbyt zreczne. Pierwsze sugeruje, ze nakladamy
pewne warunki na zbiory X i ¥, a przeciez nie o to tu chodzi. Pierwsza czeéé drugiego
zdania sugeruje, ze juz jakied elementy odpowiedniec w drugim zbiorze istnieja, a cho-
dzi tylko o ich znalezienie. Funkeja sin podana tabela na str. 7 i funkeja sin znana
z trygonometrii to rézne funkcje, bo majy réozne pola — trzeba to Czytelnikowi uswia-
domié. Podobne nieporozumienie wystepuje z przyblizonym podawaniem wartosei
funkeji. Zagadnienie okreslania (wolalbym zreszty wyznaczania) dziedziny funkeji
nic zostalo przedstawione jasno, przeciez w definicji funkeji wymagamy przy jej
podawaniu okreélenia od razu takze i jej dziedziny. Zwrot ,,funkeja istnieje” (str. 8,
a takze inne) uwazam za wyraZnie niezreczny. Przypadek n = 0 przy omawianiu
wielowianéw na str. 11 wymagalby objasuienia, wobec klopotéw z okredlaniem po-
tegi 0% Pojecie funkeji uwiklanej na str. 12 nie zostalo wprowadzone nalezycie, Czy-
telnik tego pojecia w podanym ujeciu nie moze zrozumieé, co jeszeze poglebiajg przy-
ktady ponizej (funkcja ma dwie ,,wyrazne’ postacie). To niejasne postawienie sprawy
przewija sie zreszty przez caly ksigzke (np. str. 141). Na poczgtku str. 13 jest oczy-
wista pomylka, funkeja dwu zmiennyeh nie przyporzadkowuje parom par. Podana
na tejze stronicy interpretacja geometryezna funkeji dwu zmiennyeh wymaga zato-
Zenia, ze 2 = 0. I tu i w wielu innych miejscach w ksigzce wystepuje tendeneja do
doé¢ dowolnego zastepowania tworéw analityeznych geometrycznymi i na odwrét.
Wniosek o tym, Ze calkowita krotno&é okresu jest tez okresem (str. 16) wymaga do-
datkowego zatoZenia o polu funkeji (wraz z # takZe i # —w musi do pola nalezeé). Defi-
nicja funkeji odwrotnej (str. 17) jest znpelnie nicjasna, jezeli nie niepoprawna. Opis
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tworzenia wykresu funkeji odwrotnej jest tez niejasuy, nie méwige o niezgodnofei
tekstu z rysunkiem. W przykladzie ¢) na str. 18 nie jest spelniony, wymagany przy
ztozeniu funkeji, warunek Z <« U. Wyjaénienie pojecia funkeji zlozonej wielokrot-
nie (str. 18/19) jest co najmniej niejasne. Nieprawda jest, Zze wszystkie wyrasy ciagu
harmonicznego nalezg do (otwartego, zgodnie z symbolikgy w ksigzce) przedziatu
(0, 1). W definicji pojecia an - o0 na str. 31 zastosowano mylaey porzgdek kwanty-
fikatorow. Czy, choéby ze wzgledu na droznoéé ze studiami wyZszymi, nie nalezalo
podaé dowodéw twierdzen o granicy sumy itp. dwu ciagéw. Poczatku § 5 ,,Ulamki
dziesigtne nieskoriezone’ (str. 35) nie mozna uznaé za poprawny; czy nie nalezalo
z paragrafem tym poczekaé do pojecia szeregu? Sprawa okreslonodei funkeji f(z)
w punkeie x, na str. 40 zostala postawiona niejasno, funkeja raz ma, a raz nie musi
mieé¢ wartofei w tym punkeie. W definicji granicy funkeji brak zalozenia zn s .
W 5 wierszu od géry na str. 43 zwrot ,,méwimy”’ (zarezerwowany w matematyce
zwyeczajowo dla definicji) nalezy zastapié zwrotem ,,twierdzimy”. Nie ujednolicono
symboliki na granice jednostronne funkeji. Po co przy wyznaezaniu granicy funkeji x2

@
na str. 43 uiywaé dwu réinych eiggéw. Funkeja Tl nie jest okre§lona dla = = 0
@

(do str. 44). Dlaczego nie uzywaé dwu réznych nieskorneczonodei oo = 400 i —oo,
a wprowadzaé mylacy symbol oo (str. 44, wiersz 18 od géry). Po umieszezeniu funkeji x2
w przykladach wyznaczania granicy, formulowanie w postaci twierdzen praykltadow
granic funkeji stalej i tozsamoéciowej jest przesady. Twierdzenia o granicy sumy
itp. funkeji byly formutowane dla punktu =, skoniczonego i dla skorczonyeh granic,
a na str. 47/48 stosowane sy gdy x — oo, a takZe gdy granice 84 nieskoniczone (wiersz 6
od gory, str. 48). Co majg wlasnodei funkeji ciaglej do wyznaczania granicy funkeji
sinw

dla z -> 0 (do zdania po tytule § 3 na str. 54). Jezeli w wielomianie majg wyste-

powaé jedynic funkeje potegowe o wykladnikach naturalnych (str. 58), to skgd w nim
stala a,? Funkeja liniowa nie jest funkeja potegows (str. 58), zgodnie z definicjg tej
ostatniej na tejze stronicy. Funkeja liniowa jest nieograniczona jedynie dla a s 0.
Do zadan na str. 62 — czy nie lepicj temat podaé raz, a potem wymieniaé tylko
funkecje. Ta sama uwaga odnosi sie do sformutowania wielu zadan w ksigzee. Czy
wprowadzenie tak ogélnego jak na str. 65 znaczenia terminu parabola nie jest mylacc?
Whniosek co do x z réwnania sinx = } jest szkolng pomylks. Definicji funkeji eyklo-
mefryeznych na str. 74 nie mozZna uznaé za poprawne; zamiast wyraZnie posta-
wié sprawe z zacieSnianiem funkeji trygonometrycznyeh — pelno niejasnoéei. Rozu-
mowanie na przelomie str. 78/79 jest zbedne, wysfarezy bowiem w przedostatuim
wzorze na str. 78 potraktowaé a jako zasade nows, a b jako starg. Az sig prosi pray-
klad funkeji cigglej, nie posiadajgcej pochodnej (str. 84). Punkt M — P dla Axz— 0
(str. 85) pod zaloZeniem, Ze krzywa jest ciggla w punkecie P. W twierdzeniu o pochod-
nej ilorazu na str. 87 brak zaloZenia o niezerowaniu si¢ mianownika. Wypowiedz
twierdzenia o pochodnej funkeji zlozonej na str. 90 jest niepeina, brak w niej wyra-
#nego zaznaczenia koniecznego tu podstawienia. Stwierdzenie w wierszach 5-4 od
dohu na str. 98 jest bledne. Czy z terminem ,,punkt przegiecia” ze str. 107 nie poczekaé
do porzadnej definicji tego pojeeia? Do zadan na str. 108 — normalnie robimy odwrot-
nie: po to badamy znak pochodnej, bySmy mieli nlatwione sporzadzenie wykresu
funkeji. Rozumowanie na str. 115, ustalajace zwigzek miedzy rézniczka a przyrostem
funkeji, wymaga zaloZenia dy # 0, zbednego przy innym ujeciu zagadnienia. Zalo-
zenie cigglodei w twierdzeniu na str. 121 jest zbedne. Przedostatnie zdanie na str. 136
zawiera zloSliwg pomyltke, rozwazana tam funkcja jest rosngea w kazdym z przedzia-
tow (—o0, 4) 1 (4, 00), ale nie jest rosngea w calej swojej dziedzinie. Czy wypuklosei
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i wklesloéei nie nalezaloby zaliczyé do badania przebiegu funkeji? W rozwazaniach
dotyczaeych wypukloéei na str. 139 nalezy zakozyé ciaglosé drugiej pochodnej, wobee
tego, ze pod takim zalozeniem byly wypowicdziane stosowane tu twierdzenia doty-
czgce ekstremow funkeji. Na poczatku str. 141 nie &’ — 0, a # — 0, bowiem 2’ dyspo-
nowaé¢ nie mozemy! Wniosek o zmierzaniu do 1 stosunku cigeiwy do odpowiadajgcego
jej tuku (str. 143) wymaga dodatkowego zaloZenia o krzywej. Przeprowadzony na
str. 144 rachunek nie upowaznia do obliczenia krzywizny elipsy w punkecie (a, 0).
Na str. 145 brak definicji galezi nieograniczonej. Metoda poszukiwania asymptoty
pionowej na str. 146 nie zgadza si¢ z jej definicjg. A ezy w ogéle nie om6éwié asymptot
wezeéniej, juz przy badaniu przebiegu funkeji? Wobec wieloznacznogei symbolu calki
nieoznaczonej, wzory na catke sumy itp. wymagaja dodatkowych, niezbednych objas-
nieri. Brak tei wyraZnego — a istotnego tu — stwierdzenia, Ze rachunek calkami
nieoznaczonymi uprawiamy w przedziale. Zalozenia o funkeji u(2) poezynione przy
catkowaniu przez podstawienie (str. 156) nie gwarantujg jej odwracalnoéci. Na zakoii-
czenie rozwazan dotyezgeych ealkowania funkeji wymiernej (str. 166) nalezalo za-
znaczyé, e nie rozwigzano zagadnienia w calej ogélunoici. Funkeja ciagla w prze-
dziale musi byé w nim oczywiscie okreSlona (do str. 169). Zalozenia dotyczace ciggn
podzialéw, przyjete na str. 171, nie gwarantujg zmierzania dlugoseci oczek do zera.
Ograniczenia dotyezace funkeji znakozmiennej w punkeie d) str. 173 sa zupelnie
zbyteczne — naleato tylko proces caltkowy prowadzié dla dowolnej funkeji. Wobee
rozwazania calki oznaczonej tylko s funkeji ciaglej nie ma w ksiazce wyraznej defi-
nieji catkowalnos$ei funkeji, przez co pojecie funkeji calkowalnej wisi w powietrzu.
Przy rozpatrywaniu funkeji tylko cigglych zwrot ,,jezeli” na poczatku zdania w wier-
sz 10 od géry na str. 182 jest oczywidcie zbyteczny. Podobnie przy ujeciu zastoso-
wanym w ksigzce, zatoZenie cigglosei w punkeie funkeji podecalkowej w twierdzeniu
na str. 184 jest zbyteczne, funkeja f(x) powinna byé ciagla w calym przedziale (a, b).
Uzasadnianie cigglodei funkeji ¢(z) w dowodzie tego twierdzenia (majacym zreszty
miejsea redakeyjnie niezbyt jasne) wobeec wykazywania w dalszym ciagu, ze ¢(»)
jest funkejg roézniezkowalng, jest oczywiscie zbyteczne. Skad ta stycznodé w wierszach
13-12 od dolu na str. 193% Dlaczego przy definiowaniu dlugosci krzywej przez gra-
nice na str. 199 nie wspomniano o niezaleznoéci diugoéei od doboru ciggu podzialow?
Na str. 201 brak definicji gestosci punktowej. Definicja szeregu na str. 215 jest razaco
niepoprawna. Reszta n-fa szeregu zbieZnego nie maleje (str. 217), a tylko zmierza do
zera. Brak dowodu kryterium d’Alemeberta dla ¢ > 1 (str. 220-221). Uzycie na zbiér
punktéw zbieznosei szeregu potegowego symbolu (—r,r), niezaleinie od tego, co
potem powiedziano, oznacza, Ze szereg na kraficach przedzialu zbieznosei nie jest
zbiezny, Nie budzi mego entuzjazmu fakt nazywania szeregéw potegowych wielo-
mianami (Zeby chociaz uogélnionymi).

Brak w ksigzce skorowidza, brak podania literatury uzupelniajacej. Na pod-
kreélenie zasluguje natomiast duza ilo$é przyktadéw i zadan (597 zadaii, w tym wiele
interesujgeych; szkoda, Ze teoria szercgédw zostala zupelnie pozbawiona zadan) oraz
na ogdl starannie wykonane rysunki.

Prosze wybaczyé recenzentowi zbyt moze drobiazgowe wskazywanie niedo-
ciagnieé w recenzowanej ksigZce. Usprawiedliwia mnie to, Ze recenzuje podrecznik
dla przysziyeh nauczycieli oraz fakt obserwowania nagminnie podobnyeh niedociag-
nieé przy egzaminach wstepnych dla absolwentéw SN, ktérzy kandyduja na wyisze
studia matematyczne. Wniosek: konieczno$é jak najszybszego usuniecia ich z obo-
wiazujacego podreeznika,

Zenon Moszner
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