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ROCZNIKI POLSKIEGO TOWARZYSTWA MATEMATYCZNEGO
Seria IT: WIADOMOSCI MATEMATYCZNE X (1968)

J. BRZEZINSKI (Warszawa)

Grupy Galois wielomianéw stopnia czwartego

Niech K oznaecza dowolne cialo zawarte w ciele liczb zespolonych C.
Rozwazmy wielomian f(z) o wspolezynnikach z ciala K. Cialem rozkiadu
tego wielomianu nad K nazywamy cialo, ktére otrzymujemy dolaczajac
do K pierwiastki wielomianu f(z). Ciato to oznaczamy symbolem K.

Tak np. je§li f(z) = x*—2, to cialem rozkladu tego .wielomianu
nad cialem liczb wymiernych @ jest cialo Q(‘l@), tzn. zbiér wszystkich
liczb postaci a+bV2, gdzie @ i b 83 liczbami wymiernymi.

Dla kazdego wielomianu f(x) mozna rozwazaé zbidér zloZony ze
wszystkich przeksztalecen ¢ jego ciala rozkladu K;, ktore spelmiaja wa-
runki: ;

platb) =p(a)+o®) da abeky,
glab) = g(a)p(b)  dla  a,bely,
p(a) =a dla aeckK.

Takie przeksztalcenia nazywamy automorfizmami ciala K; stalymi na
ciele K. Mozna latwo sprawdzié, ze tworza one grupe o skonezonej liczbie
elementow ([1], str. 446-450). Grupe te nazywamy grupq Galois wielo-
mianu f nad cialem K. :

W przypadku ciata Q(¥2) mamy dwa takie przeksztalcenia — sa
nimi tozsamos$é i przeksztalcenie, ktore liczbie a-+-byV2 przyporzadkowuje
liczbe a—by2.

Jesli ax®-+br-+c¢ jest wielomianem stopnia drugiego o wspoélezyn-
nikach z ciala K, to mozna bardzo latwo ustalié¢, jaka grupe Galois ma
ten wielomian. Korzystajac bowiem ze znanych wzordw, ktére pierwiastki
2, 1 @, tego wielomianu wyrazaja za pomocgy wspolczynmkow, stwiexr-
dzamy z latwoscia, zZe

. Ky = K(zy,0,) = K(V 4),
gdzie A = (@;—x,)® = b*—4dac. Jeli teraz V AeK, to K, = K i grupa
Galois wielomianu f zawiera tylko jeden automorfizm, a mianowicie
aut omorfizm tozsamogciowy. Jesli natomiast ]/quK , to w grupie Galois
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sg dwa automorfizmy: jednym jest tozsamogé, a drugim 1)1zehsztalceme,

ktére liczbie a- bV A przyporzadkowuje liczbe a— v A.

Ogélnie, mozna pytaé o to, jakie grupy Galois moga mieé¢ wielo-
miany ustalonego stopnia n o wspolezynnikach w ciele K i jak okreslié,
czy dla dwoch danych wielomianéw stopnia n grupy te sa izomorficzne,
¢zy nie sg izomorficzne.

Problem ten byt przedmiotem badan w koiicu XIX wieku. O. Holder
w artykule Galoische Theorie mit Anwendungen zamieszczonym w pierw-
szej czefei Encyklopidie der Mathematischen Wissenschaften pisze, ze
problem ten dla wielomianéw drugiego, trzeciego i czwartego stopnia
zostal rozwigzany w dysertacji ¥. Hacka w 1895 roku. Koniec XIX wie-
ku byl okresem, w ktéorym tego typu zagadnienia byly bardzo modne.
Wiele prae (np. [6]) dotyezgeych analogicznych zagadnien dla réwnan
wyzszych stopni pochodzi wlagnie z tych czaséw. Niestety praca F. Hacka
jest w Polsce calkowicie niedostepna, za§ sam problem jest na tyle intry-
gujacy, ciekawy i bywa czesto przedmiotem zainteresowania ze strony
studentéw stuchajacych wykladu teorii Galois, ze odtworzenie jego roz-
wiazania wydawalo sie bardzo celowe(!). Znajomogé rozwigzania tego
problemu dostarcza zreszta wielu ciekawych przykladow ilustrujagcych
zastosowania teorii Galois. Na zakonczenie podamy jedno z takich nie-
trywialnych zastosowan.

Obecnie naszkicujemy rozwigzanie omawianego problemu dla wielo-
mianéw stopnia trzeciego, a nastepnie szczegélowe rozwigzanie dla wielo-
mianéw stopnia czwartego.

1. Kilka uwag o wielomianach stopnia trzeciego. Niech K bedzie
cialem charakterystyki 0, K domknigciem algebraicznym ciala K i &y, #,, @5
pierwiastkami wielomianu

f(@) = a®+-ax?+-bx+-c
o wspoOlezynnikach w ciele K (2). Wyrdénikiem wielomianu f nazywamy

A = (2, —25)2 (2 —ay) 2 (w3—,)% = a®b®{-18abc—4a®c—4b3—27¢2.

Jak wiadomo ([1], str. 466), zachodzi réwnosé
(1) K (@1,95,05) = K(V 4,2),
tzn. cialo rozkladu wielomianu f nad K powstaje z ciala K przez dola-
czenie V A (tzn. takiego elementu a ciala K, ze a® = A) oraz ktérego-
kolwiek z pierwiastkow wielomianu f.

() Wydaje si¢ ono tym bardziej celowe, ze w pewnych wspoélczesnych Zrédiach
podawane sa bledne informacje o grupach Galois wielonlianéw stopnia czwartego.
Jaskrawym tego przykladem jest ksiazka [4].

(2) Dla uproszczenia moina stale zakladad, ze K jest cialem liczbowym. Jed-
nakze zalozenie, ze charakterystyka ciala K jest rowna 0 jest zalozeniem zbyt moc-
nym. Wystarcza zakladaé, ze charakterystyka jest réina od 2 i 3.
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Z faktu tego wynika latwo, ze jedli wielomian f nie ma pierwiastkéw
w ciele K (tzn. jest nierozkladalny w K), to stopien ciata rozkladu K (w,,
@4,23) nad K jest réwny trzy lub sze$é w zaleznofei od tego, czy VAek ’
A l/Zg'K. W pierwszym przypadku grupa Galois wielomianu f jest
grupa permutacji parzystych trzech elementéw (grupa A;), a w drugim,
grupa wszystkich permutacji trzech elementéw (grupa §;). Tak wiee,
jesli potrafimy rozstrzygnaé czy wielomian o wspélczynnikach z ciala
K ma pierwiastki w tym diele (np. potrafimy to zrobié w przypadku
ciala @ liczb wymiernych), to potrafimy prosto odpowiedzieé na pytanie:
jaki jest stopien ciala rozkladu wielomianu stopnia trzeciego i jaka ten
wielomian ma grupe Galois. Obecnie naszym celem bedzie znalezienie
odpowiedzi na analogiczne pytanie dotyczace wielomianéw stopnia
czwartego.

2. Fakty pomocnicze. Niech
(2) f(@) = a*+padtqo-tr

bedzie wielomianem o wspdlezynnikach w ciele K charakterystyki 0
i niech @y, ,, @3, @, beda pierwiastkami wielomianu f w algebraicznym

domkni@c_iu K ciala K. Rozpatrzmy dowolny rozklad wielomianu f(x)
w ciele K na iloezyn dwu wielomianéw stopnia drugiego:

(3) ot +pri+qr+r = (22 ax-+b) (22 a2+ b,).

Pierwiastkami jednego z czynnikéw (zalézmy, Ze pierwszego) sa wiee
albo @, i @,, albo @, i 3, albo @, i z,. Poréwnujac wspélezynniki po obu
stronach réwnoseci (3) otrzymujemy nastepujacy uklad réwnan:

aa—f‘a-l —_ 0,

b+b,+aa, = p,

aby+ab = g,

bbl = 7.

Uklad ten jest rownowainy ukladowi:
b+b, =p+a?

a(b,—b) =g,

bb, =r.

Mnozymy teraz obie strony pierwszego réwnania przez a. Z kolei podno-
simy do kwadratu obie strony pierwszego i drugiego réwnania, a na-
stepnie tak otrzymane réwnania odejmujemy stronami, zastepujac po-
jawiajagcy sie iloezyn bb, przez r. W ten sposéb uzyskujemy réwnanie:

a®+2pat -+ (p*—4r)a* —¢* = 0.
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Wielomian
r(f) = B+2pt+(p2—dr)t—g?

nazywamy rezolwentq wielomianu (2).

7 przeprowadzonych rozwazan wynika nastepujacy prosty wniosek,
ktéry odnotujemy jako

LEMAT 1. Je$li wielomian (2) nie ma pierwiastkow w ciele K i jest
w tym ciele rozktadalny, to jego rezolwenta ma pierwiastek w K.

Dow6d. Jedli wielomian (2) nie ma pierwiastkéw w K, to jego roz-
klad w K musi mieé postaé (3). Zatem aeK, czyli pierwiastek a® rezol-
wenty nalezy do ciala K.

Jak zauwazyli§my, w zaleznofci od wyboru rozkladu (3) wspolezyn-
nik a jest réwny albo —(»,+2,), albo —(x;-+;), albo —(z,+x,). Zatem
elementy

1 = (21+25)% 1, = (2,+)% ty = (@;+2,)?

sa pierwiastkami rezolwenty. Z tego, ze x;}tz,tx;+o, = 0 wynikaja
réwnosei

(@4 22)% = (@3+24)%, (@1 25)? = (@2 +2)%, (011 @,)* = (€21 25)°.
LeEMAT 2. Jesli wielomian (2) nie ma pierwiastkéw wielokrotnych, to
jego rezolwenta r(f) tez nie ma pierwiastkéw wielokrotnych.
Dow6d. Mozna bardzo latwo sprawdzié, ze zachodzi réwnodé:

(4) (81— 12)*(ta—15)* (T — 1) =

= (,— @) (€1 — @3) (@ 1 — 2,)2 (B — @)} (@ — @) * (03— @4)*.

Wynika z niej natychmiast, ze jeSli a;# a; dla @ % j, to t; # t; dla ¢ # j.
Je§li wiec wielomian f nie ma pierwiastkéw wielokrotnych, to elementy
t; (# =1,2,3) sg trzema, parami réznymi, pierwiastkami rezolwenty
(a wiec wszystkimi jej pierwiastkami(®)).

Udowodnimy fteraz zasadniczy

LEMAT 3. Jesli wielomian (2) nie ma. pierwiastkow wielokrotnych, to

K (@, @3y @3, @) = K (1, 15, t5, ;).

(Tak wiec cialo rozkladu wielomianu (2) powstaje przez dolgczenie kto-
regokolwiek z jego pierwiastkéw do ciata rozkladu rezolwenty.)

Dowdd. Oznaczmy cialo K (#,1%.,%s, %;) przez L i dla ustalenia
uwagi przyjmijmy, ze »; = x;. Zauwazmy, ze pierwiastki @, x;, ®, s3

(3) Mozna sprawdzié, Ze elementy #; sa wszystkimi pierwiastkami rezolwenty
réwnieiz wtedy, gdy wielomian f ma pierwiastki wielokrotne. Z tego faktu mnie be-
dziemy korzystali.
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elementami algebraicznymi stopnia < 2 nad L, bo s3 one odpowiednio
pierwiastkami wielomianow

fi(a) = (2, +2)2—1_, (¢ =2,3,4)

o wspélezynnikach w ciele L. Przypusémy, ze ktory§ z wielomianéw
fi(z) jest nierozkladalny w ciele L. Wowezas wielomian f;(z) jest dziel-
nikiem wielomianu f(z) (bo @; jest wspélnym pierwiastkiem wielomianéw
f i fi). Zatem wielomian f;(#) ma oprocz a; jeszcze jeden pierwiastek
wspélny z wielomianem f, tzn.

Jil#) = filwy)) =0 dla i #].
Tak wige
(214 25)2 = (2,+2;)* dla ¢ #7,

co jak wiemy nie moze mieé¢ miejsca na podstawie lematu 2. Zatem
wielomiany f;(#) sa rozkladalne w ciele L, a wige ich pierwiastki nalezg
do tego ciala. Stad K(»y,®,,xs,®;) = L. Przeciwne zawieranie jest
oczywiste.

W dalszym ciagu zajmowaé si¢ bedziemy wielomianami stopnia
czwartego postaci

f(@) = o' +pa*+qutr,

ktére nie maja pierwiastkéw w ciele K i nie majs pierwiastkéw wielo-
krotnych. Rozpatrzmy nastepujace przypadki:
I. Rezolwenta nie ma pierwiastkéw w ciele K.

II. Rezolwenta ma tylko jeden pierwiastek w ciele K.

III. Rezolwenta ma wszystkie pierwiastki w ciele K.

Zanim przystapimy do dyskusji tych przypadkéw zauwazmy, ze
z réwnodci (4) wynika, ze wyrézniki wielomianbéw f i »(f) sa sobie r6wne
(lewa strona tej réwnosci jest wyréznikiem 4(r(f)), a prawa wyréznikiem
A(f)).

Przypomnijmy, ze jefli- 4 # 0, to VAek whedy i tylko wtedy,
gdy do grupy Galois wielomianu f nalezg tylko parzyste permutacje
pierwiastkéw.

Istotnie, jes§li do grupy Galois wielomianu f nalezg tylko parzyste
permutacje pierwiastkéw, to Va jest niezmienniczy ze wzgledu na wszyst-
kie automorfizmy ciata rozkladu, a wiec nalezy do K. Odwrotnie, je§li
VAeK, to do grupy Galois wielomianu f nalezg tylko permutacje pa-
rzyste. Gdyby bowiem do grupy tej nalezala pewna permutacja nieparzysta,
to z jednej strony V4 musialby w wyniku tej permutacji zmienié znak,
a z drugiej nie wuleglby zmianie (poniewaz jest on elementem ciala K).
MielibySmy wiec Va= —VZ, co oznacza, ze 4 = 0.
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3. Przypadek I. Niech 4 oznacza wyréznik wielomianu f. Rozpatrzmy
dwie mozliwogei:

(a) VAeK. W tym przypadku (K{tl, gy ts): K) = 3. Wielomian f jest
nierozkladalny w ciele K (bo ani on, ani jego rezolwenta nie maja pier-
wiastkow w tym ciele — Lemat 1), a wiec wielomian f jest réwniez nie-
rozkladalny w eciele K (?,,%,,13) (bo stopien wielomianu f jest wzglednie
pierwszy ze stopniem rozszerzenia K (i,,1,,%;) nad K; [1], str. 425, za-
danie 3). Zatem

(.K(t].’ tz, tg, 935): K) = 12.

Tak wige ciato rozkladu wielomianu f nad K ma stopied 12. Po-
niewaz ﬁeK, wiee do grupy Galois wielomianu f mogg nalezeé¢ tylko
parzyste permutacje pierwiastkéw ;. Poniewaz grupa Galois wielomianu
f ma rzad 12, wiec zawiera wszystkie permutacje parzyste czterech elemen-
toéw. Jest to wiee grupa A,.

(b) VA¢K. W tym przypadku (K (ty, s, 15) : K) = 6. Wielomian f
jest nierozkladalny w ciele K z tych samych wzgledéw co w przypadku
(a); zatem zaden z pierwiastkéw wielomianu f nie nalezy do ciata K (1,
15, t3) (W przeciwnym razie ciato to zawieraloby podciato stopnia czwartego
nad K). Pierwiastki wielomianu f s3 wiec elementami algebraicznymi
stopnia drugiego lub czwartego nad K(i,,#,, ;). Oznacza to zatem, ze
(K (ty, s, ts, 7:): K) =12 lub 24.

Gdyby zachodzila pierwsza mozliwoéé, to grupag Galois wielomianu
f musiataby byé podgrupa rzedu 12 grupy §,. Wiadomo, ze jedyna taka
podgrupa jest grupa permutacji parzystych 4,. Gdyby jednak grupa
Galois wielomianu f byla grupa A4,, to Va bylby elementem niezmien-
niczym ze wzgledu na wszystkie automorfizmy, tzn. musiatby nalezeé
do ciata K. Przeczy to jednak przyjetemu zalozeniu. Pozostaje wiec
tylko druga mozliwosé, tzn. (K (zy, 2,, s, 2,): K) =24 i grupa Galois
wielomianu f jest grupa 8,.

4. Przypadek II. Zalézmy, ze &, = (@4 u,)’eK. Z réwnokei (1) wy-
nika, Ze w rozpatrywanym przypadku VA4 ¢K. Istotnie, gdyby VAeK,
to cialo rozkladu rezolwenty byloby réwne K (I/Z, t,) = K wbrew temu,
ze nie wszystkie pierwiastki rezolwenty naleza do ciala K.

Do grupy Galois wielomianu f moga nalezeé tylko takie permutacje
pierwiastké6w, ktére zachowuja element t,. Z zaloZenia, ze wielomian
f nie ma pierwiastkéw wielokrotnych oraz z tego, ze (x,-+ ,)? = (23 2,)?
wynika, ze permutacjami takimi sg:

a = (1), b= (1, 2), ¢ = (3, 4), d = (1! 2)(3! 4), e = (1, 3)(2, 4),
f=1(1,4) (2: 3), 9=101,32,4), h = (11 4,2, 3).
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Mozna latwo sprawdzié, ze grupa utworzona przez te permutacje jest
izomorficzna z grupa symetrii kwadratu, ktoérg oznaczaé bedziemy sym-
bolem D,.

Grupa Galois wielomianu f jest wiee pewna podgrupa grupy utwo-
rzonej przez permutacje a-h. Z tego, ze VZ{K wynika, Ze podgrupa ta
musi zawiera¢ przynajmniej jedng permutacje nieparzysta. Oprécz tego
zaden pierwiastek wielomianu f nie moze byé niezmienniczy ze wzgledu
na wszystkie permutacje nalezace do tej podgrupy. W przeciwnym razie
pierwiastek ten musialby naleze¢ do ciata K. Mozna latwo sprawdzié,
ze grupa permutacji a-h, zawiera tylko 3 podgrupy czynigee zado§é tym
wymogom:

(*) {a, b, ¢, d} — grupa czworkowa V,,
(**) {a, d, g, h} — grupa cykliczna C,,
(***) {a, b, e, d, e, f, g, h} — grupa symetrii kwadratu Dj,.
Zanim przystapimy do dalszej dyskusji zauwazmy, Ze

P+t = By @y+ T W3+ XXy} Bo B3+ Bo By + Ty @y + (0, + @) = @103+ 24,4

(nalezy skorzystaé z tego, ze (w,+2,)* = —(2;+ ;) (23} 2,)). Symbolem
A, oznaczaé¢ bedziemy wyréznik wielomianu:

(3) @r—(p+t)w -+,

A, = (p+1,)2—4r.

Pierwiastkami wielomianu (5) sa oczywiscie x,w, 1 2x32,.

(a) Grupa Galois wielomianu f jest grupa (*) wiedy @ tylko wiedy, gdy
@@y K.

Istotnie, jesli grupa Galois wielomianu f jest grupa (*), to poniewaz
element x,2, jest niezmienmiczy ze wzgledu na wszystkie permutacje
nalezgee do niej, wiec nalezy on do ciala K.

Odwrotnie, jesli @,x,¢K i grupg Galois wielomianu f nie jest grupa
(*), to musi nig byé¢ jedna z grup (**) albo (***). W obu przypadkach
musi woéwezas zachodzié rowno$é x,x, = xy2,. Poniewaz jednocze$nie
@+ s = (—x3)+ (—@y), Wiee @, = — &3 lub x; = —2,. Zatem rezolwenta
ma oprocz pierwiastka t, =(2, -+ @,)* jeszeze jeden pierwiastek w ciele K,
a mianowicie (x,-x;5)® lub (2,4 m,)% Jesli wiee x,2,e K, to grupa Galois
wielomianu f jest grupa (*). Zauwazmy teraz, Ze x,2,¢ K wtedy i tylko
wtedy, gdy V4,<K.

Istotnie, jesli VZ&K, to wielomian (5) ma pierwiastki w ciele K,
tzn. @2, K. Odwrotnie, jesli z;2,el, to xzx e K, ezyli wielomian (5)
ma pierwiastki w K, tzn. jego wyrdznik jest kwadratem elementu ciata K.
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Tak wige jesli rezolwenta ma tylko jeden pierwiastek w ciele K iV 4, e K,
‘to grupa Galois wielomianu f jest grupa V,.

(b) Grupg Galois wielomianu f jest grupa (**) wiedy 4 tylko wtedy,
gdy mlmge}'{(ﬁ)\ K.

Koniecznogé tego warunku wynika stad, ze 2, jest niezmiennicze
ze wzgledu na permutacje parzyste nalezace do grupy (**) i nie jest
niezmiennicze ze wzgledu na wszystkie permutacje. Gdyby bowiem
@2, bylo niezmiennicze ze wzgledu na pozostale permutacje, to mieli-
by$my x,x, = x,2,1i podobnie jak w przypadku (a) uzyskaliby$my sprzecz-
nogé. .
Zalozmy, ze @ w,eK (VAN K. Grupa Galois wielomianu f nie moze
by¢é woéwezas ani grupa (*), ani grupa (**#).

Istotnie, gdyby grupa Galois wielomianu f byla grupa (#), to mieli-
bySmy @,x,¢ K. Gdyby natomiast grupg Galois wielomianu f byla grupa
(#*#), to poniewaz permutacja e jest parzysta, wiec mielibySmy @, 2, = 2,2,
¢o, jak juz wiemy, prowadzi do sprzecznosei. Tak wiee, je§li z, 2, ¢ K (ﬁ)\ K,
to grupa Galois wielomianu f jest grupa (**).

Podobnie jak w (a) rozwazmy wielomian (5). Warunek mlmseK(l/Z)\K
jest réwnowazny warunkowi Vm eK. Istotnie, #,2,¢ K {]/Z)\K wtedy
i tylko wtedy, gdy K(VA4) = K(2,25). Ta réwnosé ma z kolei miejsce
wtedy i tylko wtedy, gdy wyrézniki wielomianéw minimalnych dla V4
i x,2, nad K réznig sie czynnikiem, ktory jest kwadratem w ciele K.
Wyréznikami tymi sg odpowiednio 44 i 4y, tzn. VmeK.

Tak wiee, jesli rezolwenta ma tylko jeden pierwiastek w ciele K
i Vm eK, to grupa Galois wielomianu f jest grupa C,.

Z przeprowadzonych rozwazan wynika, ze

(c) jesli mie zachodzq przypadki (a) ¢ (b), to grupa Galots wielomianw
f jest grupa (%**),

Tak wige, jes§li rezolwenta ma tylko jeden pierwiastek w ciele K,
l/A_lﬂf i VAI/A?I%Tto grupa Galois wielomianu f jest grupa D,.

5. Przypadek III. Poniewaz t,,1,,t;,c K, wiec do grupy Galois wielo-
mianu f mogg nalezeé tylko takie permutacje, ktore zachowuja elementy
ty, 1a, t3. Z zalozenia, ze wielomian f nie ma pierwiastkéw wielokrotnych
wynika, ze permutacjami takimi sg:

a = (1), b =(1,2)(3,4), ¢ =(1,3)(2,4), d = (1, 4)(2, 3).

Permutacje te tworzg grupe czwérkows, ktéra zawiera trzy pod-
grupy rzedu drugiego:

(*") {a, b} Iub {a,c} lub {a,d} — grupy cykliczne C,,

(**') {a, b, ¢, d} — grupa czwérkowa V,.
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W dyskusji tego przypadku istotng role odgrywaé beda wyrézniki
A; (4 =1, 2,3) wielomianéw:

o —(p+t)ot+r (6 =1,2,3).

_ Pierwiastkami tych wielomianéw sa odpowiednio »,@, i 234, #,25 1 2,24,
L0, 1 @y05.

(a’) Grupq Galois wielomianu f jest jedna z grup (*') wiedy ¢ tylko wte-
dy, gdy odpowiednio @+ @y, T ,@se K lub @, + @3, 2,05 K, lub &, -+, 0,0, K.

Konieczno§¢é warunku jest oczywista. Dla dowodu dostatecznosei
zauwazmy, Ze grupa (**’) nie spelnia zadnego z tych warunkéw. Gdyby
bowiem dla grupy (**') byl spelmiony np. pierwszy warunek, tzn. 2,4 @,
z,2,e K, to mielibySmy @,-+x, = @3-+, 1 2,0, = 232,. Stad 2, = 23 lub
@, = &,, co z zatozenia nie zachodzi. Z kolei zauwazmy (tj. w przypadku
IIa), ze warunki z,@,eK, x,2,¢ K, 2,2,¢ K 83 odpowiednio réwnowazne
warunkom I/A_J_EK, I/A_aeK, I/A-:,GK.

Poniewaz 2,4+ 24, @+ x5, ¥4+ @, 59 odpowiednio réwne (z doklad-
noscig do znaku) Vi, Vi,, Vi, wiec grupa Galois wielomianu f jest jedna
z grup (*') wtedy i tylko wtedy, gdy V4;, Vt;eK dla pewnego ¢ = 1, 2, 3.

Tak wiec, jesli rezolwenta ma wszystkie pierwiastki w ciele K i istnieje
takie i, 7e VA4;, Vi;eK, to grupa Galois wielomianu f jest grupa C,.

7 przeprowadzonych rozwazan wynika, ze

(b") jesli nie zachodzi przypadek (a), to grupq Galois wielomianu f jest
grupa (*+).

Tak wieec, jesli rezolwenta ma wszystkie pierwiastki w ciele K i dla
kazdego ¢ = 1,2, 3 Vt; lub V A; nie nalezy do K, to grupa Galois wielo-
mianu f jest grupa V,.

Uzyskane wyniki ilustruje tabela 1.

Na zakonezenie podamy zapowiedziany we wstepie przyklad ilu-
strujacy zastosowania uzyskanych wynikéw. Pochodzi on od A. Schinzla.

Jak wiadomo, wielomian 2*-}-1 jest nierozkladalny nad ciatem liczb
wymiernych, mimo ze dla kazdej liczby pierwszej p jest rozkladalny
modulo p (tzn. jest rozkladalny nad cialem skonezonym Z,). Okazuje
sie, Ze przeprowadzone rozwazania pozwalaja rozstrzygnaé, czy dowolny
wielomian stopnia czwartego o wspdlezynnikach eatkowitych ma analo-
giczng wlasnosé, czy jej nie ma. Co wiecej, podana tabela pozwala kon-
struowaé wielomiany, ktéore majg te whasnosé.

Na moey twierdzenia Frobeniusa ([2], str. 151) dla kazdej permu-
tacji pierwiastkéw nalezacej do grupy Galois danego wielomianu o wsp6l-
czynnikach calkowitych istnieje nieskonczenie wiele takich liczb pierw-
szych p, ze dany wielomian modulo p rozklada sie na ezynniki nierozkla-
dalne, ktérych stopnie sq odpowiednio réwne dlugosciom cykli, na ktére
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TABELA 1

Oznaczenia:

K — cialo o charakterystyce 0;

f=at+pa?fqutr; pgrel;

Pierwiastki wielomianu f: @, @,, 25, 2,;

Rezolwenta wielomianu f: »(f) = 3 +2p2+ (p2— 4r) t— ¢2;

Pierwiastki rezolwenty: £, ,, 15;

Wyréznik rezolwenty: A = 16p2r—4p3¢®— 128p%2 +144pg®r 425613 —27¢4;
4i = (p—i—-tﬂg-—-‘i’f (2 =1,2,3).

Zalozenia:

‘Wielomian f nie ma pierwiastkéw w ciele K i nie ma pierwiastkéw wielokrotnych.

Rezolwenta nie Rezolwenta ma tylko Rezolwenta ma
ma pierwiastkéw jeden pierwiastek wszystkie pierwiastki
w ciele K t: w ciele K w ciele K
K(xy, 2y, Dla
Z3, w4) [ K - Istnieje | kazdego ¢
i e A; A; i takie. 3 =
AeK | VAYE |VAieK —FaR()/ =y ' takie, 2o Vi
Vti, VAieK lub
VAE
Stopien
T0Z8Z6-
rzenia 12 24 -+ 4 8 2 4
Grupa
Galois 4, 8, YV, a, D, 0, V,
Przyklad
nad Q@ |etdaz4-3at—2x—| 2t—4 |2*4204| 24—2 | 2f—10224 | atd-1
e +3 +16

rozklada si¢ ta permutacja. Jesli wige grupa Galois danego wielomianu
stopnia czwartego zawiera cykl dlugosci 4, to dla nieskonczenie wielu
liczb pierwszych p wielomian ten modulo p jest nierozkladalny. Z prze-
prowadzonych rozwazan wynika, ze jedynie wielomiany nierozkladalne
stopnia czwartego, ktérych grupa Galois jest grupa czwérkowa ¥V, mogg
byé rozkladalne dla kazdej liczby pierwszej p (wszystkie inne z wyste-
pujacych grup dla wielomian6w nierozkladalnych stopnia czwartego
zawieraja cykl dlugoSei 4). Z drugiej strony widzimy, ze ma to miejsce
w dwéch przypadkach — wtedy, gdy wielomian spelmia warunki podane
w trzeciej albo w ostatniej pionowej rubryce tabeli. Je§li wielomian
spelnia warunki podane w trzeciej rubryce, to — jak wynika z rozwazan
w przypadku ITa — jest on rozkladalny nad cialem liczb wymiernych,
jesli natomiast spelia on warunki podane w ostatniej rubryce, to — jak
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wynika z rozwazan w przypadku ITI — jest on nad tym cialem nierozkla-
dalny. Tak wiec jeSli wielomian stopnia czwartego o wspoélezynnikach
calkowitych jest rozkladalny modulo p dla kazdej liczby pierwszej p
i nierozktadalny nad ciatem liczb wymiernych, to musi on spelniaé warunki
podane w ostatniej rubryce tabeli. Okazuje sie, Ze twierdzenie odwrotne
jest réwniez prawdziwe. Istotmnie, zalé6zmy, Ze wielomian stopnia czwar-
tego o wspélezynnikach catkowitych speinia warunki podane w ostatniej
rubryce tabeli. Jak stwierdziliémy, wielomian ten jest nierozkladalny
nad cialem liczb wymiernych. Gdyby byl on nierozkladalny nad ciatlem
Z, dla pewnej liczby pierwszej p, to jego grupa Galois nad tym cialem
bytaby grupa cykliczna (bowiem grupa Galois kazdego rozszerzenia ciata
skonczonego jest grupa cykliczna) rzedu 4. Z twierdzenia Dedekinda
([3] str. 198) wynika, ze ta grupa cykliezna jest izomorfiezna z podgrupg
grupy Galois rozwazanego wielomianu nad cialem liczb wymiernych.
Poniewaz grupa czwoérkowa nie zawiera oczywiscie podgrupy izomorficz-
nej z grupa cykliczng rzedu 4, wiec przypuszczenie, ze rozwazany wielo-
mian jest dla pewnej liczby pierwszej p nierozkladalny modulo p, pro-
wadzi do sprzecznofei.

Mozna latwo przeliczyé, ze je§li @ i b sa liczbami ealkowitymi ta-
kimi, ze Va, I/E¢Q, to wielomian a*+2(a-+b)@?+ (a—b)? ma rozwazang
wlasnogé, tzn. jest nierozkladalny nad cialem liczb wymiernych i dla
kazdej liczby pierwszej p jest rozkladalny modulo p.
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