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A. Buixie (Warszawa)

O lingwistyce matematycznej

Wspblezesny matematyk zajmujacy sie teorig organizacji maszyn
matematycznyeh, teorig programowania i pokrewnymi dziedzinami,
spotyka sie coraz czesciej z terminem lingwistyka matematyczna. Niestety,
termin ten bywa rozumiany opacznie jako dzial jezykoznawstwa, a nie
matematyki. Niniejszy artykul stawia sobie za zadanie wyja$nienie, ze
poglad ten jest mylny. Postaramy sie przedstawié¢ tu zasadnicze kierunki
badai oraz zasadnicze metody lingwistyki matematycznej. Ze wzgledu
na szezuplo$é miejsca ograniczymy sie jedynie do fwierdzen i przykia-
dow, rezygnujac z dowoddéw. Zainteresowany czytelnik bedzie je mogt
odnalez¢ w cytowane]j literaturze.

Mozna bez przesady powiedzieé, ze lingwistyka matematyczna jest
jednym z najmlodszych dzialéw matematyki. Pierwsze prace o wiekszym
znaczeniu, formujace podstawy modeli stosowanych obecnie w lingwi-
styee matematycznej ukazaly sie w latach 1956-1959. Wymienié tu
nalezy takie pozycje jak Chomsky [3], [4], [6] oraz Rabin i Scott [22].
Inspiracji do ukazania si¢ tych i nastepnych prac dostarczyly dwa na-
stepujace Zrodla: potrzeba wprowadzenia metod matematycznych do
jezykoznawstwa oraz potrzeba badania, opisywania i klasyfikowania
powstajacych w ogromnej ilodei jezykéw sztueznyeh, tzw. algorytmicz-
nych, stluzacych do programowania maszyn matematycznych.

Jezeli chodzi o jezykoznawstwo, to okazalo sig, ze wprowadzenie
modelu matematyeznego wskazane jest az z dwéch wzgledéw: Po pierwsze,
jezykoznawstwo osiggnelo ten stopienn dojrzaloei, na ktérym wszelki
dalszy postep bez wprowadzenia metod formalnych (matematyeznych)
jest powaznie utrudniony. Po drugie, rozwdéj techniki automatycznego
przetwarzania danych za pomocg maszyn matematyeznych stworzyl
potencjalne mozliwosci dokonywania automatycznych przekladéw z je-
zyka na jezyk, co nie moze byé jednak zrealizowane bez znajomosei
takich gramatyk jezykéw naturalnych, ktérych forma bylaby zrozumialta
dla maszyn matematycznych. (Przez jezyk naturalny rozumiemy jezyk
uzywany w mowie potocznej, taki jak polski, angielski itp., w przeciwien-
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stwie do jezykéw sztueznych, takich jak ALGOL, FORTRAN, formalizm
nawiasowy etc.) Obecnie znane gramatyki opisowe nie spelmiaja oczy-
wiscie tego warunku.

Jezeli chodzi o jezyki programowe, to w poczatkowym okresie swo-
jego rozwoju byly to tzw. jezyki wewnetrzne, charakteryzujace si¢ bardzo
prosta syntaktyka (sktadnig). Jezyki te byly jednak mato czytelne i pro-
gramowanie za ich pomocg stawalo sie niezmiernie ucigzliwe, szcze-

gélnie przy bardziej zlozonych zagadnieniach. W wyniku tej sytuacji
powstawad poczely (w latach 1958-1960) tzw. jezyki algorytmiczne, zwane
rowniez jezykami automatycznego programowania. Sg one znacznie
czytelniejsze dla programisty, maja jednak zlozong syntaktyke wymaga-
jaca wyraznego okre§lenia, ktére ze zdan tego jezyka uznajemy za po-
prawne, a ktoére nie. Ponadto jezyki te, jako niezrozumiale dla maszyny,
wymagaja dokonywania translacji na jezyk wewnetrzny. Stwarza to
koniecznosé posiadania jasnej i matematycznie precyzyjnej gramatyki
takich jezykow. Na podkreSlenie zastuguje faki, ze liczba jezykow algo-
rysmicznych znanych i uzywanyeh dzisiaj na calym Swiecie siega kilku-
dziesieciu. Istnieje wiec rzeczywista potrzeba znalezienia jednolitej me-
tody ich opisu, pozwalajacej na poréwnywanie roéznych jezykéw, ich
klasytikacje, optymalizacje itp.

Wymienione problemy wskazujg na konieczno§é zbudowania mate-
matycznego modelu jezyka. Zadanie to, podjete przed jedenastu laty,
doprowadzilo do powstania nowej, intensywnie rozwijajacej sie obecnie
dziedziny matematyki, nazywanej przez jednych lngwistykq matema-
tyceng, przez drugich za$ — na przyklad we Francji — teoriq jezykow
formalnych. Zanim przystapimy do bardziej szezegélowego oméwienia
jej poszezegolnych aspektéw, wprowadzimy kilka zasadniczych pojeé
niezbednych w dalszych rozwazaniach.

Niech V = {v,, ..., v,} bedzie dowolnym skoriczonym zbiorem sym-
boli. Zbiér ten nazwiemy alfabetem, a jego elementy literami. Ciagi skon-
czone elementéw zbioru V nazwiemy stowami nad alfabetem V. Bedziemy
je zapisywacé bez przecinkéw pomiedzy pojedynezymi symbolami, a wiee
np. v,0,059; zamiast vy, v,, v5, v;. Zbiér wszystkich sléw nad alfabetem
V oznaczymy przez V*. Litery traktujemy jako slowa jednoelementowe,
a wiee V < V*

Nalezy podkreflié, ze alfabet V stanowi w przypadku rozpatrywania
jezykéw naturalnych model nie alfabetu, ale stownika danego jezyka.
Stowa nad alfabetem V odpowiadaja wiee zdaniom. Podobnie rzecz ma
si¢ przy budowaniu modelu dla jezykéw algorytmicznych. Za elementy
alfabetu uwazamy wtedy wszystkie wyrazenia nierozkladalne w tym
jezyku. Dla ALGOL’u na przyklad elementami alfabetu beda miedzy
innymi wyrazenia begin, end, array, step, sin, sign, -, 7, itp.

W zbiovze V* wprowadzamy dwuargumentowa operacje ,o” zwang
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sktadaniem (uzywa sie réwniez terminu konkatenacja), okreslong w sposéb
nastepujacy:
Y;

1 ‘U_—;kO ’Uil ...‘b"ip = ‘Ujl — ?J,'k'vl ...?Jip.

Widzimy wiee, ze zlozenie dwoéch stéw nalezacych do V* jest dalej stowem
nalezgeym do V* i jezeli z, y, ze V", to ma miejsce réwno§é zo (y oz) =
=(@oy)oz tzn. dzialanie skladania jest lgczne. Zbiér V* tworzy
wiec z operacja ,0” poélgrupe, ktora nazywa sie zwykle pélgrupe wolng.
Przyjmujemy dodatkowo abstrakeyjne zalozenie, ze do zbioru V* nalezy
cigg pusty, ktéry oznaczymy przez e i ktéry dla kazdego zeV* spehia
nastepujace dwa réwnania:

roe=x, EO0OI=2.

Cigg ten nazwiemy stowem pustym. Stanowi on jedno$é w naszej pol-
grupie.

W zbiorze V* okredlimy ponadto funkeje |z|, o wartoseciach catko-
witych niewjemnych, zwang diugosciq slowa i okre§lajaca liczbe wyste-
pujacych w nim symboli alfabetu. Na przyklad [v,v505] = 3, |¢] = 0.

Znak dzialania skladania bedziemy zwykle opuszezaé, piszac ay
zamiast @ o y.

Kazdy podzbiér skoriczony lub nieskoriczony L zbioru V* nazywaé
bedziemy jezykiem nad alfabetem V. Jezeli dla danego jezyka L < V*
istnieje przepis pozwalajacy dla kazdego slowa xe V* rozstrzygnaé w skon-
czonej liezbie prostych (efektywnie wykonywalnych) krokéw, czy @
nalezy do L, czy nie, to przepis ten nazywamy gramatykaq jezyka L, a jezyk
L nazywamy gramatykalizowalnym. Wydaje sie, ze takie okreslenie gra-
matyki jest zgodne z zapotrzebowaniem, jakie praktyka stawia przed
lingwistyka matematyezna, bowiem rzeczywiscie kazda dobra gramatyka
jezyka musi mieé te wlasnodé, by przy jej znajomosei orzekaé¢ mozna
bylo o kazdym zdaniu zbudowanym ze stéw rozwazanego stownika, czy
jest to zdanie poprawne, czy nie.

W logice matematycznej istnieje precyzyjne pojecie odpowiada-
jace temu, co nazwaliSmy powyzej ,:.. przepisem pozwalajacym dla
kazdego xeV™ rozstrzygaé w skonczonej liczbie prostych (efektywnie
wykonalnych) krokéw, czy @ nalezy do L, ezy nie”. Jest to pojecie algo-
rytmu, znane pod wieloma postaciami (algorytmy Markowa, algorytmy
Posta, funkeje obliczalne, maszyny Turinga itp.), ktérymi nie bedziemy
sig tu jednak zajmowaé ze wzgledu na ich zlozono$é. Zainteresowanego
czytelnika odsylamy do bogatej liferatury na ten temat: Davis [3], Grze-
gorezyk [14], Kleene [15], Malcev [18].

Jak sie okazuje, pojecie algorytmu jako gramatyki jest w swej
ogélnej postaci pojeciem zbyt obszernym dla lingwistyki matematycz-
nej. Zaweza sig je zatem przez naloZenie szeregu ograniczen, otrzymujac

Roczniki PTM — Wiadomodci Matematyczne X 2
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w ten spos6b pewng hierarchie gramatyk o réznych stopniach zlozo-
nosei.

Najlepiej zbadanymi obecnie klasami gramatyk sg automaty abstrak-
cyjne, zwane réwniez akceptorami, oraz gramatyki kombinatoryczne. Obie
te klasy omoéwimy w niniejszym artykule. Zaréwno w jednej jak i w dru-
giej klasie mamy szereg typow réznigcych sie zloZonoScig. Weréd auto-
matéw abstrakeyjnych wyrézniamy — w porzadku wedlug rosngeej
zlozonogei — automaty skonezone, automaty ze stosem (push-down)
i automaty liniowo ograniczone; natomiast wéréd gramatyk kombinato-
rycznych rozwaza si¢ miedzy innymi — tez wedlug rosnacej ztozonosei —
gramatyki prawostronnie liniowe, gramatyki bezkontekstowe i gramatyki
kontekstowe. Oba te ujecia, aczkolwiek powstale niezaleznie od siebie,
pozostaja w tak Seistym zwigzku, ze méwié mozemy o dualnosei pojeé.
Na przyklad, pojeciem dualnym dla automatu skonczonego jest grama-
tyka prawostronnie liniowa, tzn. kazdy jezyk opisywany pewnym auto-
matem skonezonym opisywany jest réwniez pewng gramatyka prawostron-
nie liniowg i na odwroét. Podobnie, pojeciem dualnym dla automatu ze
stosem jest gramatyka bezkontekstowa, a pojeciem dualnym dla auto-
matu liniowo ograniczonego jest gramatyka kontekstowa.

Skoro istnieje tak #cisla wspolzaleznodé pomiedzy automatami
abstrakeyjnymi i gramatykami kombinatoryeznymi, mozna postawié
pytanie, czy warto rozwija¢ te oba ujecia jednoczesnie — dotyczg one
bowiem tych samych faktéw. Okazuje si¢ jednak, zZe jednoczesne badanie
automatow i gramatyk jest celowe, ujecia te bowiem wuzupeliajg sie
w spos6b nastepujacy: Automaty stanowia model dosyé intuicyjny, w kto-
rym wiele faktéw dotyczgeych jezykéw daje sig latwo zauwazyé lub
przewidzieé, a ponadto twierdzenia wypowiedziane dla automatéw in-
terpretuja sie w sposéb jasny dla maszyn matematyeznych. Zasadniczg
wada tego ujecia jest jednak zlozonoé¢ formalizmu, prowadzaca do malto
przejrzystej i matematycznie nieeleganckiej teorii. Gramatyki kombi-
natoryezne maja formalizm znacznie czytelniejszy i matematycznie
elegantszy, a przy tym blizszy modelom jezykéw mnaturalnych; jednakze
wiele wlasnosei jezykéw, ktore widaé ma pierwszy rzut oka w ujeciu
pautomatowym?”, nie jest widocznych w teorii gramatyk kombinato-
rycznych. Ponadto gramatyki te maja znacznie slabszg interpretacje
w terminach maszyn matematycznych.

Zanim przystapimy do oméwienia kolejnych typéw gramatyk,
cheieliby$my podkredlié, Ze w rozwijanej obecnie lingwistyce matema-
tycznej wyodrebniaja sie dwie rézne szkoly. Pierwsza z nich rozwijana
glownie w Stanach Zjednoczonych, Izraelu, Francji i Czechoslowacji
(Y. Bar-Hillel, N. Chomsky, K. Culik, 8. Ginsburg, M.P. Schiitzenberger
i inni) przyjmuje za podstawe swoich modeli gramatyki kombinatoryeczne
i automaty abstrakeyjne. Reprezentuje ona kierunek zwany syntetycznym
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(synteza jezyka przez gramatyke lub automat). Druga szkola, ktéra
powstala i rozwija sie gléwnie w Zwiazku Radzieckim i Rumunii (A. Gladki,
0. 8. Kulagina, S. Marcus i inni) prowadzi rozwazania gléwnie nad je-
zykami naturalnymi, uzywajac do tego celu pewnych elementow algebry
i teorii mnogofei [13]. To ujecie sami jego tworey nazywaja analitycz-
nYm.

W niniejszym artykule oméwimy jedynie kierunek pierwszy, a to
z tego wzgledu, iz autor nie czuje sie kompetentny do oméwienia drugiego,
jednak i pierwszy kierunek nie zostanie oméwiony w sposoéb wyczerpu-
jacy. W czedei dotyezacej auntomatéw pominiemy na przyklad trans-
latory, tj. automaty z wyjéciem, ktorych zadaniem jest odwzorowywanie
jezyka na jezyk, a w czelci drugiej, w paragrafie dotyczgecym gramatyk
bezkontekstowych mnie wspomnimy, z braku miejsca, o problemie
jednoznacznosei.

W intencji autora lezalo oddanie do rgk polskiego matematyka
czego§ w rodzaju informatora o lingwistyce matematycznej, z ktorego
mozna by zorientowaé sie w zakresie jej wynikéw i potrzeb. Wynikom
podwigeimy najblizsze dwa rozdzialy; poméwmy zatem o potrzebach.
Na pierwszy plan wysuwa si¢ konieczno§é sformulowania i udowodnienia
twierdzen wigzacych w jaki§ sposéb pojecia lingwistyki matematycznej
z pojeciami innych dzialow matematyki, w szczegélnosdci algebry, teorii
mnogosei i teorii funkeji rekurencyjnych. Pewne twierdzenia tego typu
znane sg jedynie dla klasy jezykéw regularnych (tw. 2 Neroda i tw. 7
Kleene-Myhilla). Znalezienie analogicznych twierdzen dla klas jezykéw
kontekstowych i bezkontekstowych pozwoliloby najprawdopodobniej na
uproszezenie wielu dowodéw i na odkrycie nowych faktéw. Nastepnym
zagadnieniem czekajacym jeszcze na rozwigzanie jest znalezienie dosta-
tecznie adekwatnych modeli dla jezykéw naturalnych, okazuje sie bowiem,
Ze zaréwno gramatyki kombinatoryczne, jak i automaty, modeli takich
nie stanowia. Pewne sugestie dotyczace kierunku badan nad tym za-
gadnieniem mozna znalezé w pracy [2].

Oba wymienione problemy sg zagadnieniami bardzo ogoélnymi, od-
noszgeymi sie do caloSei zagadnien lingwistyki matematycznej. Istnieje
jednak szereg probleméw szczegbélowych, ktére réwniez czekaja na swoje
rozwigzanie. Znalezé je mozna we wszystkich prawie publikacjach doty-
czaeyeh lingwistyki matematyeznej. Szezegélnie bogaty ich liste zawiera
ksigzka S. Ginsburga [11].

1. Automaty. Pojecie automatu abstrakeyjnego, jakkolwiek uzy-
wane dzisiaj z powodzeniem w lingwistyce matematycznej, powstato
na gruncie potrzeb dosy¢ odleglych od tego kierunku, a przy tym znacznie
wezesniej niz inne jego pojecia, takie jak np. gramatyka kombinatoryczna.
Zacznijmy zatem od krétkiego wstepu historyeznego.
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W roku 1936 A. M. Turing [23] opisal pewna konecepcje maszyny
abstrakeyjnej, zwanej dzisiaj maszyng Turinga. Byla to pierwsza kon-
cepcja automatu abstrakeyjnego i jakkolwiek jest ona bliska wspolezes-
nym abstrakeyjnym modelom maszyn matematycznych, to "jednak
w intencji jej autora lezalo przede wszystkim znalezienie nowego podej$cia
do analizy pojecia efekbtywnosci w matematyce. Dlatego tez maszyny
Turinga pomyslane zostaly dostatecznie ogélnie na to, aby mogly opisy-
waé funkeje obliczalne. Ogélno§é¢ ta, jak sie poézniej okazalo, stanowi
jednak watpliwa zalete w momencie, gdy poszukujemy dostatecznie
adekwatnego i prostego modelu maszyny cyfrowej.

Powstala zatem potrzeba okreélenia stabszej klasy automatow abstrak-
cyjnych. Jedna z préb zadoséuczynienia tej potrzebie byla praca Rabina
i Scotta [22], na ktérej oprzemy sie w najblizszym paragrafie. Od tego
czasu powstaly dalsze koncepcje automatéw abstrakeyjnych; wszystkie
one mieszezg sie jednak pomiedzy koncepcjami Turinga oraz Rabina
i Scotta w tym sensie, ze kazda z nich stanowi pewien szezeg6lny przy-
padek maszyny Turinga — lub réwnowazng jej wersje, a automat Ra-
bina-Scotta jest z tych wszystkich przypadkéw najprostszy.

Moéwige o automatach skonezonych, wspomnieé wypada o pierw-
szej pracy, jaka ukazala sie na ten temat. Byla to praca matematyka
amerykanskiego S. C. Kleene [15]. Przedstawia ona jednak bardzo spe-
cjalne ujecie i dlatego ma dla nas znaczenie raczej drugorzedne.

1.1. Automaty skoficzone Rabina-Scotta. Automaty Rabina-Scotta
nazywaé bedziemy w niniejszej pracy RS-automatami. Pogladowo, RS-auto-
mat wyobrazamy sobie w postaci urzadzenia, ktére moze przyjmowaé
pewng skonezong liczbe stanéw wewnetrznych i ktére zaopatrzone jest
w skoriczong liczbe klawiszy odpowiadajacyeh symbolom pewnego alfa-
betu V. Wéréd stanéw wyrdzniamy jeden stan zwany poczatkowym oraz
podzbiér stanéw zwanych koncowymi. Zadaniem automatu jest czytanie
stow nad alfabetem V i wydawanie o nich ,opinii”. Czytanie to odbywa
gie przez wyciskanie na klawiaturze automatu klawiszy, odpowiadajg-
c¢ych kolejnym symbolom danego slowa. Przed przystapieniem do ezy-
tania automat ustawia sie w stanie poczatkowym. W trakeie czytania
automat zmienia swoje stany, przy czym kazdy kolejny stan zalezy od
stanu poprzedniego i od aktualnie wyciénietego klawisza. Mowimy, Ze
automat zaakcepiowat dane stowo, gdy po jego przeczytaniu znalazt sie
w jednym ze stanéw koncowych. Zbiér wszystkich slow akeeptowa-
nych przez dany automat nazywamy jezykiem definiowanym przez ten
automat.

Zajmiemy sie teraz klasa wszystkich jezykéw definiowanych przez
RS-automaty. Wymaga to oczywiscie wprowadzenia pewnego aparatu
matematycznego.
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DeriNicTA 1. Deterministycenym RS-aufomatem nazywamy system
A=<V, 8, M, s,, F), gdzie:

V = {04, ..., v} jest skoniezonym zbiorem symboli, zwanym alfa-
betem,

S = {8gy..., Sm} jest skoliezonym zbiorem elementéw zwanych sta-
nams automatu,

M: 8 xV—8 jest funkeja dwuargumentowa okreslona na iloczynie
kartezjanskim zbioréw 8 i V i o warto§ciach w zbiorze 8,

8o jest wyrdznionym stanem (s,e8) zwanym stanem poczgtkowym,

F jest wyréznionym podzbiorem zbioru stanéw (F < 8) zwanym
zbiorem standw kovicowych.

W intuicyjnej interpretacji funkecja M(s;, v;) okresla nam stan,
w jakim znajdzie sie automat po wycisnieciu klawisza v; w stanie s;.
Funkeje te, ktorg nazywamy funkeja przejscia, rozszerzamy zwykle do
funkeji M* okre§lonej na 8 X V*, definiujge indukeyjnie:

M*(s;, &) = 8; dla kazdego s;eS,

M* (s, ;) = M*(M(s;, ), y) dla s;€8, vV, yeV*.

DerINICTA 2. Jezykiem definiowanym (lub rozpoznawanym) przez
deterministyczny RS-automat W, lub jezykiem automatu A, nazywamy
zbiér tych wszystkich slow x nad alfabetem V, dla ktérych M*(s,, «)eF.
Zbiér ten oznaczamy przez L(%).

Wprowadzimy teraz pewne zaloZenie formalne, ktore pozwoli nam
na poprawne zdefiniowanie klasy wszystkich jezykéw rozpoznawalnych
za pomocy RS-automatéw. Zalozymy mianowicie, ze wszystkie roz-
wazane alfabety traktowaé bedziemy (w tym i w nastepnych paragra-
fach) jako podzbiory pewnego ustalonego przeliczalnego alfabetu U =

= {Uy, Us,...}, zwanego alfabetem uniwersalnym.

DEFINICIA 3. Jezyk L < V*, gdzie V = U, nazwiemy jeeykiem regu-
larnym, gdy istnieje taki RS-automat U, ze L = L(A). Zbiér wszystkich
jezyk6éw regularnych oznaczymy przez Zg.

Rozwazmy teraz dla przykladu pewien konkretny RS-automat.
Niech V = {a, b, ¢}, 8 = {80, 81, S2, 83, 84, 85}, F' = {8,}. Funkeje M (s;, v;)
opiszemy za pomocg nastepujacej tabelki:

' 8o 81 I 85 83 l Sa S5

a $1 8y S 84 Sg 85
85 83 85 S3 85 85

o} 82 8 S5 S5 85

Mozna sprawdzié, ze tak okre§lony automat definiuje jezyk skladajacy
sie ze wszystkich stéw postaci aa, acc...ca oraz abb ... ba. Sprawdzenie
to jest jednak dosyé Zmudne nawet w tak prostym przypadku. Aby
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opis automatu uczynié¢ czytelniejszym, poslugujemy sie zwykle tzw.
diagramem Meley (czyt. Mili). Diagram Meley jest to pewien graf, ktérego
wierzchotki odpowiadaja stanom automatu, pomiedzy za§ wierzehotkami
biegng strzalki oznaczone symbolami alfabetu. Przyjmuje si¢ zasade,
ze od wierzcholka ,s;” biegnie strzatka ,v,” do wierzchotka ,s;” wtedy
i tylko wtedy, gdy M (s;, vx) = s;. W ten sposéb funkeja M (s;, v;) opisa-
na jest jednoznacznie. Diagram Meley odpowiadajacy naszemu automa-
towi przedstawiony jest na rysunku 1. Cze$¢ strzalek oznaczona zostala
liniami przerywanymi. Sg to strzalki wiodgce do tych stanéw (w tym
przypadku do stanu s;), z ktérych nie ma powrotu do stanéw koncowych
(w tym przypadku stanu s,). Strzalki te opisuja wiec niejako ,pasywna”
cze§é automatu. Zwykle nie bedziemy ich w ogoéle rysowali na diagramie

Pare (s;, v;)eS X V nazywaé bedziemy konfiguracja automatu. Jak
wynika z definicji 1 dla kazdej konfiguracji (s;, v;) wyznaczony jest
jednoznacznie pewien stan s, ktory interpretujemy jako stan nastepny.
Wiladnie ze wzgledu na te jednoznacznosé, automaty okre§lone w de-
finicji 1 nazywamy deterministycznyms. Jezeli odrzucimy zatozenie o jedno-
znacznosel i przyjmiemy, ze kazda konfiguracja wyznacza zamiast jed-
nego stanu pewien podzbiér zbioru stanéw, z ktérego mozemy wybraé
w dowolny sposéb stan nastepny, to otrzymamy nowa klase RS-auto-
matéw, zwanych automatami wolnymi lub niedeterministycenymi. Obrazowo
mozna powiedzieé, ze przy automacie deterministycznym rola opera-
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tora (obshigujacego) ograniczala sie jedynie do naciskania odpowiednich
klawiszy, w automacie wolnym natomiast po naci$nieciu. kolejnego kla-
wisza operator otrzymuje do dyspozycji pewien podzbiér zbioru stanéw,
z ktérego sam musi wybraé stan nastepny. Méwimy, ze automat wolny
akceptuje dane stowo 2, gdy w trakeie czytania tego slowa daje sie tak
dobieraé kolejne stany, aby wychodzae od stanu poeczatkowego osiggnagé
stan koficowy. Automat wolny mozna wiee traktowaé jako urzadzenie,
W pewnym sensie, programowane.

DeriNicsA 4. Niedeterministycenym RS-automaltem nazywamy sy-
stem A = <V, 8, M, 8,, I, gdzie V, 8, I okre§lone s3 jak w definieji 1,
natomiast M =8 X VX8, czyli M jest pewng relacja trojargumentowa,
oraz S,= 8 jest zbiorem stanéw poczatkowych. O relacji M zakladamy
dodatkowo, ze dla kazdego s;eS oraz kazdego v;eV istnieje stan speS
taki, ze M(s;, v;, Sg).

Podzbiér zbioru standéw wyznaczonych przez dang konfiguracje
(s;, v;) sklada sie z tych wszystkich stanéw s, dla ktoérych zachodzi
M (s, v, 8x). Podobnie jak to ezyniliSmy dla automatéw determini-
styeznych, relacje M rozszerzamy do relacji M*<S8x V*x 8 w sposob
nastepujacy: dla kazdego @eV™, & = v,...7, oraz dla kazdych s, s’ eS
relacja M (s, , 8') zachodzi whedy i tylko wtedy, gdy istnieje ciag stanéw
81y 82y ... 5 i1 Spelniajacy nastepujace dwa warunki:

1. 8, = 8 oraz 8., = ¢,

2. M(sp, Vp, 8py1) zachodzi dla p =1,2,...,k.

Ciag $y,..., Skyq Dazywamy drogq od s do s’ w automacie . Stowo @
nazywamy etykietq tej drogi.

DErFINICTA 5. Jezykiem definiowanym (lub rozpoznawanym) przez
niedeterministyczny RS-automat A lub po prostu jezykiem tego automatw
nazywamy zbior tych wszystkich stéw a nad alfabetem V, dla ktérych
istniejg stany seS, oraz s'eF takie, ze M™(s,w,s’). Zbiér ten oznaczaé
bedziemy przez L(9A).

Pojecie antomatu deterministycznego stanowi szezegdlny przypadek
pojecia automatu niedeterministycznego, majacy miejsce gdy dla kazdej
konfiguracji (s, ») istnieje dokladnie jeden stan s' taki, ze M(s, v, s').
Z tego wzgledu przez RS-automat roznmieé bedziemy od tej pory dowolny
RS-automat niedeterministyeczny.

DEFINICTA 6. Dwa RS-automaty A, i A, sa réwnowaine, jezell roz-
poznajg ten sam jezyk; fakt ten zapisywaé bedziemy wyrazeniem A~ ..

Ten sam jezyk moze byc¢ rozpoznawany przez wiele réznych auntoma-
tow. Rozpatrzmy dla przykladu automat niedeterministyczny, ktory
przedstawimy od razu w postaci diagramu Meley (rys. 2). Niedeter-
ministycznodé tego automatu polega na istnienin dwoch strzalek wycho-
dzgeych z tego samego wierzcholka (wierzeholka sg) 1 oznaczonych tym
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samym symbolem. Jak latwo zauwazyé¢, automat ten jest réwnowazny
automatowi deterministyeznemu przedstawionemu na rysunku 1. Ogélnie,
jest prawdziwe nastepujace twierdzenie:

TWIERDZENIE 1. Dla kaidego RS-automatu istnieje rownowazny mu
automat deterministyczny.

Rys. 2

Automat deterministyezny, o ktérym mowa w twierdzeniu 1 mozna
zbudowaé¢ w sposéb efektywny: Niech U = (V, 8, M, S,, F> bedzie
dowolnym RS-automatem. Roéwnowazny mu automat deterministyczny
D(A) okreflamy jako

-D(QI) =<V, T, N,t,, G,
gdzie:

T = 2% jest rodzing wszystkich podzbioréw zbioru &,

N:Tx V-1 jest funkejg okreflona w sposéb nastepujacy: N (f,0) =
= Leg M(s,v), a wiec dla kazdego teT i veV, N(i,v) jest suma zbioréw

M(s,0) = {s': M(s,v,8")},

to = 8, oraz

G={8:8c8i8 ~ F+# @} czyli G jest rodzing tych wszystkich
podzbioréw zbioru 8, ktére maja elementy wspélne ze zbiorem F.

Automat D(UA) ma wiec znacznie wiekszg liczbe standéw niz automat
A. Jakkolwiek liczbe stanéw automatu D(A) mozna zwykle powaznie
zredukowaéd, to jednak automat niedeterministyczny daje sie na ogo6l
zrealizowaé za pomocq mniejszej liczby stanéw niz réwnowazny mu auto-
mat deterministyczny.

Zastanéwmy sie teraz ponownie nad klasg Zr. Jedyne, jak na razie,
kryterium przynaleznosei jezykéw do tej klasy daje nam definicja 3,
ktéra niewiele mowi o matematyezne] strukturze tej klasy i jest ponadto
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trudna do sprawdzenia. Aby scharakteryzowaé jezyki regularne w sposob
algebraiczny wprowadzimy pewne pojecia pomocnicze.

Dwuargumentowy relacje R okre$lona w V* nazwiemy relacjq réwno-
waznosei, gdy spelnione sa trzy nastepujace warunki:

1. z R dla kazdego weV™,

2. jezeli x Ry to y R« dla kazdych z,ye V",

3. jezeli x Ry oraz y Rz to x Rz dla kazdych =, y,zeV".

Dla kazdego xeV*, klasa abstrakeji relacji R o reprezentancie o (ktoérg
oznaczymy [#]z) nazwiemy zbiér tych wszystkich y nalezacych do V¥,
dla ktorych zachodzi o R 4. Jak wynika z tego okre§lenia, kazdy element
danej klasy abstrakeji moze byé uznany za jej reprezentanta oraz kazdy
element zbioru V* jest reprezentantem pewnej klasy abstrakeji.

Indeksem w V* relacji réwnowainoéei R nazwiemy liczbe klas abstrakeji
Rw V. )

Powiemy, Ze relacja R w V* jest prawostronnie niezmiennicza, gdy
dla wszystkich z, y,2¢V* z warunku « Ry wynika warunek az R yz.

Dla kazdego jezyka L< V* okre§limy pewng relacje dwuargumentows
Er, w V* w spos6b nastepujacy: dla kazdych x,yeV™ relacja x Ery za-
chodzi wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego zeV* warunek zzeL jest
réwnowazny temu, ze yzel.

Mozna udowodnié, ze dla kazdego L< V* Ey jest prawostronnie
niezmiennicza relacja réwnowaznosei.

TWIERDZENIE 2 (NERODE). Niech L bedzie jezykiem nad alfabetem V.
Wowczas nastepujace trzy warunki sq rownowazne:

(i) L jest jezykiem regularnym, czyli LeZg;
(ii) istnieje prawostronnie niezmiennicza relacja réwnowainosci R w V*
taka, ze L jest sumaq pewnej skonczonej liczby klas abstrakeji relacji R w V™5
(iii) relacja réwnowainoéci By, ma w V* skonczony indeks.

Najwieksze znaczenie ma dla nas warunek (iii) tego twierdzenia,
pozwala bowiem opisaé przynaleinosé jezyka L do £r w sposéb czysto
algebraiczny. Okazuje si¢ przy tym, ze relacja E; ma bardzo wyrazng
interpretacje teorio-automatowa. Dla wyjasnienia jej rozwazmy dowolny
deterministyczny RS-automat U oraz relacje Er okre§long dla jezyka
L(N). Przypusémy teraz, ze automat nasz czyta stowo xz nalezagce do V*
i przeczytal juz x. Strukture przeczytanego slowa automat musi ,za-
pamigtad” przez przyjecie stanu s = M*(s,,®), bowiem przyjmowanie
odpowiedniego stanu jest w automacie gkorneczonym jedyna mozliwogeig
zapamietywania czegokolwiek. Od tej pory jedynie stan s reprezentuje
slowo # w automacie i wespol ze slowem 2 decyduje, czy a2 bedzie, czy
nie bedzie zaakeeptowane. Zatem, gdyby automat zamiast slowa « prze-
czytal slowo y takie, ze z Epy, to przyja¢ powinien ten sam stan co dla
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2z, bowiem czy @z i yz naleza do L zalezy tylko od z i od tego, do jakiej
klasy abstrakeji nalezg « i y. Z drugie]j strony, jezeli non # Ery, to istnieje
takie 2, ze azeL i y2¢L lub na odwrét, réwno§é M*(s,,x) = M*(s,, ¥)
nie moze zatem mieé¢ miejsca, gdyz w przeciwnym przypadku:

M* (84, y2) = M*(M* (34, y), 2) = M*(M*(s,, 2), 2) = M*(s,, 22),

a wiec badz w2, yzel, badsz zz, yz¢L.

Jak stad wynika, automat w trakcie czytania danego stowa v,...7
powinien po przeczytaniu kazdego kolejnego symbolu »; (1<i<k) zapa-
mietaé jedynie, do jakiej klasy nalezy stowo v,...v;. W automacie 2 musi
wiee byé¢ dokladnie tyle stanéw, ile jest klas abstrakeji relacji By w V*
i musi istnie¢ pomiedzy nimi odpowiednio$¢ wzajemnie jednoznaczna.
Jak si¢ ponadto okazuje, jezeli dla jakiego§ jezyka L, dla ktérego Er ma
w V* indeks skoriczony, znane sa wszystkie klasy abstrakeji By, to po-
trafimy juz zbudowaé automat rozpoznajacy jezyk L. Co wiecej, bedzie
to automat najekonomiczniejszy ze wzgledu na ilo§é stanéw, co wynika
z nastepujacego twierdzenia:

TWIERDZENIE 3. Jedeli dla danego jezyka L relacja Ey ma w V™ indeks
skoniczony, to jest on rowny najmniejszej liczbie standw z jakq da sie zveali-
zowaé automat rozpoznajacy jezyk L.

Konstrukeja automatu poprzez relacje E;, przedstawiona jest w do-
wodzie twierdzenia Neroda w pracy Rabina i Seotta [22].

Zajmiemy sie teraz pewnymi jedno- i dwuargumentowymi operacjami
na jezykach zachowujgcymi regularno§é. Pozwoli to na podanie pelnej
charakterystyki teoriommnogofciowej klasy #g.

Przez sume dwich jezykdw rozumieé bedziemy ich sume teoriommo-
gofciowa.

Ztozeniem dwdch jezykow L, i L, nazwiemy jezyk L,oL, okreSlony
w spos6b nastepujgcy:

LioL, = {wy: weL, i yeL,}.

Znak dzialania skladania bedziemy zwykle opuszezaé; n-tg potega jezyka
nazwiemy mn-krotne zlozenie, tzn. L" = LL ... L, przyjmiemy przy tym
umowe, ze L' = {e}. T

Domknigciem jezyka L nazwiemy zbior

L* =L0UL1UL2U-..
Odbiciem lustrzanym jezyka L nazwiemy jezyk

-

L ={t_1... 01: 0,03... 9eL}.
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Odbicie lustrzane jezyka L sklada sie zatem ze wszystkich sléow jezyka
L napisanych w odwrotne] kolejnosei.
TWIERDZENIE 4. Klasa jezykow reqularnych jest zamknigla ze wzgledu
na odbicie lustrzane, sktadanie i domkniecie jezykow.
TWIERDZENIE 5. Klasa jezykow regularnych jest zamknieta ze wzgledw
na sume, przecigcie © roénice jezykow. ;
Zaréwno twierdzenie 4 jak i twierdzenie 5 moga byé udowodnione
w sposob efektywny, tzn. dla dowolnych dwdch jezykéw regularnych
L, i L,, znajac odpowiadajgce im automaty, potrafimy zbudowaé¢ auto-
maty rozpoznajace jezyki L., L, Ly, LY, Ly~ Ly, Ly Ly, L,— L,.
Wiasno§é zamknietosei klasy £, ze wzgledu na operacje skladania,
domknigcia i sumy teoriomnogosciowej jest wynikiem zamknigtosei tej
klasy ze wzgledu na znacznie ogélniejsza operacje, zwang operacjq podsta-
wiania. Opiszemy te operacje dokladnie].
Przypusémy, ze dla kazdego aeV okreslony zostal pewien alfabet X,.
Podstawieniem nazywamy dowolne odwzorowanie

7: V¥ 2% gdzie T =1J 2,
acv

spelniajagce nastepujace warunki:
(i) dla kazdego acV, t(a) jest okre§lone i v(a) = Z,, a wiec 7(a)
jest jezykiem,

(ii) =(e) = {g},

(iii) 7(ay..- ay) = 7(ay) ... 7(a,), & wiee kazdemu stowu odwzoro-
wanie 7 przyporzadkowuje pewien jezyk bedacy zlozeniem jezykéw przy-
porzadkowanych przez r kolejnym literom tego slowa.

Jezeli dla kazdego a nalezacego do V zbidr 7(a) jest jednoelementowy,
tzn. sklada sie z jednego tylko slowa, to 7 nazywamy homomorfizmem.

Obrazem jezyka L ze wzgledu na podstawienie T nazwiemy sume jezy-
kéw z(x) dla wszystkich xelL, czyli

T(L) d__é-tg I‘(:l‘?).

TWIERDZENIE 6. Jeseli L jest jezykiem regularnym nmad alfabetem V,
a T jest podstawieniem takim, ze dla kaédego aeV, t(a) jest jezykiem regu-
larnym, to T(L) jest rowniez jezykiem regularnym. Innymi stowy, podsta-
wianie jezykow regqularnych do jezykéw regularnych nie wyprowadza poza
klase Lg.

Warto moze pokazaé, w jaki sposob z twierdzenia 6 wynika zamknie-
tosé klasy L ze wzgledu na sume, skladanie i domkniecie. Rozwazmy
dowolne dwa jezyki L, i L, oraz alfabet V = {a, b} 1 jezyki P, = {a, b},
P, = {ab} i Py = {a}*. OczywiScie P,, P,, P; sa regularne. Niech 7 bedzie
nastepujacym podstawieniem: z(a) = L,, ©(b) = L,. Jezeli jezyki L,
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i L, sg regularne, to z twierdzenia o podstawianiu wynika, ze réwniez
jezyki v(P,) = L, v Ly, tv(Py) = L, Ly, ©(Pg) = Li sa jezykami re-
gularnymi.

TwierpDZENIE 7 (KLEENE, MyYHILL). Klasa jezykow regularnych jest
najmniejszq klasq jezykow zawierajqca wszystkie jezyki skoticzone (o skoti-
czonej liczbie stow) © zamknigia ze wzgledu nma operacje sumy, sktadania
© domkniecia.

Warto zwrécié uwage, ze jest to drugie twierdzenie, obok twierdzenia 2
(Neroda), charakteryzujace w pelni klase jezykéw regularnych bez ko-
rzystania z pojecia automatu.

Przypu§émy teraz, ze dany jest pewien RS-automat U, ktérego
jezyka na razie nie znamy. Automat ten pozwala na rozstrzyganie w skon-
czonej liczbie krokéw, czy dane slowo xeV* nalezy, czy nie nalezy do
L(A). Moze sie jednak tak zdarzyé, ze po przebadaniu bardzo duzej
iloSci sléw nie natrafimy na zadne nalezace do L(). Staniemy wiec
przed problemem: szukaé dalej, czy poniechaé tego, byé¢ moze bezowoene-
go, postepowania. Oczywidcie szukaé dalej warto tylko wtedy, gdy ist-
nieje gwaranecja, ze po skoniezonej liczbie krokéw potrafimy rozstrzygnaé,
czy L() jest puste, czy nie. Okazuje sie, ze gwaranecja taka istnieje.
W skonczonej liczbie krokéw potrafimy rozstrzygaé o tej i innych jeszeze
wlasnodeiach RS-automatow.

TwIERDZENIE 8. Dla dowolnego RS-automatu W potrafimy rozstrzygaé
w skoriczonej liczbie krokow, czy jezyk tego automatu jest pusty, czy niepusty,
skoriczony, czy nieskonczony. Dla dwéch dowolnych RS-automatow W, ¢ A,
potrafimy rozstrzygnaé w skoticzonej liczbie krokéw czy automaty le sq
rownowazne.

Aby rozstrzygnaé czy jezyk danego m-stanowego automatu jest
niepusty wystarczy, jak udawadniajg Rabin i Scott [22], sprawdzié ezy
nalezy do niego jakie§ slowo o dlugofei nie wiekszej od n. Stow takich
jest oczywiscie skoficzona ilo§é, zadanie da sie wiec wykonaé efektywnie.
Podobnie, aby rozstrzygnaé czy jezyk danego automatu jest nieskon-
czony wystarczy sprawdzié, czy nalezy do niego jakie§ slowo o dilugosei
miedzy n a 2n.

Czy dwa dane automaty 2, i U, sg réwnowazne czy nie, rozstrzygamy
badajae, czy oba jezyki:

L) A [V'=L(A)], L(Ws) ~ [V*—L(Ay) ]
gdzie V =V, v V,, sa puste czy nie. Jak wynika z uwagi do twier-

dzenia 5 potrafimy zbudowaé efektywnie automaty rozpoznajace oba
te jezyki, mozemy zastosowaé tu zatem pierwsza czes§é twierdzenia 8.

1.2. Automaty ze stosem (push-down). Jak zauwazyliSmy przy
omawianiu twierdzenia 2 (Neroda), automaty skonczone mogg zZapamie-
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tywaé informacje jedynie poprzez zmiane stanu. Poniewaz liczba stanow
jest skonezona, liczba informacji, jaka automat moze przechowywaé
w trakeie czytania kazdego stowa, jest dla danego automatu ograniczona.
Zalozenie to wplywa w sposéb istotny na strukture stéw rozpoznawanych
automatami skoriczonymi. Powoduje ono wlaénie to, ze zwykly formalizm
nawiasowy nie jest rozpoznawalny przez takie automaty, weryfikacja
poprawnosei formut tego formalizmu wymaga bowiem poréwnywania
ilodei lewych i prawych nawiaséw, a wiec dla dostatecznie diugich formut
zapamietywania dostatecznie duzych ilodei informacji.

Jedng, aczkolwiek nie jedyna, drogg prowadzaca do zwiekszenia
operatywnosfci automatéw jest przyjecie nieskonczonej pamieci. Mozna
to oczywidcie ueczynié przez wyposazenie automatéw w mnieskonczong
ilo§¢é stanow, takie rozwigzanie prowadzi jednak do modeli nieeleganckich,
a przy tym nie majacych dostatecznie jasnej interpretacji w istniejgeych
maszynach matematyecznych. Znacznie wygodniej jest przyjaé, ze automat
ma do swojej dyspozyeji pamieé¢ w postaci tasmy nieskoriezonej (w prak-
tyce dostatecznie dlugiej), na ktérej moze robié notatki w trakcie czy-
tania stéw 1 z notatek tych nastepnie korzystaé.

Jednym z takich rozwigzan jest aulomat ze stosem, znany rdéwniez
pod nazwa ,push-down” automatu. Jest to urzadzenie majace w swojej
dyspozyceji:

1. dwie ta§my: Pz — pamieé zewngtrzng i Pw — pamieé wewnetrzng,
zwana rowniez stosem, obie podzielone na klatki i jednostronnie nie-
skonezone,

2. dwie glowice: Gz — glowica czytajagea z Pz oraz Gw — glowiea
czytajaca z Pw i piszaca na Pw,

3. rejestr mogaey przyjmowaé skonezong ilo§é stanéw i mogacy
przesuwaé tasme Pz w lewo i tasme¢ Pw w lewo i w prawo (rys. 3).

Przyjmuje sie poradto nastepujace zalozenia:

1. w kazdej klatce tasmy Pz moze byé zapisany dowolny pojedynezy
symbol tzw. alfabetu zewnetrznego V,, lub symbol pusty,

2. klatke pamigci Pz stojgeq aktualnie naprzeciwko glowicy Gz na-
zywamy klatkq obserwowang w Pz. W kazdym cyklu pracy automatu
tasme Pz przesunaé mozemy o co najwyzej jedno miejsce w lewo, zmie-
niajac tym samym pozycje klatki obserwowanej,

3. w kazdej klatee taSmy Pw moze by¢ zapisany dowolny pojedynezy
symbol tzw. alfabetu wewngtrznego V,, lub symbol pusty,

4, klatke pamieci Pw stojaca aktualnie naprzeciwko glowicy Gw
nazywamy klatka obserwowang w Pw. W kazdym cyklu pracy automatu
mozemy (a) wytrzeé klatke obserwowang i przesunaé tasme Pw o jedno
miejsce w prawo, lub (b) wpisaé¢ stowo nad V,, o dlugosei & w & kolejnych
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klatek, poezynajac od klatki obserwowanej i przesunaé tasme Pw o k—1
miejse w lewo.

O alfabetach V, i V, nie zaklada sie, Ze sg rozlaczne.

Konfiguracjq automatu ze stosem nazywamy tréjke uporzgdkowang
(@, 8,9, gdzie zeV; i « jest slowem, ktérego pierwszy symbol stoi
w aktualnie obserwowanej klatce pamieci Pz, natomiast pozostale symbole
stoja na prawo od niego; s jest aktualnym stanem automatu, yeViy iy
jest slowem, ktérego ostatni symbol stoi w aktualnie obserwowanej
klatee pamieci Pw, a pozostale symbole stoja na lewo od niego. Na przy-
ktad automat przedstawiony na rysunku 3 znajduje si¢ w konfiguracji
{Aq05 09 Gy Siy b1bybsbybs).

ay |az | a3 [aq [as | as |a; | ag | ag | aj %Pz
Gz
Si
Gw
by { b2 | by | by | bs §Pw
Rys. 3

Od jednej konfiguracji do drugiej automat przechodzié moze po-
shugujac sie imstrukejami postaci

{ay 8,b) —<s'y w),

gdzie aeV,, s,8'eS (8 — zbiér stanéw), beV,, weV,. Instrukeje takie
czytamy w sposéb nastepujgcy: jezeli w Pz obserwowany jest symbol a,
w Pw symbol b, a rejestr znajduje si¢ w stanie s, to:

1. stan rejestru zmieni¢ nalezy na &',

2. tasme Pz przesunaé¢ nalezy o jedno miejsce w lewo,

3. klatke obserwowang w Pw nalezy wyzerowaé (wytrzed), a nastepnie
slowo w wpisa¢ na tasme Pw, poczynajac od klatki obserwowanej i tasme
Pw przesunaé o |w| — 1 miejsc w lewo (w przypadku gdy w = & oznacza
to, ze Pw przesunaé nalezy o jedno miejsce w prawo).

Ponadto dopuszeza sie instrukeje postaci

(&, 8, by — (s, w),

ktore czytamy jak nastepuje: cokolwiek bySmy obserwowali w Pz (mo-
7ze to byé réwniez symbol pusty), jezeli w Pw obserwujemy b, a rejestr
znajduje sie w stanie s, to stan rejestru zmienié nalezy na s’ i nie prze-
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suwajac Pz postepowaé dalej analogicznie jak dla instrukeji opisanych
wyzej.

Kazdy PD-automat okre§lony jest przez pewna liste insfrukeji, jest
to przy tym automat niedeterministyczny, tzn. moga istnieé instrukcje
o identycznyeh wyrazeniach stojacych na lewo od strzalki i réznych
wyrazeniach stojacych na prawo. W celu rozpoznania za pomoeg takiego
automatu dowolnego slowa # =a,...a, nad alfabetem V,, wpisujemy to
stowo w pierwsze p klatek ta§my Pz, wymazujac jednoczesnie klatki po-
zostale, Nastepnie wymazujemy cala ta§me Pw i w pierwsza jej klatke
wpisujemy symbol pomocniczy o. Na koniec ustawiamy automat w kon-
figuraeji (ay... ay, sy, 0), gdzie 8, jest wyréznionym i okreslonym dla
danego automatu stanem poczatkowym. Moéwimy teraz, ze automat
rozpoznaje slowo a, ... a,, gdy w oparciu o okreslajaca go liste instrukeji
mozna ulozyé program przejécia od wyzej opisanej konfiguracji do kon-
figuraeji postaci (e, 8y, ¥, gdzie s; nalezy do zbioru stanéw koncowych
automatu, natomiast y jest dowolnym slowem nad alfabetem V.

DEFINICTA 7. Automatem ze stosem lub PD-automatem nazywamy
system

A =<(Vsy Vo, 8, I, 80, F, 0),
gdzie

V,1i V, sa skonezonymi alfabetami,

S jest skonczonym zbiorem elementéw, zwanych stanamdi,

I c[(Vsu{e}) X BX V] X [8X(Vp—{0})*] i I jest zbiorem skon-
czonym, zwanym listq instrukeji,

soelS jest stanem poczqtkowym,

F <= 8 jest zbiorem standw koricowych,

geVy, jest symbolem poczatkowym .

Przyjmiemy vmowe, ze fakt {(<a,s,b), <{s',w))el zapisywaé be-
dziemy w postaci <a,s,b) — (s, w).

DrriNIcTA 8. Niech dane beda dwie konfiguracje {az, s, yb)> i {(z,s’, yv)
automatu A, gdzie aecV, o {e}, ®eV;, ¥, veVy, beVy, 5,8 8. Méwimy,
ze konfiguracja {aw, s, yb)> wyprowadza bezposrednio konfiguracje {x,s', yv)
w automacie W, co zapiszemy

law, s, yb) 5 (@, 8", yvy,

gdy <a, s, by — <{s',v) w automacie .
Moéwimy, ze konfiguracja <z, s,y)> wyprowadza (posredmo) konfigu-
racje <x', 8',y'> w automacie A, co zapiszemy

{wy8,Y) ?,‘f’ @'y 859>,
gdy istnieje taki cigg konfiguraeji automatu U

(3?1,3{1,9'0, i ay <{"“ﬂ:3ip1 yﬁ>r
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ze:

(1) <@y, iy Y = <&, 8,9, {@yp, sipa Yp) = @'y 8" y'>,

(i1) <@y, 85, YD 5 Bjgrs Sy pp Yinry J=1,..,p—1.

DEeFINICTA 9. Jezykiem definiowanym lub rozpoznawanym przez dany
automat ze stosem N nazywamy zbiér tych wszystkich stow zeV;, dla
ktorych istnieje stan s;eF oraz stowo yeV,, takie, ze

*
(@, 89y 0) 3 ey 81, Yo

Podobnie jak to czynilismy dla RS-antomatéw, przyjmiemy i w tym
przypadku, ze dla kazdego automatu ze stosem alfabety V,i V, sg pod-
zbiorami alfabetu uniwersalnego U. Jezyk L < V* (V < U) nazwiemy
S-jezykiem, gdy istnieje rozpoznajacy go automat ze stosem. Klase wszyst-
kich S-jezykéw oznaczymy przez ¥g. Stanowi ona istotne rozszerzenie
klasy jezykéw regularnych, tzn. zachodzi nastepujace

TWIERDZENIE 9. Fp = Py oraz Lr #+Fs.

Przykladem jezyka nalezgcego do Zs, a nie nalezacego do Zp moze
byé¢ jezyk IL = |a@: weV*—{e}}, gdzie @ jest odbiciem lustrzanym
stowa x (patrz paragraf o RS-automatach). (Zalozenie, Zze  # & przyjeto
jedynie dla uproszezenia przykladu.) Opiszemy automat rozpoznajacy
ten jezyk. Dla uproszezenia preyjmiemy, ze alfabet V jest dwuelementowy.
Automat bedzie wtedy nastepujacy:

V. ={a’sb}) Vw={a:b: U}) S 2{30381) 32}! F:{sﬁ}

wraz z listg instrukeji:
{a, 89y B> —> (89, fa) dla wszystkich aeV, i feV,,
{a, 8y, B> — {8y, fa> dla wszystkich aeV, i feV,,
{a, 8y, a) = (8,e)  dla wszystkich aeV,,
(&, 81, B —> {8, B> dla wszystkich feVy,
{ay 81y, 0) —> {8g, &) dla wszystkich aeV,,
{&y 81y 0) = {83y 0.
Oczywifcie instrukeje 1-5 sa w istoeie rzeezy schematami instrukeji,
wystepuja w nich bowiem zmienne a i S.
Niech teraz x = abba. Podamy przyklad drogi rozpoznawania tego
slowa przez automat. Cyfry w nawiasach oznaczaé¢ beda numery zastoso-
wanych instrukeji.

e

(abba, sy, o> & (bba, 8y, ca 5 {ba, s, cab) &

@ <a, 8, 0a) & (&y 81, 0) ) g, 83, 0).

Innym przykladem S-jezyka moze byé jezyk L = {az: weR}, gdzie
R jest dowolnym jezykiem regularnym. Latwo réwniez pokazaé, ze jezyk
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prostego formalizmu nawiasowego opisany w poprzednim paragrafie,
jest S-jezykiem.

Ginsburg i Rice [13] (1) udowodnili, ze S-jezykami sg takze tak zwane
jezyki typu ALGOL (w jezyku angielskim ALGOL-like), tzn. takie, ktére
daja sie zdefiniowaé analogicznymi jak ALGOL systemami wyrazen
metajezykowych [21]. Z tego powodu klasa S-jezykéw jest obecnie inten-
sywnie badana, co wywoluje jednak pewne kontrowersje, gdyz jak utrzy-
mujg niektérzy schemat jezyka typu-ALGOL jest zbyt uproszczony
i w zwigzkun z tym, ich zdaniem, ALGOL nie jest jezykiem typu-ALGOL.

Podamy teraz kilka twierdzen o zamknietogei klasy Ly ze wzgledu
na rézne operacje.

TwierDzENIE 10 [1]. Jezeli L jest S-jezykiem nad alfabetem V, a =
jest podstawieniem, takim ze dla kazdego aeV, v(a) jest S-jeaykiem, to v (L)
jest réwniez S-jexykiem.

Stad, podobnie jak dla jezykéw regularnych, otrzymujemy nastepu-
jacy wniosek:

TwierRDZENIE 11. Klasa ZLg jest zamknigta ze wzgledu na sume, skia-
danie © domkniecie jezykow.

Klasa Zg nie jest zamknieta ze wzgledu na przeciecie, ani ze wzgle-
du na uzupehianie jezykow, jest natomiast prawdziwe nastepujace
stabsze twierdzenie: '

TwisRDZENIE 12 [1]. Jeteli LeZs oraz Re%g, to L~ Re¥Ls oraz
L — Re%s.

Jezyki regularne mogg reprezentowa¢ w pewien sposéb S-jezyki:

TwIERDZENIE 13 [6]. Dla kaédego alfabetu V istnieje taki alfabet
2, S-jezyk D = X* § homomorfizm h: E* —V*, ze kasdy S-jeeyk L = V*
daje si¢ prezedstawié w postaci L = h(D ~ Ry), gdzie Ry = Z* jest pew-
nym jezykiem regularnym okreslonym dla L.

Na zakonezenie niniejszego paragrafu podamy dwa twierdzenia
o wiasno§ciach rozstrzygalnych i nierozstrzygalnych automatéw ze sto-
sem.

TWIERDZENIE 14 [1]. Isiniejq efektywne metody pozwalajace dla
dowolnego automatu ze stosem W udzielaé odpowiedzi na nastepujqce py-
tania:

1. czy dane stowo x nalesy do L(N)?

2. ezy L(AN) jest jezykiem pustym ?

3. ezy L(N) jest jexylkiem skoriczonym ?

(*) Noty bibliograficzne podane przy twierdzeniach tego paragrafu odpowia-
daja réwnowainym twierdzeniom (patrz wstep) sformulowanym dla gramatyk
bezkontekstowych. Wazystkie je mozna znalezé ponadto w ksiazce Ginsburga [11].

Roczniki PTM — Wiadomosci Matematyczne X 3
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TwWIERDZENIE 15 [1]. Jedeld V jest alfabetem co najmniej dwuelemen-
towym, to mie istnieja metody efekiywne pozwalajace dla dwdch dowolnych
automatow ze stosem U, © U, nad V odpowiedzieé na nastepujace pytania:

1. ezy L(W,) ~ L(Ws) jest S-jezykiem ?

2. czy L(Ay) = L(A,)?

3. ey L(A,) = L(UAy) ?

4. czy L(A,) jest jezykiem regularnym ?

1.3. Automaty liniowo ograniczone. Automaty ze stosem czytajac
zadane slowo posuwaja sie zawsze w jednym kierunku, mianowicie od
lewej do prawej. Do raz odczytanego fragmentu stowa nie moga juz po-
wréeié inaczej jak przez zanotowanie tego fragmentu w pamieci wewnetrz-
nej (Pw). Jednak i w tym przypadku powrét oznacza zawsze wytarcie
notatki, a wiec zniszezenie informacji. Z jednej notatki korzystaé mozna
zatem tylko raz. Dlatego wlagnie automaty ze stosem nie mogg na przy-
kiad rozpoznawaé jezyka L = {a'b'a’: i =1,2,...}. Jak sie przeko-
namy, jezyk ten jest rozpoznawany przez automaty liniowo ograniezone.

g #la |a,|as |ag |as|ag | # §

Si

Rys. 4

Pojecie automatu liniowo ograniczonego wprowadzone zostato po raz
pierwszy przez J. Myhill’a [20]. Automat ten sklada si¢ z taSmy podzie-
lonej na klatki, oraz z rejestru mogacego przyjmowaé skoriczong ilogé
stanéw, obserwowaé w kazdym momencie pojedyncza klatke ta$my,
wpisywaé¢ w obserwowang klatke symbol z pewnego okreslonego alfa-
betu oraz przesuwaé tasme w kazdym momencie o jedno miejsce w lewo,
lub jedno miejsce w prawo, albo pozostawia¢ tasme nieruchomg. Stowa,
ktére automat bedzie czytal, pisane sa w pewnym alfabecie zewnetrznym
V,. Ponadto automat dysponuje pewng ilofeciag symboli pomocniczych,
tworzacych tzw. alfabet wewnetrzny V,. Symbole alfabetu wewngtrz-
nego moga pojawiaé sie na tasmie jedynie w nastepstwie wpisania ich
tam przez automat w trakeie pracy. Ponadto automat dysponuje pewnym
symbolem specjalnym 3 nalezgcym do V,, ktéry wystepuje zawsze
na poezatku i na konecu slowa, wyznaczajac jego krarice.

Przed przystapieniem do rozpoznawania (czytania) slowa @<V; na
tasme wpisane zostaje slowo # o 4 i tasme ustawia sie tak, aby rejestr
obserwowal pierwszy od lewej symbol slowa . Sam rejestr ustawia si¢
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w pewnym stanie poezatkowym s,. Nastepnie automat zaczyna pracowaé
postugujae sie pewng niedeterministyczng lista instrukeji postaci:

(a,s;>-+<b,s¢,k>, =

gdzie a,beV, v Vy, 8;,8e8 (8 — zbiér stanéw), ke{—1,0, +1}. In-
strukecje te rozumieé nalezy w sposéb nastepujacy: jezeli aktualnie obser-
wowanym symbolem jest @, natomiast aktualnym stanem rejestru jest
8;, to w miejsce a wpisz b, zmien stan rejestru na s; i przesun ta§me o &
miejsc w prawo, tzn. o jedno miejsce w lewo, gdy k¥ = —1, o jedno miejsce
w prawo, gdy k = -1, i pozostaw nieruchomg, gdy % = 0. Przyjmuje
sie¢ bardzo istotne zalozenie, ze w czasie pracy rejestr nie moze wyjéé
poza stowo H @« . Zalozenie to jest rownowazne temu, ze za kazdym
razem automat otrzymuje do dyspozyeji tasme o dlugosei réwnej diu-
godei stowa 3 o 3. Stad wla$nie bierze sie termin: liniowo ograniczony.
Uwazamy, ze automat zaakceptowal stlowo x, gdy rejestr automatu
przesunat sie tak, aby obserwowaé pierwszy z prawej symbol 3£ oraz
przyjat stan nalezgey do wyrdznionego podzbioru stanéw koricowyeh.
Nie odgrywa przy tym roli, jakie stowo znajduje sie¢ wtedy na tag§mie.
Wprowadzimy teraz definicje formalna.

DrrFINICTA 10. Automatem liniowo ograniczonym lub LO-automatem
nazwiemy system

A= (st Vw: S?IJ 80rFs :H:>=
gdzie

V., i V, sa skonezonymi alfabetami, zwanymi odpowiednio alfa-
betem zewnetrznym i alfabetem wewnetrznym,

8 jest skoriczonym zbiorem stanéw,

IS [(Vau V) X8IX[(Vyu V) X 8X {—1, 0, +1}] jest listq instruk-
¢ji, o ktorej zaklada sie, ze spelmia nastepujace dwa warunki:

(i) dla kazdej pary <a,s)>e(V, v V,) X 8 istnieje tréjka <b,s’, k)e

e[(Veu V) X 8x {—1,0,1}], taka ze {<a, 8D, <b, s, k>)el,

(ii) jezeli {<a,$),<b,s8’,k))el oraz a =, to b = 3,

soelS jest stamem poczgtkowym,

F < 8 jest zbiorem standw koricowych,

3 eV, jest wyréznionym symbolem shuzacym do zaznaczania krafncéw
slowa.

Podobnie jak dla automatéw ze stosem przyjmujemy umowe, Ze
fakt (<a,s), <b,s",kd)el zapisywaé bedziemy w postaci <a,sd —
— (b, 8, k.

Konfiguracje automatu liniowo ograniczonego nazwiemy slowo nad
alfabetem V, v V,, v § (zbiér § traktujemy tu formalnie jako pewien
alfabet skladajacy sie z symboli s, 8,,...,8,) bedace postaci Fws;y 3,
gdzie z,ye(V, v V,)*. Konfiguracje t¢ interpretujemy w sposéb naste-
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pujacy: na ta§mie automatu znajduje sie aktualnie stowo FH-ay 4, rejestr
znajduje sie w stanie s; 1 obserwuje pierwszy symbol stowa y jezeli y #s,
lub obserwuje prawy symbol H: jezeli ¥y = &. Dopuszeza sie réwniez kon-
figuracje postaci s; 3« 3, tzn. takie, w ktérych automat obserwuje lewy
symbol .

Powiemy, ze konfiguracja +:xas;by+ wyprowadza bezposrednio kon-
figuracje = ows;cby 3=, gdy istnieje instrukeja {(a,s;> — (¢, 8;, +1); kon-
figuracja 4 zas; by H wyprowadza bezposrednio konfiguracje 3 xebs;y H, gdy
istnieje instrukeja <a, ;> — e, 85, —1); konfiguracje FH-was;by 4 wypro-
wadza bezpodrednio konfiguracje F:wes;by 3, gdy istnieje instrukeja
<a, 8;) —<¢, 8;, 0).

Oczywiscie analogiczne okreflenia formuluje sie réwniez dla przy-
padku szezegdlnego konfiguracji typu s; + o 3.

Méwimy, ze konfiguracja a wyprowadza konfiguracje p w automacie
A, co zapisujemy a %— B, gdy istnieje taki cigg konfiguracji posrednich
Goy Oyy euny Uy Z€ Oy = @, &y = f§ OTaz o; wyprowadza bezposrednio a;, ,
dla kazdego ¢ =1,2,...,m—1.

DEFINICTA 11. Jezykiem rozpoznawalnym lub definiowalnym przez dany
LO-automat U nazywamy zbiér tych wszystkich stéw zeV;, dla ktérych
istnieje takie stowo ye(V, v V,,)* i taki stan s;eF, ze 3,0 3 T Hys; 4.

Podobnie jak uprzednio zatozymy, ze dla kazdego LO-automatu
V., Vo = U. Jezyk L < V* gdzie V = U nazywaé bedziemy LO-je-
zykiem, gdy istnieje rozpoznajacy go LO-automat. Klase wszystkich
LO-jezykéw oznaczymy przez Lro. Jest ona istotnie szersza od klasy Zg,
tzn. zachodzi nastepujace twierdzenie:

TWIERDZENIE 16. Ly = Fro, przy ceym g #ZLro.

Jako przyklady LO-jezykéw nie nalezgeych do Zg postuzyé moga
jezyki L, = {wx: weV,} 1 L, = {a'Va’: i =1,2,...}, gdzie v oznacza
oczywifcie i-krotne zlozenie symbolu v. Przykladéw automatow roz-
poznajaeych te jezyki nie bedziemy podawadé, gdyz sa one dosy¢ zlozone
(np. automat odpowiadajacy jezykowi L, ma 29 instrukeji).

Spoéréd rozwazanych przez nas klas jezykow, klasa LO-jezykow jest
obecnie najmniej zbadana. Fakt ten jest prawdopodobnie wynikiem
szezegllnego zainteresowania, jakim dotad cieszyly sie S-jezyki. W chwili
obecnej sytuacja ta ulega powolnej zmianie. Moze o tym S$wiadezyé
ukazanie sie pod koniec roku 1966 pracy S. Ginsburga i S.A. Greibach [12],
przynoszacej interesujace wyniki o klasie #7o. Jednym z nich jest twier-
dzenie o podstawianiu:

TWIERDZENIE 17. Jeseli L jest LO-jezykiem nad alfabetem V, a 7 jest

podstawieniem takim, zZe dla kazdego aeV, z(a) jest LO-jezykiem oraz
eg¢r(a), to ©(L) jest rowniez LO-jezykiem.
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Zalozenie, ze e ¢r(a) dla kazdego acV jest zalozeniem istotnym, nie
dajacym usungé si¢ z twierdzenia bez naruszenia jego prawdziwoSci.
Niemniej zalozenie to mozna nieco ostabié.

TWIERDZENIE 18 [12]. Niech V bedzie dowolnym alfabetem © miech
ceV. Okreslimy na V* homomorfizm he: V¥ — V* w sposéb nastepujacy:
he(a). = a dla kazdego aeV i a #¢ hy(c) = e

Jezeli dla danego LO-jeeyka L <= V* homomorfizm ten spelnia wa-
runek: istnieje liczba naturalna k, taka ze dla kazdego stowa xeL zachodzi
klhe(2)| = |2| (gdeie |®| oznacza dlugosé stowa w®), to h,(L) jest LO-jezy-
kiem.

Twierdzenie to pozwala na konstruowanie operacji podstawiania,
w ktoéryeh czesé symboli ulega wytarciu pod warunkiem jednak, ze miejse
podlegajacych wytarciu nie jest w zadnym stowie zbyt wiele. Z twierdze-
nia 17 otrzymujemy jako prosty wniosek:

TWIERDZENIE 19. Klasa Lro jest zamknigia ze wzgledu ma operacje
sumy, skladania i domkniecia.

TWIERDZENIE 20. [17]. Klasa ZLro jest zamknigta ze wezgledu na
operacje przeciecia jezykow.

Nie wiadomo natomiast, ezy klasa LO-jezykow jest zamknieta ze
wzgledu na operacje réznicy teoriomnogosciowej.

2. Gramatyki kombinatoryczne

2.1. Semisystemy Thuego. Gramatyki kombinatoryczne, a $cislej
moéwige ich szezegélna podklasa — gramatyki struktur frazowyeh, po-
wstaly w wyniku pewnych rozwazan prowadzonych nad jezykami natu-
ralnymi [3]. Kiedy gramatyki te opisano w sposéb formalny, okazalo
sie, ze stanowia one szezegélny przypadek pojecia znanego w logice
matematycznej pod nazwa kombinatorycznych semisysteméw Thuego.

DerFINIcTA 12. Semisystem Thuego nazywamy system T = (V, R, x),
gdzie V jest alfabetem skonczonym, R < V*X V* jest relacja skon-
czong, ktorej elementy mnazywamy produkcjami systemu T' (fakt, ze
(v, w) nalezy do R zapisujemy w postaci » —w), & jest wyréznionym
stowem nad alfabetem ¥V, zwanym aksjomatem systemu.

Definicja ta odbiega nieco od sformulowania przyjmowanego zazwy-
czaj w logice matematyeznej, w tej jednak postaci bedzie znacznie wy-
godniejsza dla naszych celéw. Czytelnika zainteresowanego szerzej semi-
systemami Thuego odsylamy do ksiazki M. Davisa [9]. Okreflimy teraz
pewne pojecia pochodne, ktére stanowié beda podstawe do dalszych
rozwazan.

DEFINICTA 13. Niech T = <(V, R, x) bedzie semisystemem Thuego
i niech u,yeV*. Powiemy, ze stowo u wyprowadza bezposrednio w T stowo
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Y, co zapiszemy u = ¥, gdy istnieja stowa 2,, 25,0, we V* takie, ze w = 2,02,
Yy = 2, w2, oraz v — w jest produkejy systemu T'.

Powiemy, ze stowo u wyprowadza w T stowo y lub ze y jest u-wypro-
wadzalne w T, co zapiszemy u ;:» y, gdy istnieje cigg stow wu,, ..., u, nad
alfabetem V speliajacy warunki:

1.ty = U, Uy =Y,

2. w7 Uy, dla ¢ =0,1,...,n—L

Ciag wgy ..., U, Nazywamy u-wyprowadzeniem slowa v.

DEuFINICIA 14. Jezykiem definiowanym przez dany semisystem Thuego
T = (V, R, x> nazywamy zbiér L(T) wszystkich xz-wyprowadzalnych stéw
nad V, tzn.

L(T) ={y: yeV* i ¢ % y}.

Rozwazmy dla przykladu semisystem
T = {{a, b, c}, {ab — aabb, bb — ¢}, ab).

Jak latwo sprawdzié, L(T) sklada sie ze wszystkich stéw postaci a"z,
gdzie |#|< n, oraz, jezeli n jest parzyste, to # jest dowolnym stowem nad
{¢, b}, natomiast jezeli n jest nieparzyste, to # jest dowolnym slowem
nad {¢, b} zawierajacym co najmniej jeden symbol b.

Semisystemy Thuego maja, z punktu widzenia lingwistyki matema-
tycznej, dwie zasadnicze wady. Po pierwsze, jezeli rozwazymy jakies§
stowo x jezyka L(T) dowolnego systemu T, to na ogél do slowa tego
dadza sie jeszcze zastosowaé pewne produkeje z T. Slowa definiowalne
przez semisystemy Thuego nie maja wiee jakiej§ formy ostatecznej,
mozna je bowiem dalej przeksztalecaé. Z punktu widzenia zaréwno teorii
jak i modeli lingwistycznych, wskazanym jest jednak, aby slowa defi-
niowalne nie mogly byé juz dalej przeksztalcane, tzn. aby byly slowami
koticowymi wyprowadzen nieprzedtuzalnych. Druga wada semisysteméw
Thuego jest znacznie powazniejsza i wynika z nastepujgcego twierdzenia.

TWIERDZENIE 21 [9]. Kazdy jezyk definiowalny semisystemem Thuego
jest jezykiem rekwrencyjnie przeliczalnym i kaidy jeeyk rekurencyjnie prze-
liczalny jest definiowalny pewnym semisystemem Thuego.

Jak wiadomo, dla jezyka rekurencyjnie przeliczalnego nie istnieje
na ogét metoda efektywna pozwalajgea sprawdzaé, czy dane slowo a
nalezy czy nie nalezy do tego jezyka. Jezyki rekurencyjnie przeliczalne
stanowig wiec dla lingwistyki zly, bo zbyt ogélny, model matematyeczny.
Aby zhi temu zaradzié, modyfikuje sie pojecie semisystemu Thuego
w sposéb nastepujacy:

DerINicIA 15. Semisystemem Thuego z alfabetem pomocniczym nazy-
wamy system T = (V, 2, R, ), gdzie 2 jest pewnym alfabetem (zwa-
nym pomocniczym) rozlacznym z V, natomiast <V o X, R, 2) tworzy
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zwykly semisystem Thuego. Jezykiem defintowanym przez taki system
nazywamy zbiér wszystkich z-wyprowadzalnyeh stéw nad V. Jezyk
ten oznaczamy przez L(T).

Zauwazmy, ze systemy z alfabetem pomocniczym dysponuja bogat-
szym arsenalem $rodkéw, moga bowiem do definiowania danego jezyka
uzywaé symboli nie nalezaeych do jego alfabetu. Pozwala to oczywiscie
na ominiecie pierwszej z wymienionych trudnofei, nie zmienia jednak
w niczym drugiej. Na semisystemy Thuego z alfabetem pomocniczym
naklada sie zatem dalsze ograniczenia.

2.2 Gramatyki monotoniczne i kontekstowe

DEFINICTA 16. Gramatyka monotoniczng nazywamy semisystem Thuego
z alfabetem pomoeniczym G = (V, 2, R, s), gdzie s jest pojedynczym
symbolem z alfabetu X, natomiast wszystkie produkcje v — « nalezgce
do R speliaja nastepujace warunki:

1. ol <lul, gdy w # ¢,

2. jezeli v # s, to we(VuZ)* —{e}; jezeli v =3, to ue(Vu 2)".

TWIERDZENIE 22 [5]. Dla kazdego jezyka L nad V defintowalnego
gramatykq monotoniczng isinieje efektywna metoda pozwalajaca rozsirzygaé
czy zadane stowo xeV* nalezy do jezyka L.

Jak widzimy, gramatyki monotoniczne definiuja jezyki, ktoére na-
zwaliSmy we wstepie gramatykalizowalnymi. Okazuje sie jednak, ze
istnieja jezyki gramatykalizowalne niedefiniowalne takimi gramatykami.
Niemniej gramatyki monotoniczne stanowiag obecnie najszersza znang
klagse gramatyk definiujagcych jezyki gramatykalizowalne.

Kazdg gramatyke monotoniczng sprowadzi¢ mozna do pewnej
specjalnej postaci, w ktorej wszystkie produkeje » —u dla % # ¢ maja
postaé 2,4z, —> 2,y2,, gdzie AeX, 2,,2:¢(V o 2), ye(V U 2)*—{e}.

Gramatyki takie nazywamy kontekstowymi. Jezeli wiec przez grama-
tyki réwnowasne rozumieé bedziemy gramatyki definiujgce identyczne
jezyki, to otrzymamy nastepujace twierdzenie:

TwierDZENTE 23 [5]. Dla kaidej gramatyki monotonicznej istnieje
réwnowasna jej gramatyke koniekstowa.

Gramatyki kontekstowe sg przedmiotem specjalnego zainteresowa-
nia lingwistéw, a to z tego wzgledu, ze prowadzonym w nich wyprowa-
dzeniom przyporzadkowaé mozna diagramy opisujace w pewnym stopniu
strukture wyprowadzanych stow. Z tego wzgledu gramatyki te nazywa sie
réwniez gramatykami strukiur frazowych. Ponadto byly one najweze$niej
znanymi gramatykami kombinatorycznymi. Zwyezajowo przyjmuje sie
wige jezyki definiowalne gramatykami monotonicznymi nazywaé jezyka-
me kontekstowymi. Przyjmujae, podobne jak w poprzednich paragra-
fach, zalozenie, ze alfabety wszystkich gramatyk monotonieznych sa
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podzbiorami alfabetu uniwersalnego U, wprowadzi¢ mozZemy klase Lx
wszystkich jezykéw kontekstowych.

TWIERDZENIE 24 [17], [16]. Dla kazdego jezyka koniekstowego istnieje
rozpoznajacy go automat liniowo ograniczony i dla kaidego LO-jezyka
istnieje definiujqea go gramatyka kontekstowa. Inaczej mowige, Lx = Lro.

Twierdzenie to ma konstruktywny dowéd, to znaczy dla kazdej
zadanej gramatyki kontekstowej potrafimy zbudowaé odpowiadajacy jej
LO-automat i dla kazdego zadanego LO-automatu potrafimy okreslié
odpowiadajaca mu gramatyke. Wynika z niego ponadto, ze wszystkie
twierdzenia dotyczace LO-jezykow przenoszg sie w sposéb automatyezny
na jezyki kontekstowe. W rzeczywistosei zostaly one w oryginale sfor-
mulowane wladnie dla tych ostatnich jezykéw, a to z tego wazgledu, iz
dowody prowadzi sie znaecznie profciej dla gramatyk niz dla automatéw.

Rozpatrzmy teraz przyklad gramatyki monofonicznej. Niech
V={ab,ecd}, X={8 A, B}, §— symbol poczatkowy, a lista pro-
dukeji jest nastepujaca:

8 — AB, AB — BA, A — a,
AB — ABe, BA —~ BAd, B —b.
AB — dAB, BA — c¢BA,

Gramatyka ta definiuje jezyk, w ktorym wszystkie stowa sg postaci
diabd, i,§j = 0,1, ... lub c¢bad’, i,j = 0,1, ...

Nie jest to oczywiScie gramatyka kontekstowa, bowiem produkeja
AB — BA nie spelnia wymaganego warunku. Jezeli jednak do alfabetu
2 dodamy symbol niekonicowy O, a powyzej zdefiniowana produkeje za-
stapimy réwnowazng jej lista

AB - AC, AC — BC, BC — BA,

to ofrzymamy gramatyke kontekstowsg réwnowazng naszej gramatyce.
Nalezy tu zwrécié uwage, Ze wyzej opisana konstrukeja mozliwa jest
jedynie dlatego, ze do definiowania jezyka wolno uzywaé symboli nie
nalezacych do alfabetu tego jezyka. W przeciwnym przypadku, np. dla
zwyklyeh semisysteméw Thuego, kazde wprowadzenie nowej produkeji
zwigksza na og6l jezyk definiowany.

2.3 Gramatyki bezkontekstowe

DEFINICTA 17. Gramatyke bezkontekstowq nazywamy semisystem
Thuego z alfabetem pomocniczym G = (V, X, R, s>, gdzie s jest poje-
dynezym symbolem z alfabetu X, natomiast wszystkie produkeje sg
postaci A — x, gdzie AeX oraz ze(V U X)*.

Jezyki definiowalne gramatykami bezkontekstowymi nazywamy je-
zykams bezkoniekstowyms. Ich klase oznaczaé bedziemy przez Lpg .

Zauwazmy, ze gramatyki bezkontekstowe nie stanowia prostego
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przypadku szczegélnego gramatyk kontekstowych, moga wystepowaé
w nich bowiem produkecje typu A — ¢, gdzie A 7 s, niedozwolone w gra-
matykach kontekstowych. Jest niemniej prawdziwe nastepujace

TWIERDZENIE 25 [1]. Dla kazdej gramatyki bezkontekstowej G isinieje
gramatyka bezkontekstowa G' nie zawierajgca produkeji postaci A ->¢,
taka 2¢ L(G') = L(G)—{e}.

Jak juz wspominaliSmy na wstepie, pojeciu gramatyki bezkonteksto-
wej odpowiada w teorii automatéw automat ze stosem:

TWIERDZENIE 26 [6], [10]. Dla kazdego jezyka bezkontekstowego istnieje
rozpoznajacy go automat ze stosem i dla kazdego S-jezyka istnieje definiujaca
go gramatyka bezkontekstowa. Inaczej mowiqe Lpr = Ls.

Wynika stad, Ze wszystkie twierdzenia o teoriomnogoséciowych
i algebraicznych wlasnogciach S-jezykéw przenosza sie w sposéb bez-
pofredni na jezyki bezkontekstowe. Ponadto, poniewaz twierdzenie 26
ma dowéd efektywny przez konstrukeje, wiec przenosza sie réwniez
twierdzenia o rozstrzygalnogei (tw. 14 i 15). Podobnie jak to miato miejsce
dla jezyk6éw kontekstowych, wiekszo§é twierdzen o jezykach bezkonteks-
towych zostata sformulowana i udowodniona wlagnie przy uzyeciu aparatu
gramatyk, a nie automatow.

Skala probleméw dotyezacych gramatyk bezkontekstowych jest bar-
dzo szeroka. Wiele z nich jest juz rozwigzanych, ale wiele jest tylko
postawionych lub naszkicowanych. Czytelnika zainteresowanego tymi
problemami odsylamy do [11]. Znajduja sie tam prawie wszystkie wyniki
opublikowane do korica 1966 roku.

2.4. Gramatyki prawostronnie liniowe. Wgréd gramatyk bezkon-
tekstowych rozwaza sig wiele szezegdlnych podtypdéw gramatyk, takich
jak gramatyki sekwencyjne, normalne, metaliniowe, liniowe, lewo- i prawo-
stronnie liniowe [7].

DerFinicTA 19. Gramatyke bezkontekstowg G = (V, Z, R, s) nazwie-
my prawostronnie liniowq, gdy wszystkie jej produkeje sg postaci A — z
lub A — B, gdzie A, BeX oraz xeV™. '

TwWIERDZENIE 27 [11]. Jeezyk jest reqularny wtedy i tylko wtedy, gdy
jest definiowalny przez gramatyke prawosironnie liniowq.

Dowéd tego twierdzenia przebiega przez efektywna konstrukeje
automatu dla gramatyki i na odwrot.
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