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Seria II: WIADOMOSCI MATEMATYCZNE X (1968)

ANDRZET MosTOWSKI (Warszawa)

Niesprzecznosé 1 niezalezno§¢ hipotezy continuum*

1. Matematycy lubig klasyfikowaé osiggniecia nankowe pod wzgledem
ich doniostodci. Kazdy jest zawsze gotow wskazaé ,,najwazniejsze odkrycie
ostatnich n lat” i twierdzié, ze jego wybor jest najlepszy ze wszystkich
mozliwych. Poniewaz autor tego artykulu nie jest wyjatkiem z ogdlnej
reguly, zakomunikuje swoja opini¢ cierpliwemu czytelnikowi: nie mam
zadnej watpliwodei, ze najwazniejszym osiagnieciem matematycznym
ostatnich 30 lat bylo udowodnienie niesprzecznodei i niezaleznogei ogélnej
hipotezy continnum. Pierwszy dowé6d zostal znaleziony prawie 30 lat
temu przez Godla, drugi zas§ w 1963 roku przez P. J. Cohena.

Oczywifcie kazde poréwnanie znaczenia jednego odkrycia z innym
jest w wysokim stopniu subiektywne. Jestem jednak przekonany, ze
powyzszy wybor bylby zaaprobowany przez wiekszo§é logikéw i specja-
listow z teorii mnogogei, jak réwniez prawdopodobnie przez wielu innych
matematykéw. To przekonanie opieram na tym, ze hipoteza continuum
zajmuje bardzo specjalne miejsce miedzy innymi nierozwigzanymi pro-
blemami matematyeznymi.

2. Hipoteza continuum byla sformulowana przez Cantora w roku
1884. Mo6wi ona, ze nie istnieje zbidr liczb rzeczywistych, ktérego moe
jest wieksza od mocy zbioru liczb naturalnych ale mniejsza od mocy
zbioru wszystkich liczb rzeczywistych. Méwiae innymi slowami, hipoteza
continnum moéwi, ze dla kazdego zbioru X liczb rzeczywistych istnieje
jednoznaczna funkeja, ktéra albo przeksztalca X na zbior wszystkich
liczb rzeczywistych, albo tez zbiér liczb naturalnych przeksztalea na caly
zbiér X.

Uog6lniona hipoteza continuum, ktéra takze zostala sformulowana
przez Cantora, dotyczy dowolnego nieskoniczonego zbioru A. i rodziny P(A4)
wszystkich podzbioréw zbioru 4 i moéwi, ze kazda podrodzina rodziny
P(A) jest réwnoliczna albo z jakim§ podzbiorem zbioru A, albo z caly
rodzing P(4). Ta hipoteza ogranicza zatem zakres wszystkich mozliwych

* Artykul niniejszy jest autoryzowanym i uzupehionym przez autora prze-
kiadem artykulu, ktéry ukazal si¢ w Elemente der Mathematik 19 (1964), str. 121-125.
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mocy: nie istnieje zadna moe, ktéra jest wieksza od mocy zbioru A4
i mniejsza od mocy rodziny P(4). Cantor twierdzil w pewnym momen-
cie, ze posiada dowdd swojej hipotezy, ale musial zauwazyé potem jakas
luke, poniewaz dowodu tego nigdy nie opublikowal.

3. Wiadomo, ze istnieje wiele nierozwigzanych probleméw i hipotez
w matematyce, a w szezegbélnosei w teorii mnogosei. Hipoteza continuum
jest stynna z licznych powoddw.

Pierwszym powodem jest to, ze hipoteza continuum méwi o bardzo
prostych pojeciach: wystarczy znaé skromne poczatki teorii mnogofei,
zeby te hipoteze zrozumieé i pojaé jej znaczenie.

Drugim powodem jest to, Ze problem, ktérym sie hipoteza continuum
zajmuje, jest podstawowy dla teorii mnogosci i calej matematyki. Zawsze,
gdy napotykamy na jaki§ zbidr, pytanie o jego moc jest najprostsze ze
wszystkich, jakie sie naguwaja. Oczywifcie, nasuwa sie ono w zwigzku ze
zbiorem liczb rzeczywistych, poniewaz bez watpienia nalezy on do zbio-
réw najezesciej uzywanych w matematyce. Postawienie tego pytania
od razu skierowuje naszg uwage na hipoteze continuum, poniewaz hipo-
teza ta méwi, ze moc zbioru wszystkich liczb rzeczywistych jest druga
co do wielkoéci pieskornczong mocg.

Trzeci powdd zwigzany jest z filozoficznymi podstawami matematyki.
Powiemy tutaj kilka sléw o znaczeniu hipotezy continuum dla filozofii
matematyki, chociaz pojecia wystepujace w tym zagadnieniu nie naleig
do najprostszych.

Jak wiadomo, matematycy XIX wieku sprowadzili wszystkie pod-
stawowe pojecia, a w szczegblnofei pojecie liczby, do pojeé teorii mnogosei.
Pojecie zbioru okazuje si¢ jednak bardziej skomplikowane niz mozna
by to na poczatku przypuszezaé. Najwazniejsze pytanie filozofii mate-
matyki mozna wyrazi¢ w nastepujacy sposéb: Co to s zbiory i jak odkrywa
sie prawa, ktérym one podlegaja? Co to sa w szezegdlnofei zbiory liczb
rzeczywistych? Czy kazdy zbiér jest okreflony przez zdefiniowanie
wlasnofei jego elementéw (a wiec w istocie rzeczy jest z ta wlasnogcig
identyczny), czy tez jest to jaki§ abstrakeyjny obiekt, ktéry istnieje
niezaleznie od naszej konstrukeji myslowej? Wiekszo§é matematykéw
wolalaby z pewnoScig wybraé druga z tych mozliwoéei (ktéra czesto okredla
si¢ jako matematyczny platonizm). Je§li jednak zbiory istnialyby w tym
samym sensie jak np. obiekty fizyczne, to powinno byé mozliwe np. ich
przeliczenie. Catkowite fiasko wszystkich préb rozstrzygniecia hipotezy
continuum w tym czy innym kierunku jest jednym z najwazniejszych
argumentéw przeciwko matematyeznemu platonizmowi.

W koricu hipoteza continuum jest interesujaca z czysto matematycz-
nego punktu widzenia. Zwyczajna hipoteza continuum umozliwia kon-
struowanie réznych specjalnych zbioréw. Jest ona takze narzedziem

.
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pozwalajacym na tworzenie réznych kontrprzykladéw (w szczegdlnogei
w teorii funkeji rzeczywistych). Uogdlniona hipoteza continuum upraszeza
w wysokim stopniu teorie potegowania liczb kardynalnych. Poniewaz
prawa dodawania i mnozenia dla liezb kardynalnych sa bardzo proste,
nalezaloby oczekiwaé, ze takze potegowanie bedzie rzadzone przez proste
prawa.

4. Wszystkie te rozwazania przemawiaja za waznoscia hipotezy
continuum. Powinni§my wige prébowaé udowodnié lub obalié te hipoteze.
Niestety problem prawdy w matematyce nie jest prosty. Powtérzmy
jeszeze raz: Je§li zbiory istnialyby w tym samym sensie jak obiekty
fizyczne, mogliby$my oczekiwaé, ze prawdziwo$é lub fatszywogé hipotezy
continuum zostanie w koricu odkryta. Jesli jednak zbiory sg tylko naszg
wlasng konstrukeja myslows, odpowiedZ na pytanie, ezy hipoteza conti-
nuum jest prawdziwa, czy falszywa moze zalezeé od tego, jakie konstruk-
cje przyjmiemy za dozwolone.

Poréwnanie z aksjomatem rdéwnolegloei wyjasni sytuacje. Jesli
geometrie ujmujemy aksjomatycznie, pytanie o prawdziwosé lub falszy-
wos¢ postulatu réwnolegloei nie ma Zadnego sensu, poniewaz aksjomaty
mogg byé przyjmowane lub odrzucane zgodnie z naszym upodobaniem.
Pytanie o prawdziwod§é postulatu bedzie wiec zastapione przez pytanie
0 jego niesprzeczno$é¢ i niezaleznosé.

Sytuacja zmienia sie, jesli zajmujemy sie geometria nie jako teoria
aksjomatyczna, ale jako badaniem wlasnofci przestrzeni fizycznej. Py-
tanie czy aksjomat réwnoleglogei jest prawdziwy ma wtedy sens, ale
nie jest juz pytaniem matematycznym.

W przypadku teorii mnogogei nie wiemy czy ta druga postaé problemu
jest w ogéble mozliwa, poniewaz nie mozemy nic powiedzieé o dopuszczal-
nosei platonizmu. Z drugiej strony formalne problemy niesprzecznosci
i niezaleznofci sa sensowne i w wysokim stopniu interesujace.

5. Aksjomatyka teorii mnogoéci zostala pierwszy raz sformulowana
przez E. Zermelo ponad 50 lat temu. Ma ona dwa pojecia pierwotne:
,,Zbi6r” i ,relacja przynaleznodci”. Aksjomaty brzmia jak nastepuje:

(1) Zbiory, ktére zawieraja te same przedmioty jako elementy, s3
identyczne.

(2) Dla kazdych dwéch przedmiotéw istnieje zbidr, ktoéry zawiera
dokladnie te dwa przedmioty jako elementy.

(3) Jefli X jest zbiorem, to suma wszystkich zbioréw nalezacych
do X jest tez zbiorem. -

(4) Dla kazdego zbioru X istnieje zbidér, ktdérego elementami sa
wszystkie podzbiory zbioru X.

(5) Istnieje co najmniej jeden zbiér nieskonczony.

Ld
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(6) Niech F(x,y) bedzie jakim§ warunkiem, ktéry jest napisany
za pomocy pierwotnych pojeé logiki i teorii mnogoéci. Jegli dla kazdego @
istnieje dokladnie jedno y = y(@), ktére razem z x spelia ten warunek,
to dla kazdego zbioru X istnieje zbiér ¥, ktérego wszystkie elementy
sa postaci y(z), gdzie x przebiega elementy zbioru X.

Ostatnim aksjomatem, (7), jest aksjomat wyboru, ktérego nie bedziemy
tutaj formulowali explicite.

Ten system aksjomatéw nazywa sie systemem aksjomatéw Zermelo-
Fraenkla; zwykle oznaczany jest symbolem Z-F. Nasze przedstawienie
tego systemu nie jest jeszeze zadowalajgce, poniewaz pewne pojecia, jak
ysuma’, , nieskonczony” itd., nie sg okreslone przez pojecia pierwotne.
Te luke mozna jednak latwo uzupelnié i czytelnik, ktéry zna choé
skromne poczatki teorii mnogosci, potrafi latwo uczynié to sam.

Zauwazmy, ze istnieja jeszcze inne aksjomaty dla teorii mmnogosci,
ktére rézniag si¢ czesciowo od systemu Z-F. Dyskusja tych zagadniert
zaprowadzilaby nas jednak za daleko.

Wprowadzimy jeszecze kilka definicji, ktére pozwola nam poznaé
my§l przewodnia dowodéw mniesprzeczno§ci i niezaleznofei hipotezy
continuum.

Jedng z konsekwencji aksjomatow (1)-(6) jest tzw. twierdzenie
o podzbiorach, ktére poczatkowo zostalo przyjete przez Zermelo jako
aksjomat: Niech F(x,u,, gy ..., Uy) bedzie warunkiem, ktory wyraia sie
za pomocq pierwotnych pojeé logicenych i teorio-mnogodciowych. Jesli A jest
jakims zbiorem, to isinieje — dla dowolnych u,, Uy, ..., u, — podzbior A, ktéry
sktada sie z tych wszystkich elementéw zbioru A, kidre razem 2 Uy, Uoy..., Uy
spelniajq warunek F. Ten zbior oznaczamy przez {xed: F(x, Uyy...y Up)}.

Rozpatrzymy w szczegblnodei warunek F, w ktérym wszystkie stwier-
dzenia egzystencjalne i zatoZenia ogéIne odnoszg sie do 4. W takim warunku
nie wystepuje wige zadna formula postaci

(i) dla kazdego z,

(ii) istnieje =,
ale moga wystepowaé formuly:

(i') dla kazdego 2 nalezgcego do A,

(ii’) istnieje « nalezgce do A.

Jefli w dowolnym warunku F zastapimy wszystkie formuly (i) i (ii)
przez (i’) i (ii’), to otrzymamy nowy warunek F) ktéry nazywamy
warunkiem F ograniczonym do 4. Dla kogo§, kto uwaza, ze poza elemen-
tami 4 nie istnieje zaden przedmiot, warunki F i F“ s3 réwnowazne,
poniewaz (i) i (i’) oraz (ii) i (ii’) znacza dla niego to samo.

Zbiér {wed: F“(z,u,, ..., u,)} nazywamy rozciqglodciag F w A,
elementy u,, ..., u; nazywamy parametrami rozciqglo$ci.



Niesprzecanodé i niezaleinodé hipotezy continuwm 179

6. Wynik Godla o niesprzecznofei mowi co nastepuje:

I. Jesli aksjomaty (1)-(6) systemu Z-F sq niesprzeczne, to pozostajq
one niesprzeczne po dolgczeniu do mich wuogdlnionej hipolezy continuum
(i aksjomatu wyborw (7)).

(Uwaga o aksjomacie wyboru jest w zasadzie zbedna, poniewaz
wynika on z uogolnionej hipotezy continuum.)

Godel ndowodnit to twierdzenie przez konstrukecje pewnego modelu.
Zdefiniowal on (opierajac sie wylacznie na aksjomatach (1)-(6)) poza-
skonczony cigg zbioréw K, Zbiér X nazywa sie konstruowalny, je§ii na-
lezy do jakiego§ K, Hipoteza

kazdy zbior jest komstruowalny

nazywa sie aksjomatem konstruowalnosci. Aksjomat wyboru i unogélniona
hipoteza continuum s3 konsekwencjami aksjomatu konstruowalnogei.
Jednoczesnie aksjomat konstruowalnofei jest niesprzeczny, poniewaz
jest spelniony w zakresie zbioréw konstruowalnych.

Musimy jeszeze zdefiniowaé ciag K,. Robi sie to za pomoca indukeji
pozaskonczonej. K, jest zbiorem pustym; je§li « jest liczba graniczng,
to bierzemy jako K, sume wszystkich K; dla f< a. Je§li a = 41, to
bierzemy jako K, zbiér rozcigglo§ci w Kz wszystkich mozliwych warunkéw
z parametrami w K,

My$l przewodniag Godla mozemy wyjasnié nastepujaco: Majac K,
juz zdefiniowane, sprawdzamy czy jest to model dla aksjomatéw Z-F.
W tym celu ustalamy czy twierdzenie o podzbiorach jest prawdziwe
w K, albo, co na jedno wychodzi, czy rozcigglto§ei wszystkich mozliwych
warunkéw z parametrami w K, nalezg do K, Jeli to nie zachodzi, to
dolaczamy brakujgce rozcigglo§ei do Kz i powtarzamy ten proces tak
diugo, az wyczerpiemy wszystkie liczby porzadkowe. W tak otrzymanej
klasie twierdzenie o podzbiorach jest oczywiscie prawdziwe. Mozna po-
kazaé, ze wszystkie aksjomaty razem z aksjomatem konstruowalnosei
82 tez w niej spelnione.

7. Problem niezaleznogci hifpotezy continuum od aksjomatéow (1)-(7)
pozostawal przez wiele lat nie rozwigzany. Nawet pozornie duzo prostszy
problem niezalezno§ei aksjomatu konstruowalnosci pozostawal nie roz-
wigzany na przekér wielu prébom podejmowanym przez najwybitniej-
szych logikéw. Od szeregu lat bylo wiadomo, Ze Goédel zna dowdd nie-
zaleznogei pewnika wyboru od pewnej aksjomatyki slabszej od Z-F,
jednak, pomimo wielu pytan, Goédel nigdy nie wyjasnil szezegdlow
swego odkrycia.

W roku 1963 P. J. Cohen z Uniwersytetu Stanford znalazl metode,
ktéra za jednym zamachem pozwolila mu rozwiazaé prawie wszystkie
problemy niezaleznofci. Jego rezultaty sa opublikowane w pracy [2].
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Wiszystkie nizej wymienione wyniki P. J. Cohena s3 udowodnione
przy zalozeniu niesprzeczno$ci aksjomatéw (1)-(6):

I1. Aksjomaty (1)-(6) pozostang niesprzeczne, jesli dolaczymy do nich
zaprzeczente aksjomatu wyborw; pozostajq one tez niesprzeczne po dolgezeniu
do mich nastepujacego bardzo mocnego stwierdzenia: Istnieje przeliczalny
zbior M o wlasnosciach: (i) elementami zbioru M sq rozlacane pary, kiérych
elementame sq zbiory liczb rzeczywistych, (ii) nie istnieje funkeja wyboru dle
M (tzn. nie istnieje zbidr A taki, se dla kaddego X naleacego do M ilo-
czyn A ~ X ma dokladnie jeden element).

ITI. Aksjomaty (1)-(6) pozostajq mniesprzeczne, jesli dodamy do mich
nastepujqce stwierdzenie: nie istnieje sadna relacja, kiéra dobrze porzadkuje
zbior liezb rzeczywistych.

Twierdzenia IT i III daja niezalezno§é aksjomatu wyboru.

IV. Aksjomaty (1)-(6) pozostajq niesprzeczne, jesli dodamy do mich
aksjomat wyboru (7), jak réwniez dowolne jedno z nastepujacych stwierdzes:
Moc zbiorw liceh rzeczywistych jest réwna drugiej co do wielkosei, trzeciej
co do wielkosci, ..., (o-+1)-ej nieskornczonej mocy.

Ogdlnie méwige, mozna bez sprzecznosci dodaé do aksjomatéw (1)-(7)
nastepujace stwierdzenie: Moc zbioru liczb rzeczywistych jest réwna
(a-1)-ej nieskoniczonej liczbie kardynalnej, gdzie a jest liczba porzadkows
definiowalng. Sciste okre§lenie tego, co nalezy tu rozumieé przez definio-
walno§é przekracza jednak ramy tego artykulu. Mozna takze zamiast
a-+1 wziaé pewne (ale nie wszystkie) definiowalne liczby graniczne.

Twierdzenie IV daje niezalezno§é hipotezy continuum.

V. Aksjomaty (1)-(6) pozostaja niesprzeczne, jesli dotqczy sie do nich
aksjomat (7), wuogdlnionq hipoteze continuum, jak réwniez zaprzeczenie
aksjomatu konstruowalnosei.

Twierdzenie V rozwigzuje problem niezaleznosci aksjomatu kon-
struowalnodci. Jak widzimy, wszystkie wazne problemy niezaleZnodei
zostaly rozwigzane przez twierdzenia Cohena.

Modele, ktére skonstruowat Cohen, s3 budowane w podobny sposéb,
jak modele Godla. Wyjasnimy tutaj mys§l Cohena w bardzo prostym
przypadku.

Przede wszystkim zauwazymy, ze nie tylko klasa wszystkich zbioréw
konstruowalnych jest modelem dla teorii mnogosci. Jak sie okazuje, sa
nawet stosunkowo niewielkie (przeliczalne) liczby graniezne a takie, ze
opisany przez nas wyzej zbiér K, jest modelem dla Z-F. Czytelnik, ktéry
styszat o twierdzeniu Skolema-Léwenheima, nie powinien byé zdziwiony
tym wynikiem: kazdy nieskoficzony model dla dowolnej teorii zawiera
zawsze podmodel przeliczalny.

Ot6z Cohen konstruuje swoj model wychodzac z jakiego§ nieustalo-
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nego z poezatku zbioru X, np. zlozonego z liczb naturalnych, Iub z jakiego§
nieustalonego eciggu pozaskonezonego X o wyrazach rzeczywistych,
ktorego dhugosé jest < o. Nastepnie powtarza on operacje Godla wycho-
dzac nie od zbioru pustego, ale od zbioru X. Operacje te wykonuje sie
tylko a razy. W ten sposéb Cohen dochodzi do zbioru K,(X), ktéry
ma — obrazowo méwiac — te samg ,,wysokosé” co I,, ale jest od K,
,,szerszy”, gdyz zawiera zbiér X nie nalezacy na ogél do K.

Jesli X jest wybrane dowolnie, to K (X) nie jest na ogor modelem.
Dla pewnych X mozna natomiast otrzymaé model. Cohen pokazal mia-
nowicie, Ze jest tak, je§li X nie nalezy wprawdzie do K, ale kazda wlasnogé
zbioru K, (X) daje sie wypowiedzie¢ jako wlasnoéé samego modelu K,.
Ta redukeja wlasnosei zbioru K,(X) do wlasnogei samego K, i dowdd,
ze dla pewnych X jest ona mozliwa, sa najistotniejszymi elementami
calej konstrukeji Cohena.

Wehodzenie w dalsze szczegély nie byloby tu niestety mozliwe. Czytel-
nik, ktéry interesuje si¢ tymi zagadnieniami, musi przestudiowaé prace
oryginalne, w szczegélnosei nadaje sie do tego ksigzka [3].

Stowko jeszeze o hipotezie continuum. Jegli konstrukeje zbioru K,(X)
przeprowadzimy wychodzac od ciggu X, ktérego wyrazami sa liczby
rzeczywiste, a ktorego dlngoséé jest np. setna z kolei liczba kardynalng
modelu K,, to w K,(X) moe zbioru liczb rzeczywistych tego modelu jest
co najmniej réwna setnej liczbie kardynalnej modelu K, Dodatkowe
rozwazania pokazuja, ze liczby kardynalne obu modeli K, i K,(X) sg
takie same. Zatem w K_(X) hipoteza continuum nie zachodzi. Przeciwnie:
w K,(X) jest prawdziwe zdanie, ktore mowi, ze zbior liczb rzeczywistych
ma moc co najmniej N;p. Oczywiscie, liczbe 100 mozna tu zastapié¢ do-
wolng inng liczbg skonczong, a takze — jak wspomnieliSmy — niektérymi
liczbami pozaskoriezonymi.

W miedzyczasie niektérzy inni matematycy zastosowali metode
Cohena i z jej pomoca udowodnili niezaleznodé dalszych hipotez (istnie-
nie zbioréw niemierzalnych, hipoteza Suslina i inne). Prace szeregu dal-
szych matematykéw pozwolily tez istotnie uprosci¢ pierwotny pomyst
Cohena.

8. Formalne problemy niesprzecznosci i niezaleznosei hipotez teorio-
mnogofciowych mozna wige uwazaé¢ jako zasadniczo rozwiazane. Aksjo-
matyezna teoria mnogo$ci znajduje sie teraz w tym samym polozeniu
co aksjomatyezna geometria po pracach Kleina i Poincarégo. Z drugiej
strony problem prawdy jest dalej otwarty. Ten problem istnial oczywiscie
na dilugo przed Cohenem, prace Cohena postawily go tylko w szczegélnie
jaskrawym Swietle, tak jak modele Poincarégo i Kleina pokazaly jasno,
na czym polega problem prawdziwosci aksjomatu o ré6wnoleglych. Wydaje
si¢ bardzo prawdopodobne, Ze podobnie jak po odkryciach Poincarégo

Roczniki PTM — Wiadomosci Matematyczne X 4
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i Kleina geometria euklidesowa i nieeuklidesowa zyskaly prawo obywa-
telstwa w matematyce, tak po pracach Cohena powstana rézne a réwno-
uprawnione teorie mnogogei. O ile tak sie stanie, to bedziemy musieli
stwierdzié, Ze w meczu miedzy platonizmem a formalizmem ten ostatni
zdobyl znowu jeden punkt.

Prace cytowane

[1] Eurt Godel, The consistency of the axiom of choice and of the generalized
continuum-hypothesis with the axioms of set-theory, Ann, Math. Stud. 3 (1940).

[2] Paul J. Cohen, The independence of the continuum hypothesis, Part I, Proc.
Nat. Acad. Sci. USA 50 (1963), str. 1143-1148; Part II, ibid. 51 (1964), str. 105-110.

[3] — Set theory and the continuum hypothesis, New York — Amsterdam 1966.



