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Seria II: WIADOMOSCI MATEMATYCZNE X (1968)

D. H. LeamERr (Berkeley)

Zmechanizowana matematyka *

Wielki to zaszezyt otrzymadé zaproszenie na te méwnice. Wystarezy
tylko przeczytaé nazwiska moich wybitnych poprzednikéw, by uswia-
domié sobie, ze jest to trzydzieSei siedem wydarzen, ktére nielatwo
jest kontynuowaé. Poniewaz zajmuje sie przede wszystkim matematyks
czysta, niepokdj méj wzrést, gdy stwierdzilem, ze trzydziesci dwa wyklady
dotyezyly zastosowan matematyki w innych naukach. Trudnoéé mego
polozenia stanie sie oczywista, gdy zapowiem, Ze bede moéwil o zastoso-
waniach innych nauk do matematyki.

Jestem jednak przekonany, ze gdyby profesor Gibbs byl z nami
dzisiaj, nalezalby do pierwszych, ktérzy aprobowaliby zastosowanie
urzadzen mechanicznych dla lepszego zrozumienia zaréwno czystej, jak
i stosowanej matematyki. Dla poparcia tego pogladu pragne zwréecié
uwage panstwa na fragment historii matematyki na przetomie XIX i XX
wieku. Mam fu na my§li odkrycie przez Gibbsa zjawiska, ktére obecnie
nosi jego imie. W roku 1898 Michelson i Stratton z Uniwersytetu w Chi-
cago zakonezyli konstrukeje wielkiego osiemdziesieciowyrazowego ana-
lizatora harmonicznego i opublikowali w Philosophical Magazine rysunki
kilku jego tworéw. Jednym z nich byl wykres funkeji
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Jak wszyscy sobie przypominamy, odpowiedni szereg nieskonczony jest
szeregiem Fouriera ,zebatej funkeji”
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* Trzydziesty 6smy wyklad podwiecony pamiegoi Josiah Willarda Gibbsa wy-
gloszony na dorocznym zjeidzie Amerykanskiego Towarzystwa Matematycznego
w Denver dnia 26 stycznia 1965 r.
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Podany przez Michelsona wykres funkeji Fg, () wykazywal rodzaj drzenia,
gdy « zblizalo sie do =, dajac dziewiecioprocentowe przekroczenie war-
tosci oczekiwanej. Michelson wiedzial, ze jego urzadzenie zapewnialo
wieksza dokladnogé i ezul, ze zawinila tu nie mechanika, lecz matematyka.
Na wszelki wypadek napisal o tym nieco szorstki list do Nature (6 paz-
dziernika 1898). Gibbs nadestal dwie odpowiedzi ogloszone 29 grudnia
1898 roku i 27 kwietnia 1899. W okresie miedzy tymi dwiema datami
Gibbs musiat dokladniej przeanalizowaé wykresy, gdyz w drugim liScie
koryguje swéj pierwszy list i potwierdza rozbieznosé okoto 9 procent,
dokladniej
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Bez wzgledu na to, w jaki inny sposob analizator Michelsona moégl przy-
czynié sie do postepu nauki, faktem jest, ze zwrdcit uwage na interesu-
jaca anomalie w teorii szeregéw Fouriera. Obecnie lepiej rozumiemy ten
dzial matematyki i spodziewamy sie podobnego zjawiska i w innych
wypadkach.

Mechaniczne pomoce matematyezne sg tak stare, jak sama mate-
matyka. Babilonskie tabliczki gliniane i egipskie papirusy byly po prostu
§rodkami zapamietywania uzywanymi czasami dla wyliczen i utrwalania
wynikéw matematycznych. Piasek, na ktérym kre§lit Archimedes nie
zostaje daleko w tyle za tablicg, na ktérej powstaje znaczna cze§é wspol-
czesnej matematyki. Bardziej zmechanizowanymi przyrzgdami byly
linial i eyrkiel, analogowe przyrzady Grekéw, oraz liczydla i zlobione
patyezki, urzadzenia eyfrowe tej samej epoki. Rozpowszechnienie papieru
i druku w Europie spowodowalo wprowadzenie wykreséw, nomogramow,
a ponadto i suwaka logarytmicznego, dalszych urzadzen analogowych.
Rozwéj rachunku rézniczkowego i caltkowego pchnat matematyke ku
cigglosei. Mimo to jeden z twérecéw rachunku rézniczkowego i calkowego,
Leibniz, widzial potrzebe pomocy mechanicznych dla rozwijanej przez
giebie analizy kombinatorycznej i w zwigzku z tym skonstruowal urzg-
dzenie cyfrowe, rodzaj mechanicznych liczydel, podobne do dzisiejszego
arytmometru. Dwiefcie lat péZzniej maszyny takie produkuje si¢ masowo,
nie dla matematyki wprawdzie, lecz dla ksiegowych. Z poczgtkiem bie-
zacego stulecia matematycy odkryli na nowo arytmometr. Na poétkach
zaczely pokrywaé sie kurzem tablice logarytméw, natomiast zaczely
ukazywaé sie masowo tablice funkeji specjalnych. Samo istnienie takich
tablic stalo si¢ dla innych matematykéw pretekstem do pozostawiania
rozwigzan réznych zagadnien w postaci zaleznej od funkeji specjalnych.
Odkryto w ten spos6b wiele interesujacych wiasnosei tych funkeji, chociaz
poczatkowo badania byly oparte na malyeh, niedokladnych tablicach,
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opracowanych na podstawie tego, co obecnie nazywamy protekejonalnie
precznym rachunkiem”. Wszystko to zawdzigezamy zatem ksiegowemu.
Jemu takze i przeprowadzajacym spis ludnodei zawdzigezamy karty
perforowane, osiggniecie poczatku obecnego stulecia.

Istniato troche wynalazkéw (1), a nawet i konstrukeji urzadzen prze-
znaczonych do specjalnyeh zastosowan matematyeznych. Jezeli chodzi
0 urzadzenia analogowe, wspomnijmy planimetr i inne integratory, anali-
zator harmoniczny, taki, jak wspomniany juz analizator Michelsona.
Szezytowym osiggnieciem w tym kierunku byl analizator rézniczkowy
Busha (1930), ktérego czesci skladowe byly pofem zastepowane urzg-
dzeniami elektronowymi. Jezeli za§ chodzi o wurzadzenia cyfrowe, to
maszyna réznicowa Babbage’a jest samotnym pomnikiem pieknego
wynalazku pograzonego przez niedoskonala technike lat sze§édziesiatych
ubieglego wieku. Trzeba bylo dokladniej poznaé fizyke, by mée zrealizo-
wacé idee Babbage’a pomocy matematyce. Nieco pdzniej Jevons wynalazt
urzgdzenie cyfrowe przeznaczone specjalnie do zagadnien logiki formalnej.
O ile jestem dobrze poinformowany, nie zostalo ono nigdy skonstruo-
wane. Nawet dzisiaj nie mamy zadnych specjalnych urzadzen do takich
celow.

Nalezy wspomnieé jeszcze o pewnym urzgdzeniu teoretycznoliczbo-
wym wynalezionym z goéra 2000 lat temu przez Eratostenesa i nazywa-
nym sitem. Wydaje sie, ze urzadzenie to zostalo po raz pierwszy zreali-
zowane graficznie przez Hindenburga w roku 1776. Do poczatku XX
wieku sita graficzne byly uzywane w réznych formach do ukladania du-
zych tablic dzielnikéw i do rozwiazywania réwnan diofantyeznych. Sito
to stalo sie w roku 1927 mechanicznym, a w 1932 — fotoelektrycznym.

Do konca wielkiego kryzysu (2) rozwéj przemyshu telefonicznego
i techniki kart perforowanych doprowadzit technike przekaznikéw elektro-
mechanicznych do takiego stopnia, ze mozna bylo liczyé na to, iz tysigee
takich elementéw bedzie harmonijnie pracowalo z wystarczajacg nie-
zawodnofcig. Aikenowi i Stibitzowi przyszlo do glowy, ze to wlagnie
jest elementem, na ktérym mozna oprzeé ywykonalng realizacje maszyny
réznicowej Babbage’a. Tak wieec w roku 1945 powstaly dwa sterowane
za pomocy ta§m perforowanych potwory, bezpoérednie zwiastuny dzi-
siejszych komputerow.

Takze w czasie kryzysu problem liczenia promieni kosmicznych
doprowadzit do udoskonalenia innego mechanizmu. Chodzi tu o przerzutnik
dwustabilny uzywany takze w sicie fotoelektrycznym. Mauchley i Eckert
doszli do przekonania, Ze laczace dziesigtki tysiecy takich obwodéw mozna

(1) Wiele informacji o historii maszyn znajdzie czytelnik w ksizgzkach A.B. Em-
pachera Maszyny licza same?, Wiedza Powszechna, Warszawa 1960 i Potega analo-
gii, Wiedza Powszechna, Warszawa 1964 (Przypisek Redakeji).

(2) Mowa o kryzysie 1929-1933 (Przypisek Redakeji).
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otrzymaé nadzwyczaj szybko liczacy uklad bez zadnych czeSei rucho-
mych. Tak powstat pomyst pierwszego komputera, ENTAC’a. Narodziny
jego w roku 1947 zapoczgtkowaly nowa epoke zmechanizowanej mate-
matyki, jak réwniez calego naszego systemu spolecznego. Fantastyczna
szybko§é ENIAC’a, maszyny powolnej w dzisiejszym rozumieniu, zmu-
gila do zaniechania nie tylko idei kontroli ludzkiej, ale nawet kontroli
za pomocy ta$my perforowanej. Wladza zostala przekazana samej
maszynie. Podezas gdy taka oczywista polityka spowodowata dreszcze
u dziennikarzy, wywolala ona korzystne nastepstwa dla matematyki:
a) umozliwila wiekszg elastyeznoéé w uzytkowaniu maszyny i b) zmusila
do wprowadzenia pewnych operacji lub instrukeji logieznych, co okazalo
sie nadzwyeczaj pozZyteczne dla innyeh galezi matematyki, nie tylko
dla rozwigzywania réwnan réziniczkowych.

Po powolnym starcie, w przeciggu ostatnich dwoéch dziesigtkow latb
udoskonalenie niezawodnosei i szybkodei okazalo si¢ tak wielkie, ze az
trudno je wiadciwie ocenié. Niezawodno§é, choé¢ trudniej dostrzegalna,
wzrosta bardziej niz szybkosé. Ze wzrostem szybkosei malal koszt poje-
dynczej operacji, osiagajac obecnie, dla powszechnie uzywanych maszyn,
jeden cent za 10 000 lub wiecej mnozeri. Maszyny te wykonujg elemen-
tarne operacje arytmetyeczne i logiczne 10° do 107 razy szybciej niz czlo-
wiek. Liczba ta jest trudna do wyobrazenia i nie zostata osiagnieta w zadnej
innej galezi nauki. Hamming zwraca uwage, Ze najszybszy sposéb prze-
bycia trasy z Denver do Nowego Jorku jest zaledwie okolo 100 razy
szybszy od marszu energicznym krokiem. Jezeli za pomoca maszyny
mozna wykonywaé obliczenia 105 do 107 razy szybeiej niz recznie, to
zmienia to caly poglad na obliczenia, a takze na uzasadnienie ich wykony-
wania. Wraz ze wzrostem szybko$ei nastepowal wzrost pojemnosei pa-
migei potrzebnej do pomieszezenia wiekszej ilosei wynikéw posrednich,
koniecznych do rozwigzania bardziej skomplikowanych probleméw, kto-
re obecnie moga byé rozwigzane w sensownym czasie. Wspoélezesna ma-
szyna ma takze nieco wiekszy zapas rozkazéw niz jej przodek z poezgtku
lat piedédziesiatych, podstawowa jej struktura pozostala jednak mnie-
zmieniona.

Pomimo tak znacznego postepu i wynikajacej z niego ,rewolucji
komputerowej”, zZycie przecietnego matematyka zajmujacego si¢ pracg
badaweza w dziedzinie matematyki ezystej ulegto niewielkim zmianom.
Zdarzaja si¢ tu jednakze wyjatki. Niektérzy z nas prébuja rozwijaé nowe
sposoby rozwigzywania starych probleméw. Juz w roku 1948 Hartree
przepowiedzial, ze z komputeréw wyloni sie nowa matematyka. Cho-
ciaz to si¢ ledwo zrealizowalo, wiele nowych metod juz rozpowszech-
nito sig; wymierimy tu programowanie liniowe czy metod¢ Monte Carlo,
ktora teraz stala sie mozliwa do stosowania. Jednak wymog wykonal-
no§ci nie hamowal nigdy wyobrazni matematyka. W rzeczywistosei



Zmechanicowana matematyka 187

metody dzisiaj uzywane sa czesto najbardziej surowymi spofréd pro-
ponowanych dawniej dla obliczen recznych, gdyZz one sa wladnie naj-
bardziej ekonomiezne.

My§l Hartreego byla shluszna: rzeezywiscie mamy nowe galezie
matematyki, ktérych wyznaweéw mozemy zlogliwie poréwnywaé do
markietanek, gdyz nie postluguja sie oni komputerami. Dzialy te mogly
powstaé jedynie dzieki istnieniu komputeréw. Takie dyscypliny, jak
cybernetyka, sztuczna inteligencja, ezy teoria automatéw sg interesu-
jace same przez si¢ i mogly powstaé w czasach Babbage’a, a wige sto
lat temu. O tym, Ze sa to rzeczywidcie dzialy matematyki, przekonuje
nas fakt, ze abstrakeyjny automat jest to uporzadkowana czwoirka
[4, B, C, D]. Obserwujemy takze tendencj¢ do zajmowania si¢ przy-
padkiem nieskoniczonym zamiast zmagania si¢ z przypadkiem skonczo-
nym. Odbiegamy jednak za bardzo od zmechanizowanej matematyki.

Zwrociliémy juz uwage, ze tylko niewielu ludzi zajmujaeych sie
matematyka czysta ma pozytywny stosunek do komputeréw, stosunek
niektorych jest negatywny. Sadza oni, Ze wiele obliczen jest Zle planowa-
nych i ze lepiej byloby poswiecié wiecej wysilku na poszukiwanie nowych
idei. Poglad ten podziela wielu ludzi. Kilka lat temu spotkalo mnie,
jako redaktora malego czasopisma pofwieconego obliczeniom, nastepu-
jace wydarzenie. Otrzymalem krétky prace, w ktorej byla podana wartosé
pewnej podstawowej statej z dokladnoseia do okoto 500 miejse dziesigtnych.
W liscie, w ktérym w wuprzejmy sposob zakomunikowalem, ze praey
nie zamie§cimy, zwréeilem uwage, ze wartosé tej stalej byla juz ogloszona
z dokladnoseia do okolo 2000 miejse. W odpowiedzi swej autor zwrdéeil
uwage na to, ze te 2000 cyfr wyliczone bylo przez maszyne, podczas
gdy jego wynik bardziej zastuguje na ogloszenie jako produkt ,recznego
wyrobu”.

Stwierdzilem juz, ze przecietny matematyk ma obojetny stosunek
do komputeréw. Sadze, ze wiekszos¢ obecnych albo zajmuje sie czysta
matematyks, albo ma sporadyczne momenty ,czystodei” w swoich ,sto-
sowanych” rozumowaniach. Ta wiekszo§¢ nie potrzebuje wytlumaczenia
wyzej omowionej postawy. Nieliczna reszta moze wymagaé kilkn stow
komentarza. Dlaczego nie mozemy zmechanizowaé¢ znacznej czesei mate-
matyki, ktorg znajdujemy w biezgeych czasopismach? Dlaczego tak
mato matematykéw zabiega o ezas w ofrodkach obliczeniowych ? Nie
jest to problem jezyka, gdyz nawet psychologowie i jezykoznawey mogag
nauezy¢ sie ,rozmawiaé” ze swoim komputerem. Przyezyna tego jest
fakt, ze obiekty matematyczne, z ktérymi mamy do ezynienia, nie daja
sie w pelni opisa¢ $rodkami komputera. Takze liczba operacji, ktore
maja byé wykonane, jest mala i miefci sie w ramach mozliwosei czlo-
wieka. Nie mozna niczego uzyskaé przez wykonywanie pieciu krokow
logicznych w tempie 15000 na sekunde. By zrozumieé¢ lepiej pierwsza
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trudno$é musimy tylko uprzytomnié sobie, ze komputer jest skonczonym
zbiorem ukladéw, z ktérych kazdy moze znajdowaé sie w skoliczonej
liczbie stabilnych stanéw (zazwyczaj dwoch). Przy kazdym drgnigciu
sprezynki zegara komputer znajduje sie¢ w jednym ze skonczonej tylko
ilo§ei mozliwych stanéw. Komputer pracuje wreszcie przez skoriczony
okres czasu, tj. przez skonczong ilo§¢ drgan sprezynki. W sumie iloéé
informacji jest skonczona. Jednakze nawet taka liczba jak = zawiera
nieskoniczona ilo§é informacji. Tak wiec komputer nigdy nie bedzie w sta-
nie zrozumie¢ takich tworéw wyobrazni, jak liczby rzeezywiste, cigglo§é,
pochodne, rézne rodzaje calek, cosinusy, pola, iloczyny nieskonczone,
czy nawet zbior wszystkich wiazek algebry typu C*. Z drugiej strony
komputer nie ma klopotéw z takimi rzeczami, jak geometrie skoneczone,
ciala skonczone czy liczby naturalne, dopdki tylko wystarczaja pojemnosé
jego pamieci i1 przydzielony czas. Krotko mowige, prawie wszystko, czym
zajmuje sig matematyk, moze by¢ na komputerze tylko symulowane.
Matematyk ma umyst analogowy, a komputer nie. Pocigga to za soba
dalsze trudnofci. Nawet podstawowe operacje dodawania i mnozenia
na maszynie nie sg tym, do czego przywyk! matematyk, a to ze wzgledu
na skoneczong szeroko§é arytmometru. Dodawanie moze dawaé zadzi-
wiajace wyniki z powodu ,niemieszezenia sie” rezultatu. Prawo Igcznodei
mnozenia moze nie zachodzi¢ z powodu bleddéw zaokraglen. Granica
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fhoseg n
moze okazaé si¢ réwna 1 z powodu dodawania zmiennoprzecinkowego.
Oczywiscie zjawiska takie wystepowaly i w zwyklym arytmometrze,
teraz tylko spotegowaly sie. Prawdziwa trudnogé lezy w tym, ze tylko
skonczona liczba anioldow moze tanczyé na lebku szpilki, podezas gdy
matematycy sa bardziej sklonni interesowaé sie¢ tylko problemem nie-
skonezonej ilofei anioldw.

Jak kazdemu wiadomo, czlowiek zajmujacy si¢ matematyka stoso-
wang ma sposéb na pokonanie tych trudnodei. Probuje on operowaé
symulowanym ukladem liczb rzeczywistych, dyskretng geometrig i ra-
chunkiem ré6znic skornczonych, przeciwdziatajac zakléceniom zaokraglen
i obcieé przez przedtuzenie czasu i wielko$ei. Na szezeicie wyniki kom-
putera odpowiadaja jako§ prawdziwej odpowiedzi na wyidealizowane
pytanie z dokladno$cia wystarczajaca do praktyeznych zastosowan.

Co sie jednak dzieje, gdy nie ma zadnego praktyeznego celu? Co
mozna zrobié z funkejg, ktérej warto§é jest 0 dla # wymiernego, a 1 dla
# niewymiernego ? Jezeli mamy do czynienia z takimi obiektami, to jest
tylko jeden sposéb zastosowania komputeréw. Musimy $cisngé nieskon-
czenie wiele naszych anioldéw w jedno slowo maszyny. Komputer bedzie
moégl wykonaé woéwezas zgodnie ze swymi ograniczonymi regulami lo-
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gicznymi pewna sensowng skonezong liczbe operacji na stowach, ktore
zastepuja zbiory nieskonczone, tak samo jak robi to recznie matematyk.
Zazwyezaj bedzie to nieadekwatne. Matematyk wymaga od komputera,
by ,przechodzil do granicy’’, by wybierat podciagi nieskonczone i by
korzystal z pewnika wyboru. We wszystkich takich przypadkach bedzie
musial nadaé stowom maszynowym nowe znaczenie, a z tym jest wiele klopo-
tu. Nie wiee dziwnego, Ze wigkszo§é nas moze liczy¢ tylko na wlasne pomysly.

Pomimo tak pesymistyeznych pogladéw, komputer moze odegraé
pewng role w rozwoju matematyki. Wyrédzniamy dwa rodzaje dzialal-
nofci w badaniach matematycznyeh: a) doskonalenie drég wiodacych
od rozbudowanych dzialéw matematyki do jej wysunietych placoéwek
oraz b) tworzenie takich wlagnie nowych placéwek. Biorae pod uwage
druga eczynnofé, wydaje sie, ze istmieja obecnie dwa stanowiska doty-
czace odkrywania nowyeh placéwek. Najbardziej rozpowszechniony dzi§
poglad daje pierwszenstwo uogélnianiu istniejacych metod dowodéw na
przypadki ogélniejsze. Zmierza sie przy tym raczej ku ostabianiu zatozen
niz kn wzmacnianiu wnioskéw, co sprzyja rozrostowi twierdzen egzy-
stencjalnych. Z punktu widzenia psychologieznego jest to uspokajajace,
gdyz jest mniej prawdopodobne, ze napotka sie na twierdzenia, ktérych
nie numie sie¢ udowodnié. Matematyka stalaby sie pod takim rezimem
rozszerzajacym sie $wiatem ogédlnosei i abstrakeji, rozciggajacym sie
na wielowymiarowym krajobrazie bez ryséw szezegélnych, gdzie kazdy
kamien, na moey definicji, jest brylka ztota.

Na szezedcie istnieje inny poglad. Daje on pierwszeristwo odkrywaniu
jako sposobowl dojfeia do nowyeh osiggnieé. Metoda ta shuzyla takim
matematykom jak Fuler i Gauss. Podezas mniej lub bardziej przemy-
§lanych wypraw w ciemnodei §wiata matematyki migng czasem komus
zarysy czego§, co wydaje si¢ niedosiezng géra; prébuje on przebié
nowg droge ku niej. Czasem goéra ta okaze sie blisko lezagcym glazem mna
réwninie, czesciej istnieje ona naprawde, lecz zdobycie jej przekracza
nasze sily. Potrzeba nowych, a nie starych metod, lecz brak ich. Procz
czestego braku powodzenia, przy stosowaniu tej metody napotyka sie
inne trudnofei. Jedna z nich jest rozpraszanie si¢: znajduje sie swoj
wlasny maly §wiat pod kazdym odwréconym kamieniem. Systematyczne
badanie §wiata matematyki przemieniloby ja w nauke klasyfikujgca,
gorszg od biologii. Nalezy wumieé osadzié wzgledng wazno§é wyniku.
Jednym z kryteriow jest tutaj zasada, ze twierdzenie o mnieskoriczonej
klasie obiektéw matematycznych jest zazwyczaj wazniejsze niz twier-
dzenie o gkonczonej klasie, z tym jednak, ze to ostatnie moze byé spraw-
dzone w skonczone]j liczbie krokéw. Sg tu jednak wyjatki; jednym z nich
jest kontrprzykiad. Dzieki jednemu kontrprzykladowi mozna zaoszcze-
dzié mniezliczone godziny bezowocnej pracy.

Komputery stosowano z do§é dobrym skutkiem do znajdywania
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kontrprzykladéw, szczegblnie w takich dziedzinach, jak algebra, teoria
grup i teoria liczb. Gdy kontrprzyktad jest juz znaleziony, nie jest istotne,
skad on sie wzigl. Kazdy moze teraz sprawdzié, ze domniemane twier-
dzenie jest falszywe. Mozna teraz nawet by¢ niewdzieeznym i nie wspomi-
naé o tym, ze dzieki komputerowi lepiej znamy pewien fragment ma-
tematyki.

Przejdzmy teraz od tego majprostszego zastosowania komputera do
nastepnego przypadku, mianowicie, gdy mnie zostat znaleziony kontr-
przyklad, lecz wielka liczba N szczegédlnyeh przypadkéw danego twier-
dzenia zostala potwierdzona przez komputer. Gdy wzrasta N, wzrasta
wiarygodno§é twierdzenia i to nieliniowo, jak powiedzialby Pélya. Chociaz
tg droga nie mozemy uzyskaé pelmego dowodu, istnieje zawsze mozli-
wofé, ze szczegélowa analiza wielu przypadkéw szezegélnych wykaze,
dlaczego twierdzenie jest ogélnie prawdziwe. Pod wlasciwym kierunkiem,
komputer moze czasami przeprowadzié te analize sam. Tak wiee komputer
moze staé sie Zrédlem idei prowadzgcej do poszukiwanego dowodu.
I tutaj tez nie ma zadnej potrzeby wspominania o pomocy z jego strony (3).

Moze sie zdarzyé jeszcze inaczej. Zamiast zdania, o prawdziwofci
ktérego cheemy sie przekonad, zajmujemy sie zbiorem przedmiotéw ma-
tematyeznych, na przyktad algebr rzedu 32 z dzieleniem, i polecamy
komputerowi zbadaé je i wyniki podaé w formie tablic. Znaczna cze$é
podstawowyech klasycznych twierdzen teorii liczb zostata odkryta na
podstawie przykladéw lub tablic. Dzisiaj mozna produkowaé¢ tablice
w takich ilo§ciach, Ze ich wydawanie, a w pewnych przypadkach i korzy-
stanie z nich, stanie si¢ ekonomicznie niemozliwe. W tym przypadku
mozna po prostu polecié, by komputer sam korzystal z nich (wewnatrz
siebie). Na podstawie wynikéw podanych przez komputer mozna formu-
lowaé nowe hipotezy, ktére moga by¢ interesujace i ktérych dowoéd moze
nie byé zbyt trudny. I w tym przypadku, oglaszajac nasze wyniki, nie
musimy podawaé, czyja one sg zastluga.

Gibbs powiedziat kiedy$, ze algebra jest najwspanialszym S$rodkiem
zaoszezedzajacym prace, jaki kiedykolwiek wynaleziono. Nawet gdyby
tak bylo, moze to byé¢ bardzo meczgca robota. Niematematycy wiedza
lepiej od matematykow, ze komputer jest doskonaltym narzedziem do
postugiwania sie danymi nieliczbowymi. Tak powstaje mozliwosé po-
wierzenia dzialan algebraicznych komputerowi zamiast czlowiekowi. Po
roku 1950 zaczeto to czynié od czasu do ezasu. Ukladano programy
rézniczkowania funkeji elementarnych, dziatani na formalnych szeregach
potegowyeh, algebry funkeji wymiernych itd. Jeszcze bardziej zlozone

(3) Warto tu zauwazy¢, ze przed dowodem prawa wzajemnosei liczb pierwszych
Gauss sprawdzil je recznie dla liczb pierwszych nie przekraczajacych 1000. Ilez czasu
zaoszezedzitby w erze komputeréw! (Przypisek Redakeji).
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programy operowania symbolami sa zapowiedziane na niedaleky przy-
szto§é. Na poeczatku XX wieku przestano zajmowadé sie teorig niezmien-
nikéw algebraicznych, gdyz konieczne tam manipulowanie symbolami
przekroezylo mozliwosei czlowieka. Ten rodzaj mozolnej pracy jest latwy
dla komputera. Przy naszych nowych komputerach moga odzyé zainte-
resowania pewnymi dzialami algebry. W ftego rodzaju zastosowaniach
pewne zastugi trzeba bedzie przypisaé komputerowl, ze wzgledu na jego
odpowiedzialno§é.

PrzejdZzmy teraz do mechanicznego dowodzenia twierdzen, co wiaze
sie z dalszym wzrostem odpowiedzialno$ei. Dziennikarzowi kojarzy sie
to z przejeciem czynnosci matematykéw przez maszyny i z licznymi
szeregami bezrobotnych matematykéow. Prawda jest jednak wprost
przeciwna. W prawie wszystkich dotychczasowych przypadkach mecha-
nicznego dowodzenia twierdzen potrzeba bylo wielu godzin pracy ludzkiej
i kilkun minut pracy maszyny, by otrzymaé dowdéd kilku dobrze znanych
twierdzen. Wyniki tego sg triumfem pomyslowosci czlowieka.

Jeden sposob postepowania jest nastepujacy. Aby udowodni¢ dane
twierdzenie p wprowadza sie do pamieci maszyny 1) zbiér aksjomatow,
o ktérym wiadomo, ze wystarcza do dowodu zdania p, 2) zalozenia twier-
dzenia i 3) zaprzeczenie jego tezy. Komputerowi pozostawia sie wycigga-
nie wnioskéw z tych danych do czasu, gdy uzyska dwa wyniki sprzeczne.
Nie jest jasne, jakie s3 reguly podstawowe takiej gry. Oczywidcie nieuczeiwie
jest pomagaé komputberowi. Z drugiej strony bez wbudowania jakiegos
zabezpieczenia narazamy si¢ na strate cennego czasu maszyny. Przypusé-
my, na przyklad, ze chcemy poleci¢é maszynie udowodnié twierdzenie,
ze kazda liezba naturalna jest suma 4 kwadratéw. Wprowadzamy wiec
do maszyny znane aksjomaty Peany. Jeden z tych aksjomatéw mowi,
ze jezeli n jest liczba naturalng, to n--1 tez jest liezbg naturalng. Po-
niewaz przydzielony czas maszyny jest skonezony, musimy uchronié¢ ma-
szyne przed wnioskowaniem, ze 2 jest liczba naturalna, a wiee i 3 jest
liezbg naturalng itd. Tnnym zagadnieniem wymagajacym rozwazenia
jest: jaki dobor aksjomatéow jest ,fair”? Jedli umyslnie wprowadzimy
(do maszyny) aksjomaty, ktére w rzeczywistodci nie sg konieczne w dowo-
dzie twierdzenia p, mozemy wywolaé opéinienie w pracy komputbera
wskutek jego ,rozpraszania sie”. Z drugiej strony, jezeli wprowadzimy
zbiér aksjomatéow, o ktérym wiemy ze jest minimalnym zbiorem potrzeb-
nym do dowodu zdania p, to ezy nie bedzie to zbyt wyrazng wskazéwka ?
Ta interesujaca gra zaczyna coraz bardziej przypominaé pedagogike
niZz matematyke. Aby pokazaé, co sie moze zdarzyé, gdy zastosujemy
pewne Srodki ochronne i jednocze$nie udzielimy pewnej pomoey, dam
przyklad opisany w roku 1964. Nalezalo ndowodnié¢ twierdzenie: Jezeli
kwadrat kazdego elementu grupy jest jednodciq, to grupa jest przemienna.
Dowéd maszynowy skladat sie z czternastu krokéw, z ktéryeh cztery
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istotne wygladaja w naszej symbolice nastepujaco:
ab = ab[(ba) (ba)] = a(bb)a(ba) = (aa)ba = ba.

Stanowito to przykiad pieknej sztuki programowania. Inne préby maszy-
nowego dowodzenia twierdzen dotyczyly fragmentéw geometrii plaszezy-
zny i rachunku predykatéw pierwszego rzedu.

Inny sposéb dowodzenia twierdzen, i to taki, z ktérym mialem do
czynienia, opiera sie ma odmiennych regulach. Mamy tu do czynienia
ze spotka czlowiek —maszyna. Czlowiek dostarcza maszynie najdoklad-
niejszych danych, jakie ma o danej hipotezie i metode dowodu, co do
ktorej sadzi, ze okaze sie owocena.Widzicie patistwo, ze w tym przypadku
dowdéd nie jest znany temu czlowiekowi. W rzeczywistosci nie wie on,
czy twierdzenie jest falszywe oraz, czy jezeli jest prawdziwe, to maszyna
potrafi je udowodnié. Maszynie poleca sie przeprowadzaé kolejne etapy
dowodu, jesli potrafi, w przydzielonym czasie. Mogg stad panstwo wniosko-
wad, ze jest wiele tych krokéw i ze nie mogg by¢ one wykonane na papierze.
Zazwyczaj kroki te sa nie tylko bardzo liczne, ale i powiazane miedzy
soba w skomplikowany sposéb. Wykorzystujemy tutaj nie tylko szybkosé
komputera, ale i jego strukture logiczna, ktéra pozwala mu §ledzié i mody-
fikowaé jego skomplikowany program w stopniu przekraczajacym mozli-
wofel ludzkie. Twierdzenia tego rodzaju trudno spotkaé w tych bez-
barwnych dzialach matematyki, w ktéryeh rzadkie sa skomplikowane
dowody. Nieskoriczenie wiele takich twierdzen spotkaé mozna jednakze
na przyklad w teorii liczb. Nadzwyczaj prostym przykladem takiego
twierdzenia jest nastepujace: Kazdy zbidr pieciu kolejnych liczb nieparzy-
stych zawiera liccbe pierwszq lub licebe 2lotong, podzielng przez liczbe
pierwszq nie mniejszq od 37. Twierdzenia tego nie da sie polepszyé. Dowod
tego twierdzenia sklada sie z 2048 krok6w i jest zbyt trudny, by mée
go przeSledzi¢ w szezegétach. Komputery znalazly znacznie bardziej
skomplikowane dowody twierdzen dotyczacych rozmieszczenia reszt po-
tegowych dla modulu bedacego liczba pierwsza. W takich przypadkach
schemat dowodu moze rozgaleziaé sie¢ na miliony drobnych krokéw,
nawet gdy maszynie udzielimy réznych heurystyeznych wskazéwek
i zapelimy jej pamieé réznymi instrukejami. Programy takie moga
stanowié interesujacy materiat badawczy dla archeologa w dalekiej przy-
szlo§ei. By nawigzaé do rzeczywistoSei, przytocze twierdzenie, ktoérego
dowéd przekracza mozliwo$ei nie tylko zespoléw ludzkich, ale i kompu-
terow, ktore znalezé mozna w wielkich uniwersytetach. Rozumiem przez
to, ze dowdéd kosztowalby kilka tysiecy dolaréw.

Twierdzenie dotyczy rozmieszczenia tak zwanych reszt piatego
stopnia modulo liczba pierwsza p, tzn. liezb przystajacych do piatych
poteg liczb catkowitych mod p. Twierdzenie, ktére nalezy udowodnié,
jest nastepujace: Istnieje taka stata absolutna C, ze dla kazdej liczby pierw-
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szej p > 3331 dstnieja trzy reszty piatego stopnia modulo p, bedace kolej-
nyms liczbami naturalnymi mmniejszymi od C. Zastrzezenie, ze p > 3331
jest konieczne, poniewaz liczba pierwsza p = 3331 nie ma takiego zbioru
trzech reszt piatego stopnia. Wiemy, ze jezeli liczba C istnieje, to musi
by¢ wieksza od 76613, lecz dziwitbym sie, gdyby byla mniejsza od miliona.

Wréémy na chwile do wspomnianego poprzednio pierwszego rodzaju
dzialalnogci badawezej w matematyce, tj. tworzenia lub ulepszania wiezi
miedzy starymi i nowymi dzialami matematyki. Mechanizacja tego ro-
dzaju dzialalnoSei wydaje si¢, przynajmniej obecnie, nieefektywna lub
zbyt trudna. Jednakze juz w przypadku pionierskiej pracy Gelerntera
w zakresie geometrii plaszezyzny widaé mozliwo§é uzyskiwania réznych
dowodéw przez danie priorytetéw réznym mebodom heurystycznym.
W przeciaggu nastepnych dwudziestu lat postep moze byé tak duzy, ze
umozliwi tworzenie pomostéw miedzy A i B, przechodzacych przez za-
dane punkty C i D, tak jak teraz robi sie to przy ustalaniu programéw
studiow. W tym okresie niewatpliwie mechaniczne dowodzenie twier-
dzen péjdzie naprzéd, przeksztalcajae si¢ w mechaniczne tworzenie teorii.
Wszystko to bedzie si¢ dzialo oczywiscie pod kierownictwem matematykow.

Dla blizszej przyszloéci widaé co najmniej dwie interesujace mozli-
wodcei postepu mechanizacji matematyki. Jedna z nich jest mozliwosé
zdalnego korzystania z maszyny przez wielu uzytkownikéw na raz. Po-
siadajac jezyk dostatecznie ogélny, by operowaé symbolami i pewnym
prostym aparatem numeryeznym, taki system moze stworzyé warunki
pracy niemal poréwnywalne z tymi, do ktérych jest przyzwyczajony
przecietny matematyk. Blyskawiczna mozliwo§é przerzucania sie takiego
systemu pozwoli matematykowi skoncentrowaé sie na jednym zagadnie-
niu na raz zamiast na pieciu ezy sze$ciu, ktérych wymaga w innym przy-
padku skuteezna dzialalnosé.

Inng mozliwoseia wymagajaca szezegdélowego rozpatrzenia jest kon-
struowanie urzadzen szezegdlnego przeznaczenia, do specjalnych badan
matematyeznych. Ekonomiczne uzasadnienie nawet malych projektow
tego rodzaju wydaje sie ma pierwszy rzut oka watpliwe. Sg jednakze
sposoby obejécia tej przeszkody. Kazde nowe osiggniecie techniki elektro-
nieznej ezyni przestarzalym i prawie bezwartodciowym to, co do tej pory
bylo najlepsze z osiggalnego w tej dziedzinie. Dostepna jest niewolnicza
praca studentéw wydzialéw elektryeznych. Jako ilustracje tego przy-
tocze fakt, ze Delay Line Sieve (4) zbudowany zostal w ten wilasnie sposob
w Uniwersytecie Kalifornijskim dla sporadycznych zastosowan w teorii
liczb. Pomimo swej stosunkowo prostej budowy moze ta maszyna wyko-
nywaé 31 dzieleri, badaé reszty z tych dzielen i decydowaé co robié
dalej — wszystko w przeciggu jednej milionowej sekundy.

(%) Nazwa maszyny (przypisek tlumacza).
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Na koniec pragnatbym sformulowaé krétko kilka uwag o ogélnym
wplywie mechanizacji na matematyke w niezbyt odleglej przyszlogei.
Mechanizacja daje pierwszenstwo raczej praktyce a mie teorii, czynom
a nie slowom, wyraznym odpowiedziom a nie twierdzeniom egzysten-
cjalnym, definicjom sformalizowanym raczej niz o charakterze behawio-
rystycznym, zjawiskom lokalnym a nie globalnym, ograniczonym a nie
nieskoliczonym, konkretom a nie abstrakeji, i mozna by powiedzieé, ze
uwypukla raczej strone naukowsa niz artystyczng. Czlowiek w tej sym-
biozie powinien dostarczyé wyobrazni, oceny, krytycyzmu, a takze kon-
troli — tak jest, kontroli, aby w ten sposéb umozliwié dalsze poszukiwanie
prawdy w matematyce. Komputer jest instrumentem w naszym obser-
watorium, oknem, przez ktére widaé¢ surowe fakty §wiata matematyki.
Byloby przyjemnie méc przewidzied, ze wraz z uplywem czasu uzycie
tego instrumentu bedzie sie upowszechniaé i istota matematyki ulegnie
przeobrazeniu z niebezpiecznie niepewnej i plynnej sztuki, do jakiej
pozornie dzisiaj sie zbliza, w coraz bardziej strukturalng i sprecyzowang
nauke. *

Jest jeszeze druga mozliwofé. Juz teraz widzimy, jak z matematyki
wyodrebnia si¢ nowa nauka, zwana ,naukg o komputerze” (5). Zawiera
ona w sobie dosyé techniki, by odstraszyé topologéw czy specjalistéw
od analizy funkcjonalnej. Wkréotce powstanie mur odgraniczajacy ja od
matematyki. Mowi sie, Ze wynalezienie fofografii uwolnilo malarstwo
Z obowigzku przedstawiania natury i popchnelo je ku impresjonizmowi,
a w koneu ku abstrakcjonizmowi. Wydaje mi sig, ze taka tez bedzie
przyszlodé matematyki. Dotychczas mamy Ansela Adamsa (°). Ciekawe
byloby usityszeé, co na ten temat bedzie powiedziane na siedemdziesig-
tym széstym wykladzie poswieconym pamieei Gibbsa.

(5) W oryginale ,computer science” (przypisek tlumacza).
(%) Ansel Adams — amerykanski fotografik, znany ze zdjeé o tematyce przy-
rodniczej (przypisek tlumacza).
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