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Seria II: WIADOMOSCI MATEMATYCZNE X (1968)

Z. KrYGOWSKA (Krakow)
»Traktat z Echternach® o nauczaniu geometrii

Goraca dyskusja, toczaca sie przede wszystkim na zachodzie, na
temat nauczania geometrii skoncentrowala sie¢ w ostatnich latach dokola
dwoch podstawowych koneepcji, reprezentowanych przez dwoch wybit-
nych matematykow francuskich: G. Choqueta i J. Dieudonnégo. Kon-
cepcje te rozwinigte w dwoéeh ksiazkach (1), ktoére ukazaly sie prawie
réwnoczesnie w roku 1964, czytelnik Wiadomosei Matematycznych
poznat w bardzo ogdélnym zarysie z kilku artykuléw i recenzji (2). Mozna
je z grubym przyblizeniem i uproszezeniem scharakteryzowaé¢ w sposéb
nastepujacy.

Wedlug G. Choqueta dla matematyka najelegantszy i najglebszy
sposob studiowania przestrzeni euklidesowej, to studium przestrzeni
wektorowej nad cialem R, zaopatrzonej w dwuliniowg forme symetryezng
%+ v taka, ze w-uw >0 dla kazdego u # 0.

W nauczaniu natomiast nalezy wyrézni¢ trzy etapy. Nauczanie
dzieci do lat dwunastu moze i powinno byé oparte na obserwacji i na
abstrahowaniu poje¢ geometrycznych z doswiadezenia. Od trzynastego
do szesnastego roku mlodziez zapoznaje sie z dedukeyjnym kursem geo-
metrii opartym na bardzo mocnych i intuicyjnych aksjomatach, w ktoé-
rych réwnoleglo§é i symetria odgrywaja zasadnicza role. W kursie tym
konstruuje sie¢ w ramach geometfrii przestrzen wektorowa, ale nie wy-
chodzi si¢ od razu od aksjomatycznej definicji tej przestrzeni. Mlodziez
w wieku lat 17 powinna juz i moze ujaé geometrie jako szczegdlny model
tej struktury.

(1) G. Choquet, L’enseignement de la géoméirie, Hermann, Paris 1964.

J. Dieudonné, Algébre linéaire et géométrie élémentaire, Hermann, Paris 1964.

(3) G. Choquet, Pewna aksjomatyka geomelrii elementarnej odpowiednia dla
celéw nauczania, Wiadomosei Matematyczne 5 (1962), str. 87-108.

Z. Krygowska, Dyskusja o nauczaniu geometrii na dorocznym kongresie nau-
czyeieli matematyli szkél Srednich w Belgii, Wiadomosci Matematyczne 6 (1962),
str. 17-22.

Z. Krygowska, Nauczanie geometrii w jednolitej matematyce wspélezesnej,
Wiadomos$ei Matematyczne 6 (1962), str. 23-42.

5. Straszewicz, G. Choguet, I’ Enseignement de la géométrie (recenzja), Wia-
domoseci Matematyczne 9 (1967), str. 319-322.
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J. Dieudonné protestuje przeciw wprowadzaniu do nauczania etapu
posredniego, sugerowanego przez G. Choqueta, to jest aksjomatyki geo-
metrii, stanowigcej podstawe do konstrukeji modelu geometrycznego
przestrzeni liniowej i wektorowej (wedlug G. Choqueta dla wezniéw od
13 do 16 lat). Wedlug J. Dieudonnégo nauczanie geometrii powinno
obejmowaé tylko dwa efapy: naiwne i na wpé6l eksperymentalne, intui-
c¢yjne oraz na wpédl rozumowe nauczanie geometrii w klasach nizszych
oraz porzadne aksjomatyczne studium przestrzeni liniowej, nastepnie
za§ wektorowej euklidesowej w klasach nastepnych. Sprzeciwia si¢ on
wszelkim kompromisom miedzy systemem Euklidesa-Hilberta a — jak
pisze — ,nagag aksjomatyka algebry liniowej”(%). Aksjomatyke propo-
nowang przez Choqueta okre§la jako ,niepotrzebna i szkodliwg”(9),
widzge w tym ,dziwne zjawisko uczuciowego przywigzania do tradycyj-
nego ukladu aksjomatéw?”(5). Miedzy oboma matematykami dochodzilo
w toku dyskusji na te tematy do bardzo ostrych staré, te same starcia
powtarzaty sie w dyskusjach ich zwolennikéw i przeciwnikéw, przy czym
zwolennicy koncepeji Choqueta i kompromisu (na pewnym etapie nau-
czania) miedzy geometrig klasyezna a geometria weielong do algebry,
nazywani sa przez zwolennikéw koneepeji Dieudonnégo ,reakejonistami”.

W podjetej przez G. Papy’ego w Belgii reformie programowej uwzgled-
nia si¢ w pewnym sensie (choé w innym ujeciu aksjomatycznym) su-
gestip Choqueta w klasach uczniéw 12- i 13-letnich. Kurs geometrii jest
tu zupeklie dedukeyjny. Rozwija sie precyzyjnie geometrie afiniezng,
konstruuje przestrzen liniowa wektoréw w sensie geometrycznym, wpro-
wadza metryke za pomocg iloczynu skalarnego (¢). W nastepnej klasie
odbywa sie ,odwricenie systemu”. Twierdzenia udowodnione poprzednio
o wektorach geometrycznych przyjmuje sie za definicje przestrzeni linio-
wej i od tego momentu cala matematyka szkolna znajduje w tej definieji
swoja baze. Eksperymenty Papy’ego, prowadzone w wielu szkolach przy
poparciu wiladz ofwiatowych (powolanie i finansowanie ofrodka takich
badani w Brukseli), sa szeroko propagowane i dyskutowane na calym
§wiecie, stanowily tez jeden z punktéw narady Sekeji Dydaktycznej
kongresu matematykéw w Moskwie w roku 1966. G. Papy sadzi, ze
zharmonizowal w swoim systemie obie przeciwstawne tendencje, z tym,
ze obnizy} prég postulowany przez G. Choqueta o dwa lata.

Koncepeja naueczania geometrii byla przedmiotem dyskusji w toku
doroeznej konferencji Miedzynarodowej Komisji do Studiowania i Ulepsza-

() J. Dieudonné, op. cit. str. 17.

(%) tamze.

(%) tamze.

(®) G. Papy, Mathématique Moderne 1, Didier, Bruxelles 1963, Mathématique
Moderne 2, Didier, Bruxelles 1965, Mathématique Moderne 5, 1966, Vectorial Euclidien
plan, Ministére de ’Education Nationale et de la Culture, 1965.
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nia Nauczania Matematyki w Rawennie w roku 1965. W konferencji
tej wzieli udziat matematyey i dydaktyey matematyki 14 krajow (w tym
takze Polski). Po bardzo burzliwych naradach przyjeto ostatecznie na
wniosek profesora A. Revuz rezolucje wyrazajacg kompromis miedzy
koncepejami G. Choqueta i J. Dieudonnégo. W tym samym roku na
konfereneji Miedzynarodowej Komisji do Nauezania Matematyki w Echter-
nach tekst rezoluecji rawenskiej zostal zgodnie podpisany przez obu tych
matematykoéw. Odtad nadano jej nazwe ,traktatu z Echternach”, uznawa-
nego ogdlnie za dydaktyezna wytyezng do konstruowania programéw
geometrii w nauczanin mlodziezy od lat 12 do 18.

Konstrukeja programu geometrii w szkole polskiej odbiega od tych
wytyeznyeh w tym sensie, ze faza przygotowaweza (geometria, z ktérej
ma sie wylonié idea przestrzeni wektorowej) jest przesunieta o trzy lata
w goére w stosunku do koncepecji Papy’ego oraz ze pojecia algebraiczne
sa@ tu wprowadzane tylko niejawnie. Byé¢ moze, ze pewne z tych zagad-
nien beda mogly znalezé swoja realizacje w kursie geometrii analityeznej,
ktory, wobec pelmego rozwiniecia struktury przestrzeni wektorowej
w algebrze wektoréw w nauce geometrii plaszezyzny, méglby byé po-
traktowany nowocze$nie. Nie mozna jednak ukrywaé tego, ze w opinii
zwolennikéw Dieudonnégo i Papy’ego pozostajemy jeszeze niewatpliwie
na pozycjach ,reakeyjnych”. Faza ta wydaje si¢ jednak konieczna jako
punkt wyjscia do dalszego etapu reformy.

Ponizej cytujemy pely tekst ,traktatu z Echternach” (7).

1. Wprowadzenie do nauczania mlodziezy w wieku od 10-11 lat
do 18 lat pojeé algebry wspoélezesnej jest realizowane bez wiekszych
trudnosei. Pojecia te wnoszg $cisto§é i jasno§é do dziedziny, w ktorej
poczatkujacy dysponowat tylko wprawa oparta bardziej na rutynie niz
na mysleniu. Pojecia te wzbudzaja zainteresowanie nauka, w ktérej
dotad ezesto panowala nuda.

Na odwrét, wysitki w kierunku modernizacji nauczania geometrii
natrafialy na trudny problem. Geometria konstruowana od czasow
Euklidesa jako struktura, majageca niezaprzeczalne piekno, mogla byé
wlgezona w dynamiczna organizacje matematyki wspolezesnej tylko za
ceng glebokiego przeksztalcenia. Z drugiej strony wyklad Euklidesa —
lub jego warianty — ma jeszeze zwolennikow, ktérzy manifestuja swoje
uczuciowe don przywigzanie i uwazajg za Swietokradztwo kazdg probe
jego unowoczednienia. Gdyby sprzeciw tego rodzaju podtrzymywano
dalej, doprowadziloby to do -catkowitego wyeliminowania geometrii,
ezego nikt sobie nie zyczy.

() Tekst ten zostal przekazany wszystkim uczestnikom konferencji w Rawennie
z upowaznieniem i zaleceniem jego opublikowania w czasepismach réznych krajow.
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Rozwazania matematykow i do$§wiadezenia szkolne nauczyecieli
udowodnity jednakize, Ze obecnie mozna ueczyé¢ geometrii w sposéb odpo-
wiadajacy réznym postulatom, formulowanym z réznyech stanowisk,
ktore tylko przy powierzchownym ich rozpatrywaniu wydaja sie sprzeczne.

2. Niewatpliwie geometria zajmuje oddzielne miejsce w naueczanin
mlodziezy w wieku od 10 do 18 lat, ale nie chodzi o taka jej izolacje, ktoéra
ostatecznie zamknelaby ja w sobie samej.

(a) Jest to z jednej strony teoria matematyczna stosunkowo zlozona
1 z pewnoécia najbardziej ztozona spofréd tyeh, ktérych sie uezy przed
uniwersytetem. MieSci si¢ ona jednak doskonale w ujednoliconym syste-
mie matematyki: jest to nauka o skoriczenie wymiarowej przestrzeni
wektorowe] mnad cialem liczb rzeczywistych, zaopatrzonej w iloczyn
skalarny (,przestrzenn wektorowa euklidesowa”). Takie jej rozumienie
umozliwia i narzuea nauke o strukturach podstawowych dla wiekszosei
galezi matematyki (przestrzenie wektorowe, grupy transformacji, prze-
strzenie metryczne).

(b) Z drugiej strony jest to takze teoria fizyczna zdajaca sprawe
z codziennej rzeczywistogei.

(e) Nauczanie geometrii, ktére nie nwzglednialoby obu tych aspek-
téow byloby niekompletne i nie osiggaloby niechybnie jednego z jego
celow: daé¢ wyréwnane wyksztalcenie. Jezeli zlozono§é geometrii stwarza
trudnoéei pedagogiczne, to opanowanie tej zlozonosei i zredukowanie
jej do struktury matematycznej, wyrazajacej ja w sposob prosty, sa ka-
pitalnymi osiggnieeciami w ksztatceniu umystu.

3. W szezegolnosei, do§wiadezenia przeprowadzone z inspiracji Bel-
gijskiego Osrodka Pedagogiki Matematyki dowodza, ze te wymagania
moga byé realizowane. W zwigzku z tym nalezy wyrdznié dwa etapy:

(a) Uczniowie w wieku 10-11 do 14-15 lat. Nauka jest przygoto-
wana przez uprzednie poshugiwanie sie¢ pojeciami zbioru, relacji, dzialania,
grupy.

Dysponujac tymi narzedziami abstrahowanymi z réznych sytuacji
(w wiekszosei niegeometrycznych), mozna przystapié do konstrukeji
geometrii opartej na spontanicznej dzialalno$ei geometrycznej dziecka
oraz na geometrycznej konecepeji panujacej w spoleczenstwie, w ktérym
ono zyje (8). To prowadzi do aksjomatyzacji, ktéra wydobywa sie stop-
niowo, i ktéra umozliwia poczawszy od tego wieku prawdziwa dedukeje.
W toku tej konstrukeji otrzymuje sie¢ ecialo liczb rzeezywistych, prze-

(°) Chodzi tu o uwarunkowanie pierwszych poje¢ dziecka przez technike i for-
my przemystowe, architektoniczne, przez przyrode, w ktorej zyje. Stwierdzono na
przyklad, Ze w nauczaniu dzieci Zyjacych w buszu trzeba zaczynaé nauke geome-
trii od innych form i keztaltéw niz te, ktore sa bliskie dziecku europejskiemu.
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strzenie wektorowe (dwuwymiarowe i tréjwymiarowe) nad tym ciatem
oraz iloczyny skalarne w tych przestrzeniach.

We wszystkich tych przypadkach chodzi o §wiadoma konstrukeje
na podstawie nie poddawanej w watpliwo$é rzeczywistosei oraz nie mniej
uznawanej powszechnej idealizacji; konstrukeja ta, trzeba to podkreslié,
jest rezultatem dzialalnos$ei dziecka, prowadzonego przez nauczyciela,
ktéry bez dogmatyzmu ofwietla mu droge.

(b) Uczniowie w wieku od 14-15 lat do 17-18 lat. Przy koncu
poprzedniego okresu uczen zdobyl bogactwo dos$wiadczenia. Jednakze,
gdyby zazadano od niego przedstawienia drogi, ktéra przebyl, na ogét
nie bylby do tego zdolny i popadlby w zniechecenie. Ale w tym stadium
wlasnie mozna mu zwrécié uwage na to, ze nie ma potrzeby na nowo
wraca¢ do tego samego, i ze wystarczy mu zuzytkowaé strukture ,prze-
strzeni wektorowej euklidesowej”, ktora skonstruowal, poniewaz ujmuje
ona na raz wyniki trzech lat matematyzacji przestrzeni konkretnej.
Rozumie wiee, ze dysponuje inng aksjomatyzacja geometrii, logicznie
réwnowazng pierwszej, zatem wyrazajaca te samg rzeczywistodé, a wiee
takze aksjomatyzacja, ktéra mozna si¢ poslugiwaé w konkretnej prze-
strzeni, ale ktéra jest matematyeznie o wiele mocniejsza, poniewaz bar-
dziej czysta, lepiej skonstruowana i bardziej bezposrednio operatywna.
Wyposazony w to narzedzie nie tylko odnajdzie i skondensuje przedtem
zdobyte wiadomosei, ale bez trudu pdjdzie dalej: trygonometria, liczby
zespolone stang sie latwymi i naturalnymi zdobyczami.

W ten sposob uczen przezyje sam to, co nazywamy aksjomatyzacja,
to co jest poréwnaniem dwoch aksjomatyzacji i wyprébuje zalety ,,dobrej”
aksjomatyki. Zdobedzie nie tylko wazna wiedze, ale takze prawdziwg
kulture, dzigki ktoérej, jezeli si¢ przy tym tylko zatrzyma, nie bedzie
intelektualnie wyobcowany z wlasnej epoki; jesli za§ pdjdzie dalej, to
pozostanie mu tylko rozwijaé i umacniaé dzialalnosé, ktorej sie nauczyl,
bez koniecznofei przechodzenia przez trudne adaptacje.

4. Zdajage sobie wnikliwie sprawe z danych psycho-socjologicznych,
pedagogicznych i matematyeznych zagadnienia nauezania geometrii,
mozna z nich wysnué rozwiazanie, ktérego istnienie jest faktem. To do-
Swiadezenie skorygowalo pewne poglady nieostroznie zaawansowane na
temat wieku, ponizej ktérego niektore pojecia sa dla dziecka nieprzy-
stepne.

Rozwiazanie to, dopuszezajace zreszta réine warianty, nie jest
oczywiscie jedynie mozliwe. Dostarcza ono jednak przykladu, ktéry
moze by¢ od razu wykorzystany.
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