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B. STACHURSKA (Krakéw)

Przyklad wprowadzenia uezniéw w teorie grup

Konieeznodé przeprowadzenia istotnyeh zmian w programach i me-
todach nauczania matematyki w szkole jest faktem powszechnie zna-
nym i nie wymaga uzasadnienia. Préby modernizacji matematyki szkol-
nej, podejmowane w wielu krajach, ida w dwoéch kierunkach. Z jednej
strony poprzez wprowadzenie elementéw teorii mnogosei, zmiane jezyka
i symboli proponuje si¢ nowoczesne ujecie tradyeyjnej matematyki szkol-
nej, z drugiej droga do$wiadezen wprowadza sie do nauczania partie
matematyki, ktéorych nigdy w programie szkolnym nie bylo, badajac
zdoIno§¢ przyswojenia tego materialu przez uczniéw, jego wartosei ksztat-
cace oraz moc atrakeyjng i zainteresowanie jakie wzbudza. Jednym
z przykladéw eksperymentéw drugiego rodzaju jest przeprowadzone
przez Hansa Steinera naueczanie poczatkéw teorii grup, opisane przez
niego w artykule Zur Didaktik der elementaren Gruppentheorie (1). Dostar-
czajat nowego, syntetycznego spojrzenia na wiadomosei juz przez uezniow
zdobyte, rozszerzajac je poprzez wprowadzenie nowych pojeé i nastepnie
budujge poezatki teorii grup wprowadzit on trzynasto- i czternastoletnich
uczniow w czysta teorie matematyezna oraz umozliwit zdobycie nastepnego
stopnia wtajemniczenia w to, czym naprawde jest matematyka.

Dobrze wiadomo, Ze na poczatku naturalnej drogi prowadzacej do
pojecia grupy lezy pojecie zbioru. Nastepnie, okre§lajac iloczyn karte-
zjanski zbioréw A i B oraz definiujac relacje okre§long mna tych zbio-
rach jako podzbior ich iloczynu kartezjanskiego A X B, mozna wpro-
wadzié pojecie odwzorowania zbioru A w zbiér B jako szezegélny przy-
padek relacji okreslonej na tych zbiorach. Nastepnym etapem jest zde-
finiowanie dziatania wewnetrznego w zbiorze 4 jako odwzorowania zbio-
ru A X A w zbiér A. Po okre§leniu takich wlasnosei dziatania wewnetrznego
jak Igezno$é, istnienie elementu neutralnego, istnienie elementéw odwrot-
nych mozna juz podaé definicje grupy: zbiér @ z okre§lonym w nim
dziatlaniem wewnetrznym jest grupa, jezeli dzialanie to jest laczne, po-
siada element neutralny i dla kazdego elementu zbioru G istnieje element

(1) Der Mathematikunterricht 11 (1965), str. 20-39.
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odwrotny. Taka jest tez, jak zobaczymy, kolejno$é¢ stopniowo pokony-
wanych etapéw prowadzacych w przedstawianym nauczaniu do sformu-
lowania definicji grupy.

1. Przygotowanie uczniéw do podjecia nauki o grupach. W okresie
poprzedzajacym nauke o grupach, przy przerabianiu obowigzujacego
programu zwrdcono szezegdlng uwage na opanowanie przez uczniow
takich pojeé, jak zbiér, relacja, funkeja. Z pojeciem zbioru spotykali
sie uezniowie w réoznych sytuacjach. Dobrze znane im byly zbiory liezbo-
we — zbi6r liezb naturalnych, ealkowitych, wymiernych wraz z okre-
glonymi w tych zbiorach dziatlaniami. Uezniowie znali rézne wlasnosei
dzialann na liczbach, wiedzieli o uporzadkowaniu tyeh zbioréw, znali
zwigzki miedzy porzadkiem w zbiorach liczb a dzialaniami w tyech zbio-
rach (np. monotonicznoéé dodawania). Znali tez przyklady zbioréw nie-
liczbowych (np. prosta, plaszezyzna jako zbiory punktéw), sposéb okre-
§lania zbioru przez podanie wlasnodci jego elementéw, pojecie zbioru
pustego, podzbioru danego zbioru. Poslugiwali sie symbolami: relaeji
nalezenia elementu do zbioru,. inkluzji, dzialan na zbiorach — sumy,
iloczynu, réznicy. Rysowali diagramy obrazujace uporzadkowanie ro-
dziny podzbioréw danego zbioru, tworzyli zbiér par zloZonych z elemen-
téw skonezonego zbioru, rozpatrywali zbiér wszystkich par liczb wymier-
nych itp. Znali pojecie funkeji, na przyklad odleglosé dwoch punktow
byla traktowana jako funkeja okreslona w zbiorze par punktoéw plaszezy-
zny o wartosciach liczbowych, miara kata jako funkeja okreslona w zbio-
rze katow o wartosciach liczbowych. Przy duZzym udziale uezniow zostala
sformulowana nastepujaca definicja odwzorowania plaszezyzny w siebie:
odwzorowanie plaszezyzny w siebie jest przyporzadkowaniem, ktore
kazdemu punktowi plaszezyzny przyporzadkowuje dokladnie jeden punkt
tej plaszezyzny. Zostato takze okre§lone mnozenie odwzorowan.

Mnozenie odwzorowan plaszezyzny w siebie dostarczylo przykladu
operacji okreslonej w zbiorze wszystkich odwzorowan plaszezyzny w sie-
bie, ktéra wykonywana na elementach tego zbioru prowadzi znéw, po-
dobnie jak dzialania na liczbach, do elementéw tego samego zbioru.
Rozpatrywanie zbioru wszystkich odwzorowan plaszczyzny w siebie,
odwzorowania identyczno$ciowego, odwzorowan odwrotnych do odwzo-
rowan odwracalnych stworzylo mozliwo§é zauwazenia, ze istniejg nie-
liczbowe zbiory z operacjami o wlasno$ciach podobnych do wlasnodei
dziatan wykonywanych na liczbach. Podsuwalo mysl objecia znanych przy-
kladow zbioréw wraz z okreslonymi w nich dziataniami wspolna nazwg.

2. Definicja dzialania wewnetrznego i grupoidu. Wlasnosci dzialan.
Wprowadzenie pojecia grupy.

a) Na gruncie zdobytych przez uczniéw wiadomosei stato sig mozliwe
wprowadzenie pojecia dzialania wewnetrznego w dowolnym zbiorze.
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Doswiadezenia moéwily, ze suma, iloczyn, najwiekszy wspélny podziel-
nik, najmniejsza wspdlna wielokrotna dwoéeh liezb naturalnych jest
liczbg naturalng. Analogicznie, iloczyn dwoéch odwzorowan plaszezyzny
w siebie jest znéw odwzorowaniem plaszezyzny w siebie. W kazdym
z tych przypadkéw dany byl zbidr i przyporzadkowanie, ktore kazdej
parze elementéw tego zbioru przyporzadkowywalo element tego samego
zbioru. Naturalna konsekwencja tego spostrzezenia byla definicja dzia-
lania wewnetrznego: dzialanie wewnetrzne w zbiorze M jest przyporzadko-
waniem, ktoére kazdej parze elementéw zbioru M przyporzadkowuje
element zbioru M. Dzialanie oznaczano symbolem [J, a symbol z Oy
oznaczal element przyporzadkowany parze (z, y).

Po wprowadzeniu definicji dzialania wewnetrznego uczniowie roz-
patrywali zbiory lgcznie z okre§lonymi w nich dzialaniami. Naturalne
i wygodne bylo wprowadzenie pojecia grupoidu jako pary (M, (), zlo-
zonej ze zbioru M i dzialania wewnetrznego [ w M.

Nowo zdefiniowane pojecia shuzyly z jednej strony do opisania za
pomocg nowych terminéw znanych zbioréw wraz z okre§lonymi w nich
znanymi dzialaniami (np. e [(J, b =nwp(a,d), a O, b =nww(a,b),
a Ogb = a’), z drugiej za§ do konstruowania nowych przykladéw. Oto
kilka z nich:

1° Przyklady dzialan wewnetrznych w zbiorze liczb naturalnych:

a[d4b=a, a(d;b=17, a O¢h =a®+0b% a ;b = (a+b)?

2°. Przyklady dzialan wewnetrznych w zbiorze wszystkich punktow
plaszezyzny:

P @ = obraz punktu P poprzez symetrie o srodku w @,

P [,Q = $rodek odeinka PQ.

P [,,Q = czwarty punkt, ktory z OP i 0Q, przy stalym punkecie O,
tworzy réwnoleglobok.

Na tym etapie wykonywali uczniowie wiele konkretnych zadan ra-
chunkowyeh, na przyklad wykazujae, ze 2[J,3 = 8,3 [132 = 9,2 143 =
=13, 2 [1,3 =25, (2 0, 3) 032 = 64, 2 O4(3 [, 2) = 512. Mialy one
na celu wyrobienie u uezniéw umiejetnosei wykonywania dziatan, ktorych
definicja zostala podana oraz zauwaZenia przez nich pewnych wlasnosei
tych dziatan.

b) Przygotowaniem do pdzniejszego poszukiwania podgrup danej
grupy bylo wprowadzenie nastepujacej definicji: zbior M odwzorowan
plaszezyzny w siebie jest zamkniety ze wzgledu na mmnozenie odwzorowan,
jezeli wraz z u,veM réwniez w o velM. W oparciu o te definicje rozwia-
zywali uczniowie zadania typu: sprawdzié, czy nastepujace zbiory
odwzorowan sa zamkniete ze wzgledu na mnozenie odwzorowan:
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1. {I, v} (I — odwzorowanie identyeznosciowe, v = (D, 180°) — obrot:
o 180°),

2. {I, g} (§ — dowolna symetria osiowa),

3. {9, h}, dla g | h,

4. {I! g, h}; dla g | hy, gnh = {D}1

5. {I, vy, v,}, dla v, = (D, 120°), v, = (D, 240°).

Do zadan tych uczniowie sporzadzali tabelki, z ktoérych natych-
miast bylo widaé, ezy zbiér jest zamkniety, czy nie. Ksztalt takich ta-
belek obrazuja dwie nizej podane tabelki sporzadzone do zadania 4.

% |0 %o o l I ’ g I h

I |1 |1 I |1 g h

g |9 |1 919 I |(D,180°
ho| b | I k| b |(D,180°) I
I{gl|y

g1 1|y

I |h|h

B | I |h

g | b [(D,180°

k| g |(D,180°

Roéwnolegle do tyeh rozwazan, na lekejach algebry rozwigzywali
uezniowie zadanie znalezienia podzbioréw zbioru liczb naturalnych
zamknietych ze wzgledu na dodawanie. Okazalo sie, ze podzbiory takie
istnieja. Sg to zbiory lieczb parzystych, podzielnych przez 3, podzielnych
przez 4 itd. Znaleziono takze podzbiory zbioru liczb naturalnych zamkniete
ze wzgledu na inne dzialania; na przyklad okazalo sie, ze zbiér wszystkich
dzielnikéw dowolnej liczby naturalnej jest zamkniety ze wzgledu na
dziatania [, i [,, a kazdy niepusty podzbiér zbioru liczb naturalnych
jest zamkniety ze wzgledu na dzialanie [J,.

Ueczniowie poznali takze dodawanie modulo dowolna liczba natu-
ralna n. Przy wprowadzeniu tego dzialania odwolal si¢ Steiner do dobrze
znanego uczniom obliczania dni tygodnia (przez branie reszty z dzielenia
przez 7) oraz godzin (przez branie reszty z dzielenia przez 12 lub 24).
W tej sytuacji bylo zupelie zrozumiate dla uczniéw wprowadzenie dzia-
fania, ktére parze liczb naturalnych przyporzgdkowuje reszte z dzielenia
ich sumy przez ustalong liczbe n. Okazalo sie, Ze jest ono réwniez dziata-
niem w zbiorze A4, = {0,1,...,n—1}. Jako zadania domowe sporzadzali
uczniowie tabelki dodawania modulo m, oznaczanego symbolem @,,
przy roznych wartodeiach n. Sami odkrywali, ze mozna analogicznie
okrefli¢ ®,, mnozenie modulo n, tak ze ({0,1,...,n—1}, ®,) jest gru-
poidem.
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¢) Roéznorodnoéé odpowiednio dobranych przykladéw dzialan, za-
dania rachunkowe oraz tabelki dzialari w zbiorach skonezonych nasunely
pierwsze wnioski dotyczace wlasnodei wprowadzonyeh dziatan. Wtasnoéei
takie, jak laezno$é, przemienno§é dodawania i mnozenia liezb znali ueznio-
wie z wezedniejszej nauki. Nowo§é polegala na sformulowaniu ich dla
dowolnego dzialania. Dzialanie wewnetrzne [J okref§lone w zbiorze M
jest laczne, jezeli dla dowolnych a,b,ce M:(a OJb) e =a O(b O ¢).
Drzialanie wewnetrzne [ okreflone w zbiorze M jest przemienne, jezeli
dla dowolnych a,be M zachodzi: ¢ (Jb = b [J a. Nastepnie uczniowie
odkryli dziatania nieprzemienne (np. mnozenie odwzorowan) i nielaczne
(np. Os)- W opinii Steinera dopiero naoczne pokazanie uczniom istnienia
dzialan nie speliajacych wyzej podanych wilasnosei przyezynilo sie do
ich glebszego zrozumienia.

W oparciu o rysunek 1 zostala udowodniona lgczno§é mnozenia
odwzorowan.

d) W kazdym ze zbioréw: liczb calkowitych z dodawaniem, liczb
naturalnych z mnozeniem, odwzorowan plaszezyzny w siebie z mmnoze-
niem, znany byl uczniom element wyrézniajacy sie ,neutralnym” za-
chowaniem. Dzialanie wykonywane na nim i na dowolnym elemencie
e dawato w wyniku element a. Préba opisania tej wlasno$ei dla dowol-
nego grupoidu (M, [J) prowadzila do definicji elementu neutralnego:
element ee M jest elementem neutralnym dla dzialania [J, jezeli dla
kazdego ae M zachodzi a (Je=¢ [0 a = a.,

Jak po kazdej nowej definicji, i tu znane grupoidy zostaly rozpatrzone
pod katem istnienia w nich elementu neutralnego. Do§wiadezenia zdobyte
podeczas tych badan nasunely przypuszezenie, potwierdzone nastepnie
prostym dowodem, ze w grupoidzie moze istnieé co najwyzej jeden element
neutralny.

e) Liczba ujemna —n (dla » ze zbioru liczb naturalnyeh) zostata
wprowadzona, we wczesniejszym nauczaniu, jako liczba, ktéra dodana
do n daje w wyniku 0. W podobny sposéb zostato okre§lone odwzorowa-
nie odwrotne do odwzorowania odwracalnego. Znajomos$é liczby ujemnej
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1 odwzorowania odwrotnego dala podstawe do wprowadzenia definicji
elementu odwrotnego do danego elementu. Wystarezylo, podobnie
jak w definicji elementu neutralnego, opisaé¢ wlasnosé, jaka maja te
elementy: a*e M jest elementem odwrotnym do ae M, jezeli a (] a* =
=a* Ja =e.

Oczywidcie istnienie elementéw odwrotnych mozna badaé¢ tylko
w grupoidach, w ktorych istnieja elementy neutralne, i tylko takie roz-
patrywali uezniowie poszukujac elementéw odwrotnych. W szezegol-
nosei zbiory odwzorowan byly badane pod katem zawierania elementéow
odwrotnych do kazdego odwzorowania z tego zbioru.

Dla wygody i przejrzystofei otrzymywanych wynikéw uczniowie
orzadzali tabelki elementéw odwrotnych, np. dla zbioru {I,v,,v,}

2
[y

w | u*
Il
'*'-’11'92
v | v

Oprécz przyswajania sobie w ten sposob definicji elementu odwrotnego
bylo to réwnoczesnie waznym éwiczeniem przygotowawcezym do pozniej-
szego poszukiwania podgrup.

Poszukujgce elementow odwrotnyeh odkryli uezniowie metode roz-
poznawania na podstawie tabelki, czy wszystkie elementy maja ele-
menty odwrotne. Bylo tak, gdy w kazdym wierszu i w kazdej kolumnie
tabelki wystepowal element neutralny.

f) Wprowadzenie pojecia elementu neutralnego dokonalo podzialu
znanych uezniom grupoidéw na zawierajace taki element i nie zawiera-
jace. Badanie istnienia elementu odwrotnego do kazdego elementu gru-
poidu prowadzilo do dalszej klasyfikacji grupoidéow zawierajacych element
neutralny. Wyniki byly rézne: w zbiorze liczb naturalnyech z dzialaniem
(e tylko 1 ma element odwrotny, w zbiorze wszystkich punktéw plasz-
czyzny 7z dziataniem [J,, kazdy element ma element odwrotny. Ueznio-
wie odkryli tez, ze w zbiorze A, do kazdego elementu a istnieje dokladnie
jeden element odwrotny a*, a mianowicie taki, ze a+a* = n. Natomiast
w grupoidzie (4,, ®,) czekala ich niespodzianka. Poniewaz 0 nie ma
elementu odwrotnego — fakt dobrze znany uczniom — usunieto je z tego
zbiorn. Okazalo si¢ jednak, ze zabieg ten mie zawsze jest skuteczny. Je-
zeli » nie jest liczbg pierwsza, to zbior M, , = {1,2,...,n—1} z dzia-
faniem @, nie jest grupoidem. Fakt ten, wedlug Steinera, mozna pozo-
stawi¢ do odkrycia uezniom. Rozwazanie zbioru M, ; z dzialaniem ©,,
przy n bedacym liczbg pierwsza, doprowadzilo natomiast do wniosku,
ze dla kazdego elementu istnieje w tym zbiorze element odwrotny.
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Tym sposobem spofréd wszystkich znanych grupoidéw zostala wy-
dzielona klasa grupoidéw majacych trzy rozwazane wiasnofci. Stad
juz tylko krok do definicji grupy: grupoid (M, [J) jest grupg, jezeli:

(G1l) (e Ob) Oe=a O (b Oc¢), dla dowolnych a, b, ce M,

(G2) istnieje w M element e, taki ze a O e =€ [0 a = a, dla kaz-
dego ae M,

(G3) dla kazdego ae M istnieje w M element a* taki, ze a [ a* =
=a*[Ja=e¢e.

Jezeli dodatkowo dzialanie [ jest przemienmne, to grupe (M, [J)
nazywamy przemienng lub abelowq.

3. Zastosowania wprowadzonego pojecia grupy. Pierwsze préby roz-
wijania ogélnej teorii grup.

a) Indukeyjne wprowadzenie pojecia grupy, rozbicie go na stopnio-
wo pokonywane etapy, réznorodnosé przykladéw i éwiczen na kazdym
etapie umozliwily dobre opanowanie tego pojecia przez uczniéw. Przy-
szedl moment, gdy mozna bylo wykorzystaé to pojecie do formulowania
w prosty i precyzyjny sposéb znanych i nowo poznawanych twierdzen
geometrycznych i algebraicznych.

Mozliwoéei te dobrze ilustrujg nizej podane twierdzenia wypowie-
dziane jezykiem teorii grup, a dotyczgce izometrii. Izometrie zdefinio-
wano jako odwzorowanie plaszezyzny w siebie, ktore daje sie przed-
stawi¢ w postaci iloczynu symetrii osiowych,

TWwIERDZENIE 1. Obroty sq parzystym'i izometriami. Zbior wszystkich

k-360°
obrotow (D

) dla ke{0,1,...,n—1}, jest dla kaidej liczby natu-

ml’nej n podgr upq pelnej grupy obrotéw. Podgrupa ta sktada si¢ 2 parzystych
izometrit, kidre przeprowadzajq prawidtowy n-kat z punktem $rodkowym D
w siebie. ;

TWIERDZENIE 2. Przesuniecia sq parzystymi izometriami. Zbiér prze-
sunieé jest grupq abelowq.

TWIERDZENIE 3. Zbior wszystkich obrotéw (wokot dowolnych punktow)
nie jest grupq, a razem ze wszystkimi przesunigciami tworzy grupe nie-
abelowq. Jest to grupa wszystkich parzystych izometrii.

TWIERDZENIE 4. Zbior wszystkich symetrii punktowych ¢ przesunigé
jest grupaq mieabelowq.

TWIERDZENIE D. Zbior wszystkich izometrit jest grupq.

b) Po okresie odkrywania struktury grupy w znanych zbiorach,
konstruowania przykladéw grup i opisywania znanych faktéw nowymi
terminami przystgpil Steiner do rozwijania ogdélnej teorii grup. Na po-
czatku wyprowadzil wraz z wuezniami nastepujace proste prawa:

Roczniki PTM — Wiadomosci Matematyczne X 7
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Jezeli (M, [J) jest grupa, to dla dowolnych elementéw zbioru M

a O0b=a dc=b=c (prawo lewostronnego skracania),

bOa=c¢Oa=b=c (prawo prawostronnego skracania),

(e Ob)*=0b*a*, oraz (a*)*=a.

Przy wyprowadzaniu tych zwigzkéw kazdy uczen mogt sobie wy-
obrazaé, ze przeprowadza rozumowanie w konkretnej grupie. Po do-
kladnym zbadaniu przeprowadzonych dowodéw zauwazyli uczniowie, Ze
korzysta sie w nim tylko z aksjomatow (G1), (G2), (G3), a wiee otrzymane
wnioski obowigzuja w dowolnej grupie.

Dla uezniéw odkrycie to ma w sobie, jak stwierdza Steiner, cod
fascynujacego. Umozliwia zrozumienie, zZe pojecie grupy to nie tylko
nadanie wielu przedmiotom o wspdlnych wlasnodciach jednej nazwy.
Wyezuwaja oni, ze ma ono znaczenie niezaleznie od interpretacji, samo
teraz stanowigc przedmiot badan. Mozna moéwi¢ o wlasno§ciach grup,
ktére, udowodnione w oparciu o aksjomaty definiujagce grupe, maja moc
obowigzujaca dla wszystkich grup. Dokonala sie zmiana jakoSciowa
charakterystyezna dla nowoczesnej matematyki. Rozwazania osiggnely
wyzszy stopien abstrakeji. Wielkie osiggniecie Steinera polegato na zetknie-
ciu uezniow z nowoczesnsy teorig matematyezng i umozliwieniu odezucia
smaku abstrakeyjnych rozwazan matematycznych.

4. Grupy dwu- i trzyelementowe. Grupa symetrii kwadratu i jej pod-
grupy. Twierdzenie Lagrange’a.

a) Udowodnione prawa skracania pozwolily odkryé wazng wlasno§é
tabelek dzialan w grupach skonczonych: kazdy element w kazdym wierszu
i w kazdej kolumnie tabelki wystepuje dokladnie raz. Wnioskiem z tego
spostrzezenia bylo stwierdzenie, ze tabelka dziatania w grupie dwuele-
mentowej moze tylko tak wygladaé:

Dle‘a

€
a

€
a

@
€

Odwrotnie, jezeli a jest elementem inwolucyjnym w grupie (M, O)
(6j. @ %€ i a Oa=e), to ({¢ a}, O) jest grupa.

Rdéwniez tabelka dzialania w grupie trzyelementowej jest wyznaczona,
jednoznacznie. Przy odpowiedniej kolejnosei elementéw otrzymuje sie
drugi i trzeci wiersz tabelki przez cykliczng zmiane pierwszego.

Ole|alb
ele|la|b

alalble ‘
blblela '
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b) Na przykladzie poszukiwania grupy symetrii kwadratu oraz jej
podgrup, opisanym szezegélowo przez Steinera, mozna zaobserwowaé
metody, jakimi poshugiwat sie autor, duzy udziat i zZywe zaintereso-
wanie uezniéw oraz imponujgce rezultaty, jakie wraz z uczniami osiggnat.
W oparciu o definicje kwadratu udowodniono, ze jedynymi symetriami
(izometriami) kwadratu sg odwzorowania: v, = I = (D, 0°), v, = (D, 90°),
vy = (D, 180°), v3 = (D, 270°), ¢, g3, gs, Ja (T¥S. 2).

D,
94
9 92 93
Rys. 2

Nastepnie uczniowie sporzadzali tabelke mnozenia odwzorowan w tym,
oznaczonym przez Gy, zbiorze symetrii.

o

Vo

Uy

Vy U3

g1

s 94

Do
Uy
V2

Vs

01
/P
gs
ga

o
7
Vs

Va

g1
gs
gs
g

(2
Vg
Vs
Yo

9

gs
N
01

Obliczanie wynikéw mnozenia
bami. Poczgtkowo wuezniowie
przez Steinera rachunkowo-kombinatoryeznym. Obliczajac np. v, 0 ¢,
postepowali tak: kwadrat o wierzcholkach oznaczonych kolejnymi cy-
frami przeksztalcali najpierw przez obrét v,, rysujac otrzymany w wy-
niku tej operacji kwadrat. Nastepnie kwadrat ten przeksztalcali przez
symetrig osiowa g, i szukali symetrii, ktéra poczatkowy kwadrat prze-
prowadza w kwadrat otrzymany w wyniku tych dwéch operacji (rys. 3).

Vs Vg
V3 U
vy 0y

v Vg

gs Ya
ga 91
g1 92}
g2 gs '

4
9
gs
92

Do
Vs
Vs
vy

odwzorowan
poshugiwali

93 9a
g2 s
g1 92

s 91

Uy Vs
V1 Py
Uy Uy
V3 YUy

przebiegato dwoma - sposo-
si¢g sposobem nazwanym
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Byl tez inny sposéb. Jeszeze przed zajmowaniem si¢ mnozeniem
symetrii kwadratu uczniowie widzieli, ze kazdy obrét wokét punktu D
o kat @ mozna przedstawié jako g o h, przy czym g ~ h = {D}i< (g, h) =
= af2. W oparciu o ten fakt widaé, ze v; = g,0¢, = 3003 = Js0 g4 =
= g0 ¢;. Stad, przez odpowiedni wybdér, wykazuje sie natychmiast,
Ze ;0 gy = ¢y, bo

0109 =(91092) 09 =¢10(g209s) = 9101 = g,.

//_9_1\
4 3 3 2 2 3
Vi 92
1 2 4 7 1 4
Rys. 3

Poniewaz inwolucyjny charakter symetrii osiowej znany byl uczniom
od dawna, Steiner osiaggnat to, ze po paru wskazéwkach kilku dobrych
uczniéw rozwinelo dalej to postepowanie., Chodzilo tu o proste zastoso-
wanie prawdziwego rachunku grupowego, ktéry pézniej przy skiladaniu
obrotéw (wokél réznych punktéow) i kilku symetrii osiowych ma duze
znaczenie, Uczniowie powolniejsi w abstrakeyjnyeh rozwazaniach mogli
pozostaé przy poprzednim sposobie. Ale réwniez i oni w krotkim czasie
nauezyli sie tego eleganckiego, rachunkowego sposobu.

Struktura grupy zostala odezytana przez ueznidw z tabelki. Zbiér
jest zamkniety ze wzgledu na mnozenie odwzorowan, zawiera odwzorowanie
identyeznosciowe. Stad, ze odwzorowanie to wystepuje dokladnie raz
w kazdym wierszu i kazdej kolumnie tabelki wywnioskowali uczniowie
istnienie elementu odwrotnego do kazdej symetrii.

¢) Nastepne zadanie brzmialo: znalezé wszystkie podgrupy grupy Gs.
Od razu jako podgrupa zostala rozpoznana grupa cykliczna C; = ({v,,
¥, Vg, Vg, O ), ktorej tabelka znajduje sie w lewym gérnym kwadracie
tabelki dziatania w G4. Jako dalsze podgrupy obok Gy i ({v,}, o ) zostaty
podane podgrupy dwuelementowe C; = ({09, g1}, 0), €z = ({00, g3}, 0),
0"3 = (‘[”os 92}) 0), O; = ({i’or 92}1 0), 0: = ({‘Uo: 94}’ o).

Pelne emocji bylo odkrycie dwéch grup Kleina rzedu czwartego
K: = ({‘Uos 915 93y ‘vﬁ}: O) i K: = ({1’0’ PR/ FY) ”2}9 0) oraz BiSPOWOdZBDia;
prob znalezienia podgrup o innej ilodei elementéw.

Po spostrzezeniu, ze rzedy znalezionych podgrup sg dzielnikami
rzedu Gy uczniowie podali my§l, Ze moze zawsze rzad podgrupy jest dziel-
nikiem rzedu grupy. Zachecilo to Steinera do przeprowadzenia dowodu
twierdzenia Lagrange’a. Oto szkic tego dowodu.
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Niech U bedzie wlaSciwg, zawierajaca wiecej niz jeden element
podgrupa n-elementowej grupy G. U jako podgrupa grupy skonczonej
zawiera skonczong ilo§é elementow u,, ..., u,. Niech ¢, bedzie elementem
nalezaeym do G\ U. Po utworzeniun iloczynéw g, O %yy..., ¢ O %
mozna wykazaé, ze elementy g, (] %; sa rézne miedzy sobg i nie nalezg
do U. Otrzymuje si¢ tym sposobem, obok G, = U, drugi podzbiér @,
rozlaezny z G,, do ktérego (wobee ee U) nalezy rowniez g,. Jezeli istnieje
element ¢, taki, Ze g,¢G, i g, ¢G,, to mozna utworzyé zbiér G, ztozony
z iloezynéw ¢, [J u;. Zbiér ten jest rozlgezny ze zbiorami G, i G, oraz
zawiera znéw k elementéw. W tym postepujacym rozkladzie G dochodzi
sie po skorezone]j liczbie krokéw do rozkladu G na zbiory G, Gy, ..., Gnm,y
przy czym s ~n Gy =@ dlai #j 1 G =Gy v ... u G,. Poniewaz wszyst-
kie zbiory G; maja po k elementéow, n = (m + 1)k, czyli k jest dzielni-
kiem rzedu grupy.

Dowéd ten zostal przeprowadzony przy duzym udziale uczniéw
i stanowit dla nich, jak pisze Steiner, mocne i trwate przezycie.

/ Ki\& K4\
i 3 c3 /ca‘ cf

Diagram 1

d) Po znalezieniu wszystkich podgrup grupy G uczniowie sporzg-
dzili diagram porzadkujacy je wediug relacji inkluzji. Kreska laczaca
dwa zbiory oznaczata, ze zbiér gérny zawiera zbiér dolny.

kwadrat

romb prostokat

/

deltoid rownolegtobok trapez rownoramienny

czworokgt
Diagram 2

Whpisujac w miejsce podgrup nazwy klas czworokatéw, dla ktérych
dana podgrupa jest grupa symetrii, otrzymali uczniowie z diagramu 1
diagram 2.
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Jest oczywiste, ze im mniejsze sa wymagania dobtyczgce symetrii, tym
wiecej czworokatéw nalezy do danej klasy. Wystarezy wiee ostatni dia-
gram odwrécié, aby otrzymaé diagram porzadkujacy zbiory ezworokatéw.
Zwigzki pomiedzy tymi zbiorami mozna takze przedstawié w sposéb
zademonstrowany na rysunku 4. Sposéb ten byt przez uczniéw wielo-
krotnie uzywany w d¢wiczeniach logicznych i teoriomnogoéciowych.

rownoleglobok

romb— ' N -prostokat

trapez

deltoid rownoramienny

kwadrat

Rys. 4

Stopieri opanowania przez uezniéw przerobionego materiatu badat
Steiner, miedzy innymi, za pomocg zadan, ktére rozwigzywali uczniowie
w pracy klasowej. Oto kilka z nich.

ZApANIE 1. 3) Podaj izometrie, ktére réwnoboezny tréjkat przepro-
wadzaja w siebie. b) SporzadZ tabelke i pokaz, Ze znaleziony zbi6ér odwzo-
rowan z dzialaniem mnozenia jest grupg.

ZADANIE 2. Podaj wszystkie podgrupy grupy znalezionej w zadaniu 1
i narysuj diagram porzadkujacy.

ZADANIE 3. Jaki rozklad tréjkatéw odpowiada diagramowi z zadania 2.
Narysuj odpowiedni diagram.

Analiza rozwiazan tyeh zadan wykazala, ze réwniez stabsi uczniowie
opanowali material w sposéb zadowalajacy.

5. Uwagi koficowe. W eksperymentalnym nauczaniu przeprowadzo-
nym przez Hansa Steinera zakres matematyki szkolnej zostal rozszerzony
o jedno z podstawowych pojeé wspélezesnej matematyki, pojecie grupy,
oraz poczatki teorii grup. Powodzenie tego nauczania wskazuje, Ze ucznio-
wie 83 w stanie opanowaé pojecia abstrakeyjne, zrozumieé teorie aksjo-
matyczng, a korzysei stgd wynikajace sg przekonywajacym argumen-
tem za podejmowaniem tego rodzaju préb zmniejszajaeych dystans dzie-
lacy matematyke szkolna od matematyki wspoélezesnej. Zademonstrowane
w opisanym nauczaniu metody wskazuja w jaki sposéb mozna osiagnaé
opanowanie przez uczniéw tego pojecia nie napotykajae wiekszych
trudnoSei.
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Naueczanie teorii grup odbylo sie w §cistym powigzaniu z obowigzu-
jacym programem. Bazg dla rozpoczecia nauki o grupach byly wiadomosei
i do$wiadczenia z weze$niejszego nauczania, w ktérym polozono nacisk
na pojecia szezegodlnie wazne z tego punktu widzenia. Opanowanie pojecia
grupy zostalo celowo rozbite na etapy, z mySla o rozlozeniu trudnosei
i stopniowym pokonywaniu ich. Kazdy etap skladal sie z rozwazenia
réznorodnych przykladéw, porzadkowania z nowego punktu widzenia
wiadomosci juz zdobytych, uogdlnienn prowadzacych do nowego pojecia,
przygotowania naturalnego przejécia do nastepnego etapu. Duza ilogé
éwiczen, zadan rachunkowych, tabelek umozliwila operowanie na kaz-
dym etapie nowo poznanymi pojeciami, odkrycie ich wiasnoéci, zauwa-
zenie zwigzkéw z innymi pojeciami. Sformutowanie definicji grupy i opa-
nowanie tego pojecia dalo precyzyjny jezyk i umozliwilo rozwijanie
poczatkéw teorii grup, a wiee zetkniecie uczniow z teoria aksjomatyezng.

Do sukeesu osiggnigtego przez Steinera przyczynila sig takze w znacz-
nym stopniu duza aktywno$é uczniéw, bedaca wynikiem umiejetnie
stawianych pytan, zaciekawiajacych i pobudzajgcych. Niematy byl w nim
rowniez udzial stalej troski Steinera o rozwijanie samodzielnofei myglenia,
gpostrzegawezosei, umiejetnosei formulowania wnioskéw.

Osiagnigcia Steinera polegaja nie tylko na opanowaniu przez ucznidéw
w zadowalajgcym stopniu przerobionego materiatu, leez takze na nie-
zatarciu sily atrakeyjnej tkwigcej w teoriach aksjomatyecznych, uwy-
pukleniu jej oraz uczynieniu z nauczania matematyki interesujacej gry,
dostarczajacej ucezniom poza zdobytymi wiadomoS$ciami wieln przezyé
i emocjl.
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