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ROCZNIKI POLSEIEGO TOWARZYSTWA MATEMATYCZNEGO
Seria II: WIADOMOSCI MATEMATYCZNE X (1968)

JAN RosoT (sznaﬁ)

O przestrzeniach BY

(Odezyt wygloszony 1. 4. 1966 na posiedzeniu PTM w Poznaniu)

Przede wszystkim pragnatbym podziekowaé Zarzadowi Oddziatw
Poznaliskiego PTM za zaszezytne zaproszenie. Musze szczerze przyznaé,
7e bylem w powaznym klopocie przy wyborze materialu. Teoria prze-
strzeni B jest dzi§ tak rozbudowana, a z drugiej strony méj wlasny
wklad jest tak skromny, ze Zenuje sie przemawiaé przed tak dostojnym
audytorium. Niewgtpliwe dzi§ ogromne znaczenie praktyczne przestrzeni
BM powoduje, ze coraz wigcej matematykéw sie nimi interesuje. Rzekl-
bym nawet, ze temat staje sig modny i wszyscy sie na niego rzucili.

Celem mojego dzisiejszego odezytu jest pokazanie, jak teoria prze-
strzeni B™ moze uzyskaé solidne podstawy aksjomatyczne, ktoére po-
zwalaja na matematyeznie Sciste dowody twierdzen o niewgtpliwym
znaczeniu praktycznym. Z potrzeby takiej teorii matematycy zdawali
sobie sprawe od dawna, jednakze dopiero ukazanie si¢ dziela Bourba-
kiego stworzylo trwala podstawe pod rozwéj tej teorii dzieki dostatecznie
rozbudowanemu aparatowi pojeciowemu.

Zanim oméwimy formalne podstawy teorii, podamy kilka uwag
wstepnych. Z grubsza moéwiac mozna powiedzieé, Ze elementami prze-
strzeni BM sg bledy w publikacjach matematykéw. Zagadnienie to na-
biera ogrommnej wagi wobec lawinowo rosnacej ilofei falszywych twier-
dzen, lematéw, dowodéw, falszywych cytatéw, a nawet falszywyeh auto-
réw. Wiele os6b probowalo opracowaé rozmaite §rodki zaradeze, zaden
jednak nie zdal egzaminu. Wymienie tu np. préby przeswietlania prac
za pomocy promieni Roentgena, jak réwniez proponowane przez Ste-
fana Abta stosowanie metod statystycznej kontroli jakosei, polegajace
na tym, zeby majac seri¢ np. 100 prac, na podstawie badania wyrywko-
wego kilku prac przyjmowaé do druku badZ odrzmecaé caly serig. Nato-
miast profesor Alexiewicz twierdzi, ze wielokrotnie krytykowana klasycz-
na metoda wysylania prac do recenzentéw daje jednak najlepsze wyniki.

Prof. Steinhaus w znanej pracy ,Czem jest, a czem nie jest matema-
tyka” cytuje poglad, ze polowa publikowanych prac matematycznych
zawiera jakie§ bledy. Optymisei z drugiej strony wysuwaja postaé Landaua,
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ktéry w calym swoim zyciu nie opublikowat falszywego twierdzenia ani
dowodu. Niektorzy myé§liciele sa zdania, ze nalezy wprowadzié w zycie
matematyezny kodeks karny przewidujacy rozmaite kary wiezienia
w zaleznofci od rozmiaru opublikowanego bledu i jego ewentualnych
konsekwencji. Prace nad opublikowaniem tego kodeksu sa zaawansowane,
ostateczne jednak wprowadzenie kodeksu w zycie zostalo powstrzymane
z obawy, ze nie bedzie mial kto uezyé studentéw. Byé moze wlasciwsza
bylaby kara okresowego zakazu publikacji.

W odezycie dzisiejszym nie bede jednak méwil o metodach zapobie-
gania popelianin bledéw w pracach matematycznych. Cel odezytu jest
znacznie skromnmiejszy: chodzi o zbudowanie pewnego modelu aksjo-
matycznego, ktory pozwolitby na systematyezne badanie rozmaitych
typéw bledéw. Istnieje dzi§ obszerna literatura dotyezgea bledéw. Z braku
czasu nie moge wyliczyé nawet najwazniejszych pojeé tej teorii, zatrzy-
mam si¢ jednak na jednym przykladzie, ktéry bedzie potrzebny przy
definicji przestrzeni BM. Okreglamy mianowicie cigg przestrzeni B, przez
indukeje w sposéb nastepujacy:

Do przestrzeni B, nalezg prace, w ktérych znajdujemy falszywe
twierdzenia. Jezeli przestrzed B, jest juz zdefiniowana, to do przestrzeni
B, ., zaliczymy te wszystkie prace, w ktorych w dowodach korzystano
z wynikéw prac nalezgeych do przestrzeni B,. Latwo widadé, ze poczawszy
od B, przestrzenie te tworza cigg zstepujacy.

Jak wiadomo, prace mozna skiadaé. Wynikiem zlozenia pracy P
z pracg @ jest praca powstala przez dolaczenie poczatku pracy @ do korica
pracy P i odpowiednie przeniesienie bibliografii na koniec. Wynik zlozenia
zawiera bledy wtedy i tylko wtedy, gdy co najmniej jedna z prac zawiera
bledy. Jednoseig przy tym dzialaniu jest praca pusta, ktéra oczywiseie nie
zawiera zadnego bledu. W ten sposéb zbiér prac staje sie kategorig.

Wprowadza sie tez pojecie pracy dualnej. Praca dualng do pracy P
nazywamy prace P* zdefiniowana w sposéb nastepujacy: zatozenia pracy
P sy tezami pracy P*, tezy pracy P sg zalozeniami pracy P*, a dowody
pracy P* otrzymuje sie z dowodéw pracy P przez czytanie ich od konea
do poczatkn.

Dalszym niezbednym pojeciem jest pojecie przestrzeni M. Dany
jest niepusty zbiér M, ktérego elementy zwane sa matematykams. Moze
byé to zbiér nieskonczony; jednakze, aby nie komplikowaé rozwazan,
zalozymy, ze jest to zbidér skonezony. Nastepnie dana jest niepusta ro-
dzina R niepustych podzbioréw zbioru M. Méwimy, ze dwaj matematycy
m 1 m’ napisali wspdlng prace, jezeli istnieje zbiér rodziny R zawiera-
jacy m i m'.

Rozwazaé bedziemy abstrakeyjny graf, ktérego wierzchotkami sg
matematyey ze zbioru M, a dwa wierzeholki m i m' polaczone sg kresks,
jezeli matematycy m i m' napisali wspélng prace. Przez lasicuch matema-
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tykéw rozumiemy skoneczony ciag mg, my, ..., m, matematykéw taki,
ze matematyk m; napisal wspolng prace z matematykiem m;,, (¢ = 0,1, ...
ooy n—1). Odleglosciq miedzy matematykami m i m' nazywamy naj-
mniejszg liczbe calkowitg n taka, Ze istnieje lancuch skladajacy sie z
n+1 matematykoéw laczacy m z m’. Jezeli taki laricuch nie istnieje,
to odleglo$é m od m' definiujemy jako N, gdzie N jest liczbg wszystkich
matematykow zbioru M. Dla uproszezenia bedziemy zakladaéd, ze kazdy
matematyk zbioru M napisal choé jednag prace.

Latwo widzieé, ze zbiér M z tak okreslona odlegloicig jest prze-
strzenia metryczng, ofrodkowsg i zupelng (tzw. ,,espace polonais” w termi-
nologii Bourbakiego). Na przyklad jezeli M oznacza zbiér fakiycznie
istniejacych matematykow, to odleglosé Stasia od Knapowskiego wynosi
1, od Turana 2, od Erdosa 3; odleglo§é Radeckiego od von Neumanna
wynosi 7. Nie wiadomo natomiast, jaka jest odleglo§é Heleny Zidenberg
od Kriszny Waradaradzana.

Matematyk mnazywa sie stabo quasi-izolowany, gdy nie da sie go po-
laczyé taniecuchem z zadnym innym matematykiem. Xatwo podaé przy-
klady elementéw slabo quasi-izolowanych w zbiorze rzeczywifcie istnie-
jacych matematykéw (np. Buklides).

Zbiér M rozpada sie na rozlgezne klasy, jezeli dwéch matematykow
zaliczymy do jednej klasy wtedy i tylko wtedy, gdy daja sie polaczyé
lanicuchem. Klasy te nazywamy stabymi quasi-skladowyms. Jednoele-
mentowe stabe quasi-skladowe, to po prostu matematyecy slabo quasi-
-izolowani. Mozna z latwosecig podaé przyklady stabych quasi-skladowych
skladajgeych sie z dwdbeh, trzech elementéw, itd. Nie rozwigzany jest
natomiast problem, jaka jest najmniejsza liczba calkowita, zwana liczbg
krytyczng pierwszego rodzaju, dla ktorej nie istnieje skltadowa m-elemen-
towa. Wiadomo jedynie, ze jezeli zalozymy hipoteze Schinzla, ze istnieje
postep arytmetyezny zlozony z liezb calkowitych, z ktérych zadna nie
jest naturalnym pseudodzielnikiem sum szescianéw jedenastu kolejnych
wystepujacych wyrazéw postepu, to liczba krytyczna pierwszego rodzaju
jest mniejsza niz 9% razy logarytm iterowany z siedemnastego wyrazu
ciggu kanonicznego Winogradowa. Nie rozwigzany jest réwniez problem
Pelczytiskiego, zwany problemem duzych skladowych: czy w zbiorze
rzeczywiscie istniejaeych matematykow istnieje tylko jedna staba quasi-
-skladowa majaca wigcej niz sto element6éw, czy tez jest ich wiecej.

Warto tn jeszcze wspomnieé o pojeciu gwiazdzistofei matematyka;
gwiatdzistosciq matematyka m nazywamy ilo§é matematykéw odlegltych
0 1 od m, tzn. ilo§¢ matematykéw, z ktérymi m napisal wspélna prace.
Np. gwiazdzistoseia Orlicza jest liczba 7, gwiazdzistodcig Ciesielskiego
jest 4. (W tym momencie zadano pytanie z sali: A ile wynosi gwiazdzi-
sto§é Musielaka ? Prelegent odpowiedzial: Chwileczke, musze sie zasta-
nowié. Gwiazdzisto§é Musielaka wynosi 6.)
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Przystapmy teraz do definicji przestrzeni BM. Elementami preestrzeni
BM g3 wszystkie morfizmy z M do sumy mnogoSciowej uprzednio zdefi-
niowanych zbioréw B,, B,, Bs, ... Na elementach przestrzeni B okregla-
my dzialania liniowe w zwykly sposéb. Topologia w przestrzeni B¥ jest
najstabszg topologig, przy ktoérej wszystkie twierdzenia sg prawdziwe.
(Pytanie z sali: Czy jest ona lokalnie wypukla ? OdpowiedZ: Tak, mozna
udowodnié, ze jest ona lokalnie wypukla.)

Jednym z podstawowych wynikéw teorii jest tzw. ,Der erste analy-
tische Fehlersatz”. Oznaczmy przez =(n) stosunek liczby prac z bledami
do liczby n wszystkich praec opublikowanych. Chodzi o znalezienie wzoru
asymptotycznego na =n(n) przy n» dazacym do nieskonezonofei. Oznaczmy
przez I; dowolny ideat maksymalny w najmniejszym nieprzywiedlnym
piericieniu wielomianéw, dla ktérego przestrzenie B,, B, B, ..., Bx &
niezmiennicze. Niech f(2) oznacza funkeje meromorficzng rozwijalng na
uogélniony szereg Dirichleta wzgledem ideatéw I,, I,, ... Niech 8 = o-}-4t
oznacza pierwsze nietrywialne zero tej funkeji. Wéwezas n(n) jest asympto-
tycznie réwne n dzielone przez clogn. W szezegblnym przypadku, gdy
kazdy matematyk jest stabo quasi-izolowany, f(2) jest funkeja dzeta
Riemanna i wéwezas formula asymptotyczna n(n) réwne 2n dzielone
przez logarytm = jest réwnowazna hipotezie Riemanna.

Na tym cheiatbym zakoniezyé méj referat i podzigkowaé za wystu-
chanie.

Od Redakeji: Ze wzgledu na znaczng ilo§é bledé6w w pracach
matematycznych projektowana jest akeja wymiany dowodéw. Wszystkie
dowody istniejacych twierdzen beds zglaszane w poszezegélnyeh Oddzia-
lach PTM i wymieniane na nowe. Obecne dowody twierdzen utracg waz-
noéé w dniu 1. 4. 1970,
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