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ROCZNIKI POLSKIEGO TOWARZYSTWA MATEMATYCZNEGO
Seria II: WIADOMOSCI MATEMATYCZNE X (1968)

Zadania

Gwiazdka * oznaczane sg te zadania, ktérych rozwigzanie nie jest znane auto-
rowi ani redakeji, albo znane jest tylko rozwiazanie czeSciowe. Wszelka korespon-
dencje dotyczaca zadan (rozwiazania zadaf, uwagi o zadaniach, nowe zadania itp.)
nalezy nadsylaé pod adresem: Andrzej Lelek, Instytut Matematyczny Polskiej
Akademii Nauk, Warszawa 1, Skrytka Pocztowa 137. Ciekawsze rozwigzania beda
publikowane.

171. Dowiesé, ze jesli krzywa zamknigta klasy €, ma dlugoéé 2m,
to jej krzywizna w pewnym punkcie jest rOwna co najmniej 1.

J. Dodziuk, W. Holsztynski i K. Nowinski (Warszawa)

172. Opisa¢ zbior 4, wszystkich liczb rzeczywistych nienjemnych @
o tej wlasnoSci, ze okrag mozna podzielié na 2 zbiory rozlgczne, z ktérych
zaden nie zawiera pary punktéw takich, ze kat miedzy odpowiadajgcymi
im promieniami jest réwny 2. Jaki bedzie zbior A, zdefiniowany analo-
gicznie dla n = 3,4,... 2

8. Fajtlowicz (Wroclaw) i W. Holsztynski (Warszawa)

173. Czy kazda T,-przestrzei X z topologia zwarta i maksymalng
weirod topologii zwartyeh okre§lonych w X musi byé przestrzeniag Haus-
dorffa ?

8. Fajtlowicz i L. Pacholski (Wroctaw)

174. Dowiesé, ze topologia naturalna w przestrzeni liczb rzeczywi-
stych R jest minimalna wsréd topologii lokalnie zwartych, przy ktorych
R ze zwyklymi dzialaniami jest grupa topologiczng. Ozy zaloZenie lo-
kalnej zwarto$ci jest istotne ?

W. Holsztysiske i, W. Wojtyhski (Warszawa)
175. Zbudowaé continuum zawierajace dwa niepuste podzbiory
otwarte, ktére nie daja sie polaczy¢ obrazem cigglym pseudoluku (2).
W. Holsztynski i A. Lelek (Warszawa)

(1) A. Lelek, Zbiory, Warszawa 1966.
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176. Przestrzeni topologiczng X nazywamy regularng (lub stabo re-
gularng) w punkeie z ¢ X, jedli otoczenia domknigte punktu z (lub otoczenia
punktu @, bedgce wnetrzami zbioréw domknietych, odpowiednio) sta-
nowig bazg¢ otoczent punktu # w przestrzeni X. Pokazaé, ze istniejg naste-
pujace przestrzenie:

1° przestrzeri Hausdorffa slabo regularna, w ktérej zadne dwa punkty
nie majg rozlgeznych otoczen domknietych,

2° przestrzen slabo regularna, w ktérej kazde dwa punkty majgy
rozlgezne otoezenia domkniete, ale ktéra nie jest regularna w zadnym
punkcie,

3° przestrzen, w ktoérej kazde dwa punkty majg rozlaczne otoczenia
domkniete, ale ktéra nie jest slabo regularna w zadnym punkeie.

W. Holsztyniski (Warszawa)

177. Obiektami (2) kategorii K s3 wszystkie zbiory, a morfizmami
peHom (4, B) wszelkie funkcje ¢: A’ — B przeksztalcajace dowolne
podzbiory A’ zbioru A na zbiér B. Czy kategoria K jest izomorficzna
z konkretng ?

P. Blass, W. Holsztynski i K. Nowinski (Warszawa)

178. Pare uporzadkowana (V, @) zlozong ze zbioru niepustego V
i rodziny G podzbioréw dwuelementowych zbioru V bedziemy nazywali
grafem. Graf (V, @) jest spdjny, jesli dla dowolnych dwdich réznych ele-
mentéw a, beV istnieje cigg skonczony a = ay, ay,...,a, = beV taki,
ze {a;_y,a;3eG dla ¢ =1,2,...,n. Graf (V, @) nazywamy drzewem, je§li
jest on spéjny i nie zawiera ciggu nieskornczonego elementéw a;e V takich,
ze {a;, @i, }e@ oraz a; # a;,, dla ¢ =1,2,... Opiszemy teraz pewny
gre dwuosobowa z pelg informacjg na grafie spéjnym (V, @). Gracze
na przemian wybieraja (zupelie dowolnie) elementy ze zbioru V, w re-
zultacie powstaje ciag nieskoneczony

@y byy gy boyony by,

i przyjmujemy, zZe wygrywa pierwszy gracz, je§li istnieje takie n, ze
a, = b, lub w kazdym ciagu b, = €5y Cry..., 0 = by,; takim, ze
{ei_1,ci}e@ dla © =1,2,..., k, wystepuja elementy a, i a,,,. W prze-
ciwnym razie przyjmujemy, zZe wygrywa drugi gracz. Dowiedé, ze pierw-
szy gracz ma zwycieskg strategie wtedy i tylko wtedy, gdy graf (V, G)
jest drzewem.

W. Holsztysiski (Warszawa)

() A.T. Kypom, A. X. Tusmun u E. I. Mlyasreii dep, Ocrosw meopuu
rameezopuil, Yenexm marteMm. Hayk 15 (1960), zeszyt 6, str. 3-52.
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179. Pavze liczb calkowitych (%, n) (1 < k< n> 2) przyporzadkowuje-
my macierz (ay) (4,j = 1,2, ..., n+1) w sposéb nastepujacy: jesli ¢ <=
oraz j <, to

1 dla ¢ =j,
ay ={ —2"' da li—j|=11lub |i—jl =n—1,
{ 0 dla pozostatych przypadkoéw,

Upp1i = Ging1 = —2-'  dla ¢ =k,
0 dla pozostaltych przypadkéw.

Podaé wszystkie pary (k,n), dla ktérych wyznacznik z macierzy
(as) jest réwny zeru. Dowie§é, ze wyznacznik z minora (ay) (¢4,j = 1,2, ...
..., M) jest zawsze rozny od zera.

W. Holsztysniski (Warszawa)

180. Niech Z bedzie niepustym podzbiorem domknietym kwadratu
kartezjanskiego przestrzeni metrycznej X z metryky o, takim ze (», ) ¢Z
dla weX oraz jesli (z,y)eZ, to (y,x)eZ. Dowie$¢, ze funkcja o’ okre-
glona za pomoca wzoru

; e(®,y)
x,y) = su
¢4 Y) (a,;,,lfz e(a,2)+eo(z,y)+o(y,b)

jest metrykg w przestrzeni X réwnowazng topologicznie z wyjsciowa
metryka o, przy ezym g'(a, b) =1 dla (a, b)eZ.

W. Holsztynski (Warszawa)

181*. Niech A bedzie podzbiorem ograniczonym przestrzeni metrycz-
nej X. Czy moze sie zdarzyé, ze (®) iloczyn

8;(4) A 83(4) ~ ...

zawiera wiecej niz jeden punkt ? Okre§lmy zbiér S,(4) rekurencyjnie (4)
wzorem
S:(A) = S;—I(A) ~ 8 (S*—l(A}J)

dla n =2,3,... Udowodnié, ze je§li dla dowolnej pary punktéw a,bd
przestrzeni metrycznej X istnieje punkt s(a,b) nalezgey do iloczynu

S;({a, b}) ™ S;({G, b}) ™ seny
to funkeja s: X XX — X jest ciagla.
W. Holsztytiski (Warszawa)

(®) Zob. zadanie 127* (Wiadom. Mat. 9 (1965), str. 98).
(*) Taks wlaénie konstrukecje dla przestrzeni Banacha, a nie jak w zadaniu
127%, podali Mazur i Ulam (por. przypisek do zadania 127%).



254 Zadania

182. Istnieje zbiér A, zerowymiarowy domkniety na linii prostej,
taki ze dla kazdego zbioru skornczonego A na linii prostej istnieje podzbiér
zbioru A, izometryczny ze zbiorem A. Podaé przyktad zbioru A4, spelnia-
jacego warunki tego twierdzenia oraz dowieéé, ze twierdzenie nie daje
sie zaostrzyé do postaci, w ktérej 1° 4 jest dowolnym podzbiorem skon-
czopym odeinka jednostkowego i A, jest zbiorem zwartym zerowymia-
rowym, lub 2° 4 jest dowolnym podzbiorem zwartym zerowymiarowym
odeinka jednostkowego i 4, jest zbiorem domknietym zerowymiarowym,

W. Holsztynski (Warszawa)

183. Dowiesé, ze dla dowolnej liczby calkowitej n > 5 istnieje na
plaszezyzZnie cigg zbioréw wypuklych A4,,...,4,, 4y, = A4,, 4,,, = A4,
taki, ze kazdy iloczyn A;n~ A, ~ Agy, jest niepusty (¢ =1,...,n),
ale iloczyn dowolnych czterech spofréd zbioréw A,, ..., 4, jest pusby.

W. Holsatynski (Warszawa)

184. Zbudowaé dla dowolnej liczby calkowitej n>1 zbiér wy-
pukly, domkniety i ograniczony na plaszezyznie, ktéry ma niepuste
wnetrze, stala szeroko$é i dokladmie n punktéw katowych na brzegu.

W. Holsztysiski i H. Toruiczyk (Warszawa)

185. Zbudowadé zbiér wypukly, domkuiety i ogramiczony w prze-
strzeni euklidesowej, ktéry ma niepuste wnetrze, stata szerokosé i do-
kladnie jeden punkt katowy na brzegu.

W. Holsztytiski (Warszawa)

186. Znana hipoteza Borsuka glosi, ze zbiér o $rednicy réwnej 1,
polozony w przestrzeni euklidesowej n-wymiarowej, mozna podzielié na
n-+1 zbioréw o §rednicy mniejszej niz 1. Dowie§é, ze jesli hipoteza Bor-
suka jest prawdziwa, to istnieje a, <1 takie, ze kazdy zbiér o §rednicy
réwnej 1, polozony w przestrzeni euklidesowej m-wymiarowej, mozna
podzieli¢ na n-+1 zbior6w o §rednicy mniejszej niz a,. Dowiesé, ze istnieje
cigg liczb 1, speliajacych nieréwnofci n/6 <2, < =/4 (n =2, 3,...), da-
zgcych do w/4 oraz takich, ze kazdy domkniety zbiér wypukly, ktérego
podpierajagce w pewnym punkcie tworzg katy ostre mnmiejsze niz A,,
spehia hipoteze Borsuka. :

W. Holsztyriski (Warszawa)

187. Gwiaedg (n+-1)-katng nazywamy n-+41 pélprostych wychodza-
cych z jednego punktu ($rodka gwiazdy), ktére dziela plaszczyzne na
n+41 réwnych czeSei. Pokazad, ze jezeli umiefcimy $rodek gwiazdy
(n+1)-katnej w frodku ciezkosei n-boku foremnego, to nie istnieje takie
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polozenie ramion gwiazdy, aby dzielily one n-bok foremny na n-+1 czeSei
o réwnych polach.
K. Wojciechowski (Wroclaw)

188*, Niech X oznacza przestrzen uzyskang przez usuniecie krzywej
{(sint, cost, 1/t): 0 <1< oo} z przestrzeni euklidesowej 3-wymiarowej.
Udowodnié, Ze grupa fundamentalna przestrzeni X jest eykliczna nie-
skoniczona, ale kazde odwzorowanie nakrywajace przestrzen X jest homeo-
morfizmem.

Jan Mycielski (Wroclaw)

189. Niech F bedzie zbiorem funkeji rzeczywistych f: I? — R okre-
glonych w kwadracie I? i majacych postad

f@,y) = g(w(z,y))

dla (z, y)eI?, gdzie g jest funkcja ciagly i w jest wielomianem. Dowiesé,
ze zbiér F jest brzegowy w przestrzeni wszystkich funkeji cigglych f:
12 + R.

Jan Mycielski (Wroclaw)

190*, Niech @;,..., o, (L<n<2™ —1) beda dowolnymi niezero-
wymi elementami ciata (®) Galois GF(2™) oraz niech

n
'8 =Zw§e GF(2™)
7=1

dla i =1,3. Ozy jesli 8, = 8},t0 8, =012

Z. Szwaja (Poznan)

(5) W. W. Peterson, Error-correcting codes, New York 1961. Zagadnienie
wystapilo przy studium- ukladu dekodujacego w kodach korekeyjnych. Zbiory ele-
mentéw GF(2™) mozna okredlié w oparciu o znajomo#é wielomiandéw pierwotnych
nad GF(2). Wielomiany te znajduje sie z tabel Marsha, ktére podane sg w ksiasce
Petersona.
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