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ROCZNIKI POLSKIEGO TOWARZYSTWA MATEMATYCZNEGO —

Seria II: WIADOMOSCI MATEMATYCZNE X (1968)

Recenzje

Stanistaw Golab, Rachunek tensorowy, wydanie drugie rozszerzone,
Biblioteka Matematyezna, tom 11, Panstwowe Wydawnictwo Naukowe,
Warszawa 1966, str. 395.

Tworea rachunku tensorowego jest wloski uczony G. Ricei-Curbastro; tej nowej
zainicjowanej przez siebie galezi matematyki podwieeil on wiele prac specjalnych,
ogloszonych w réznych wloskich czasopismach matematycznych na przelomie XIX
i XX wieku. Przez diugi okres ogél matematykéw nie interesowal sie tym ra-
ehunkiem, uwazajae go za rodzaj stenografii matematycznej, ktéra nie moze mieé
powaZniejszego znaczenia i zastosowan. Sprawdzilo si¢ jednak i w tym przypadku
zdanie H. Poincarége, iz wprowadzenie nowego symbolu jest czesto wielkim od-
kryciem matematycznym.

Decydujgcea rele w historii rachunku tensorowego odegrala teoria wzglednodei
Einsteina (1915) i zainicjowane przez te teorig pojecie przesuniecia rdéwnoleglego
T. Levi-Civita (1917); dzigki temu pojeciu geometria Riemanna przestala byé
zbiorem mniej lub wigcej eleganckich wzoréw, a stala sig prawdziwg i zwarty teorig
geometryezny. Od tego czasu rozpoczal sie bujny rozwdj teorii tensoréw i jej zasbo-
sowan zaréwno w geometrii réZzniezkowej, jak i w fizyce oraz w mechanice, a zwlaszeza
w teorii sprezystosei, ktérej teoria tensoréw zawdziecza swa nazwe; powiazanie z teorig
rézniczkowych form zewnetrznych i z nowo powstala teoria przestrzeni wldknistych
pozwolilo znacznie rozszerzyé zakres badan geometrycznych i stworzyé nowe dzie-
dziny badan. Zewnetrznym objawem zainteresowan i znaczenia teorii tensoréw
sq liczne dziela, ktére ukazaly si¢ w ostatnich czterdziestu latach w jezykach
angielskim, francuskim, wloskim, niemieckim oraz rosyjskim, poéwigcone teorii ten-
soréw i zwigzanych z nig teorii form zewnetrznych i teorii przestrzeni wltknistych
(fibre bundles). Wazna jest okolicznofé, Ze dzigki temu zespoleniu metod teorii
tensoréw, teorii form zewnetrznych oraz teorii przestrzeni wldknistych zainicjowane
zostaly systematyczne badania zagadnien topologicznych geometrii réiniczko-
wej (1).

% prawdziwg przyjemnoscia stwierdzié moina, Ze w naukowej literaturze pol-
skiej do&é wezesnie zaczely sie ukazywaé prace poSwigcone teorii tensoréw badz
jej zastosowaniom do geometrii i fizyki. Pierwszym zwiastunem polskich opracowan
teorii byl, fragmentaryczny zreszta, skrypt wykladéw A. Hoborskiego (1935) za-
wierajacy, obok krétkiego zarysu podstaw teorii tensoréw, zastosowania jej do teorii
powierzchni przestrzeni euklidesowej. Forma wydania (skrypt) nie mogla oczywiscie
odegraé szerszej roli w zaznajomieniu polskich matematykéw z ta teoria. Jako pierw-
szy systematyczng monografie teorii uznaé nalezy dzielo 0. Nikodyma pt. ,Teoria
tensoréw (wraz z zastosowaniami do geometrii i fizyki matematyeznej)”, . I, 1938.
Bylo to dzielo oryginalnie ujete i odznaczajace sie wielkg &cistoscia matematycznag,

(') Zob. np. 8. 8. Chern, Some new viewpoints in differential geometry in the
large, Bull. Amer. Math. Soc. 52 (1946), str. 1-30.
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przewyiszajaca pod tym wzgledem réine dziela zagraniczne. Niestety manuskrypt 1T
tomu ulegl zniszczeniu w czasie wojny, a rézne okolicznosei uniemozliwily antorowi
rekonstrukeje i uzupelnienie swego dziela. Z kolei wymienié nalezy ksiazke W. Rubi-
nowicza pt. ,,Wektory i tensory” (1950). Napisana przez fizyka i dla potrzeb fizykéw,
nie mogla ona spopularyzowaé znajomosei teorii tensoréw wsrod geometrow, ktérym
najbardziej byla potrzebna.

Zadanie to spelnilo dzielo 8. Golaba pt. ,Rachunek tensorowy”, wyd. pierwsze,
1953, ktére bylo pierwszym polskim przedstawieniem teorii tensoréw zaspokajaja-
cym potrzeby zaréwno geometrow, jak i fizykow lub technikow. Ksigzka ta przyczy-
nila si¢ w znacznym stopniu do spopularyzowania rachunku tensorowego, oddajac
w ten sposéb cenne ustugi tym pracownikom naukowym, ktérym potrzebna byla
znajomo&é metod tego rachunku. Miara wartosei tej ksiazki jest fakt, iZ po 13 latach
okazala sie potrzeba wznowienia jej w drugim wydaniu, mimo do&é specjalnego cha-
rakteru dyscypliny.

W ostatnich kilkunastu latach pojawilo sie kilka dalszych opracowan teorii
tensoréw badz oryginalnych polskich, badz tez tlumaczonych z obeych jezykow.
Wymienimy je tutaj w porzadkn chronologicznym.

W 1958 ukazalo sie tlumaczone z rosyjskiego dzielo P. K. Raszewskiego ,Geo-
metria Riemanna i analiza tensorowa”. Jak mo#na sie domyélaé z tytulu, celem, ktéry
wytknal sobie autor, jest przedstawienie teorii przestrzeni Riemanna za pomoca pojeé
i metod rachunku tensorowego. Cel ten autor osiagnal, tworzac przystepnie napisane
dzielo nie tylke o wlaSciwej teorii Riemanna, ale takize o teorii opartej na formie
kwadratowej, ktéra jest nieokreflona, dajac tym samym wstep geometryeczny do
ogdlnej teorii wzglednoécei, ktérego brak byle w literaturze polskiej. Nadmienié na-
lezy, ze pierwszy rozdzial tej ksiazki, przedstawiajacy rachunek tensorowy w prze-
strzeniach afinicznych, zostal w jezyku polskim wydany oddzielnie, dajac w ten
sposob kroétkie elementarne wprowadzenie do tego rachunku, wystarczajace dla szero-
kiej rzeszy technikow.

Drugim z kolei podrecznikiern przeznaczonym dla technikéw jest ksinzka
E. Karaékiewicza pt. ,Zarys teorii wektoréw i tensoréw” (1964). W tam samym
roku pojawilo sie takie, tlumaczone z angielskiego, dzielo dwéch autoréw J. L. Syn-
ge’a i A. Schilda, noszace tytul ,,Rachunek tensorowy” i zaspokajajace w zamierze-
niu swym potrzeby fizykéw. Wreszeie w 1966 r. ukazalo sig wznowione i rozszerzone
wydanie ksigzki 8. Golaba.

Wymienione wyzej dziela rdéznig sie znacznie metoda przedstawienia dostoso-
wang do rodzaju czytelnikéw, dla ktoérych sa przeznaczone. Roznia sie takze Scisto-
fcig w formulowaniu definicji pojeé i twierdzen oraz w metodach dowodu. Dzielo
8. Golaba wyrdznia sie spoérod nich wielka Scistosein zaréwno w definicjach, jak i w do-
wodach; jedynie w tych przypadkach, w ktérych dowdd zajmowalby zbyt wiele miejsca,
czytelnik zostaje odeslany do prac specjalnych. Jako jedny z waznych zalet nalezy
wymienié¢ &cisle odréznienie pojecia grupy i pseudogrupy; drugie z tych pojeé zostalo,
jak wiadomo, po raz pierwszy sprecyzowane przez Autora (1939).

Drugie wydanie ksigzki, w poréwnaniu z pierwszym, zostalo powigkszone o okolo
50 stron; znacznie rozszerzony zostal Rozdzial VIII, traktujacy o pewnyech przestrze-
niach specjalnych, ktére staly sie przedmiotem badan po ukazaniu si¢ pierwszego
wydania. Przybyl takze Rozdzial XI poéwiecony pojeciom, kiére réwniez dopiero
po ukazaniu sig pierwszego wydania nabraly szerszego znaczenia. Ulegl zmianom
Rozdzial I, w ktérym gruntownie zostaly przedstawione pojecia takie, jak przestrzen,
uklady wspélrzednyeh, grupy i pseudogrupy. Nadmienié takze nalezy, Ze podrecznik
zawiera réwniez pewne wlasne wyniki Autora oraz oryginalne, nowe ujecia waznych
pojeé; wymienie dla przykladu bardzo umiejetne wprowadzenie tak waznych i pod-
stawowych pojeé, jak pochodna kowariantna i pochodna absolutna (str. 190 1 191).
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Poza tym podrecznik zachowal charakter pierwszego wydania. Sklada sie on
z trzech czesci poSwieconych kolejno algebrze tensoréw (Rozdziaty I-1V), ich analizie
(Rozdziaty V-IX) oraz zastosowaniom (Rezdzialy X, XI).

Podstawowym pojeciem, na ktérym Autor oparl swéj wyklad zaréwno w pierw-
szym, jak i w drugim wydaniun, jest pojecie obiektu geometrycznego, ktoérego teoria
zawdzigeza mu wiele nowych i waznych wynikéw. Wepomnijmy, Ze wspdlnie z wegier-
skim matematykiem J. Aczélem profesor Golab jest autorem monografii pt. ,,Funktio-
nalgleichungen der geometrischen Objekte”. Te indywidualne zainteresowania i twor-
cza dzialalno§é Autora odzwierciedlily sie w konstrukeji podrecznika, nadajae mu
specjalny charakter.

Pod tym wzgledem dzielo prof. Golaba rézni sie zasadniczo od wspolezesnych
metod stosowanych w wykladzie teorii tensoréw, na przyklad od ksiazek A. Lichne-
rowicza, w ktoryeh teoria ta oparta jest na jednym terminie pierwotnym (wektorze
kontrawariantnym) i na jednym nowym operatorze, iloczynie tensorowym, poza
elementarnymi operatorami dodawania tensoréw i munoZenia ich przez skalar. Me-
toda ta ma te zalete, ze w naturalny sposéb pozwala whudowaé teorie form zewngtra-
nych w teori¢ tensoréw i Ze jest zgodna z duchem nowoczesnych metod stosowa-
nych w geometrii rézniezkowe]j, ktorych charakterystyezny cechy jest jej cordz sil-
niejsza algebraizacja. Poniewaz jednak pedrecznik prof. Golaba przeznaczony jest
dla szerszego kregn czytelnikéw, a nie tylko dla matematykow, wiee jego ujecie tematu
jest, zdaje sig, pod wzgledem dydaktyeznym bardziej przystepne i pozyteczne jako
wstgpne studium teorii tensoréw, ograniczone niemal w calo$ei do rozwazan o cha-
rakterze lokalnym. Nadmienié przy tym nalezy, ze Autor odsyla czytelnika do artykulu
H. Lopuszanskiej, zawartego w pracy zbiorowej pt. ,Zewnetrzne formy rézniczkowe
i pewne ich zastosowania” (1965). W artykule tym nowoczesna metoda konstrukeji
teorii tensoréw przedstawiona jest w sposob bardzo przystepny i jasny.

Nie tylko podstawowsa metoda pierwszego wydania zostala zachowana w nowym
wydaniu; takie i symbolika nie ulegla zmianie. Przyjeta zostala konsekwentnie
stosowana symbolika Schoutena (Kernindexmethode), ktéra odznacza sie wielky
prostota i przejrzystosein. Zarzucony jednak zostal niepotrzebny termin ,afinor”,
ktory Schouten wprowadzil w miejsce slowa tensor, a ktoéry nastepnie sam zarzucil.
Zalowaé nalezy, ze w pracach niektérych polskich geometréw w dalszym eiagu figu-
ruje slowo afinor oraz rdézne dziwaczne jego pochodne.

Dzielo prof. Golaba, bardzo bogate w treéé juz w pierwszym wydaniu, zostalo
obeenie znacznie rozszerzone (Rozdzialy IV i XI). Wymienimy pokrotce najwainiejsze
i najeickawsze sposréd tych rzeczy, ktéryeh nie bylo w pierwszym wydaniu i ktérych
zwykle nie spotyka sie w podrecznikach algorytmu tensorowego.

W Rozdziale IV znajdujemy miedzy innymi informacje o ukladach aholono-
micznyeh i 0 obiekeie aholonomicznoéei Schoutena i van Dantziga, o diadach, obiektach
Piencowa, o tensorach rozdwojonych i silnyeh wielkosdeiach oraz o wielopunktowych
polach tensorowyeh. W dalszym ciggu poznajemy definicje przestrzeni Weyla, Her-
mite’a oraz przestrzeni prawie zespolonych. Rozdzial X1 zawiera okreflenia pochodnej
Liego, rozmaitodei rézniczkowej oraz tensoréw harmonicznych.

Waszystkie te pojecia, jak zwykle n Autora, sy okretlone scisle i poprawnie;
jedynym wyjatkiem jest sformulowanie twierdzenia B. Eckmanna i A. Frolichera
(s. 275), znikanie bowiem tensora Nijenhuisa jest jedynie warunkiem koniecznym,
azeby przestrzen prawie zespolona byla przestrzenin zespolong. :

Stwierdzi¢ jednak jestem zmuszony, %e wymienione poprzednio rzeczy sa tylko
pozornym wzbogaceniem tresci podrecznika, albowiem majq jedynie charakter
encyklopedyezny, nie pozwalajacy czytelnikowi ocenié znaczenia i zastosowan zde-
finiowanych pojeé. Odnosi sie to np. do pojecia tensoré6w harmonicznyeh, z ktérymi
zwigzane sy roZniczkowe formy harmoniczne, odgrywajace doniosty role w globalnych



284 Recenzje

badaniach rozmaitosei riemannowskich (twierdzenie de Rhama). Nalezalo tutaj
zacytowaé artykul A. Goetza zamieszezony w ksiazce ,Zewnetrzne formy rédznicz-
kowe i pewne ich zastosowania” lub zamieszezona w Bibliografii ksigzke de Rhama
i Kodairy. Brak takize przykladu na zastosowanie geometryczne pochodnej Liego;
prostym takim zastosowaniem sa wektory Killinga, ktére latwo otrzymuje sie za
pomocg pochodnej ILiego.

Brak jest niestety ustepu o spinorach, ktére odgrywaja tak wazna role we wspol-
czesnej fizyce. W Bibliografii wymienione sa dwie prace E. Cartana pofwiecone
spinorom, w tekscie ksigzki nie znajdujemy jednak slowa spinor. W trzecim wydaniu
dziela prof. Golaba, ktérego ukazania spodziewaé si¢ mozna za kilka lat, umieszczenie
ustepu o spinorach sprawiloby niewatpliwie wieksza przyjemno&é fizykom niz ustep
o obiekecie Piencowa, ktéry jest wprawdzie interesujaca ciekawostka, nie ma jednak
wigkszego znaczenia i zastosowan.

Na zakohczenie umieszcze jeszeze kilka uwag tyczacych sie terminologii. Na
str. 19 pisze Autor, Ze podstawa rozwazan dziela beda skoficzenie wymiarowe prze-
strzenie analityczne, zwane przez niektérych autoréw kartezjanskimi; elementy tej
przestrzeni nazywacé sie bedzie punktami, a sam punkt bedzie pojeciem pierwotnym.
Zachodzi tu jakied nieporozumienie terminologiczne. Ogdélnie jest przyjete nazywaé
n-wymiarows przestrzenia kartezjanska zbiér ciagéw zlozonyeh z n liezb rzeczy-
wistych lub zespolonyeh (2). Punkt przestrzeni kartezjanskiej nie jest wiec pojociem
pierwotnym, lecz jest zdefiniowany.

Na str. 26, odsylacz (2), Autor méwi, iz niektérzy matematycy symbolem G
ognaczaja grupe r-czeSciowa; termin grupa r-czeSciowa (domyélne: ILiego) zostal
juz dawno zarzucony. Byl on uzyty w pracach K. Zorawskiego i w tlumaczeniach
8. Dicksteina dziel zagranicznyech; obecnie, gdy topologia grup Liego zostala ugrunto-
wana, méwi sie jedynie o r-wymiarowej grupie Liego.

Na str. 199 i 200 to samo pojecie zostalo raz nazwane geodetyka, a drugi raz
geodezyjny. Jestem zdania, Ze w polskiej literaturze matematycznej nalezaloby przyjaé
te nazwe w jej drugiej formie: geodezyjna.

Koficzae swa recenzje zaznaczam, Ze mimo poprzednich krytyecznych uwag
uwazam podrecznik prof. S. Golaba za bardzo pozyteczny, godny polecenia po-

czatkujacym matematykom, fizykom i technikom jako wstepne studium teorii
tensorow.

Wiadystaw Slebodzisiski

Abraham Goetz, Geometria rééniczkowa, Biblioteka Matematyczna,
tom 26, Panstwowe Wydawnictwo Naukowe, Warszawa 1965, str. 300.

Z przedmowy Autora: , Ksiazka jest poswiecona lokalnej, metryeznej geometrii
rozniczkowej krzywych i powierzchni w przestrzeni euklidesowej w zakresie odpowia-
dajacym z grubsza programowi wykladu geometrii rézniczkowej na II roku matema-
tyki uniwersyteckiej”. Poza ten program wykracza calkowicie tylko jeden, ostatni
rozdzial, podwigcony teorii kongruencji prostoliniowych. Ale — oddajmy znéw glos
Autorowi — ,teoria ta wykazuje wiele analogii z teoriag powierzechni, jest réwnie stara
i nadal rozwijana, a w polskiej literaturze matematycznej niemal calkowicie po-
minigta”. Argumenty te brzmig przekonywajaco i wlaczenie teorii kongruencji do
podrecznika nalezy uznaé za poiyteczne rozszerzenie jego zakresu.

(3) K. Borsuk, Geometria analityczna w n wymiarach, 1950, str. 17.
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