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Nauki

Lloczyny postaci

Minist

m
0(-’59 y) = n:g"sytsr
8=1

/ ‘gdzie kyy lyy ...y kmy by, 53 to liczby calkowite rézne od 0 z wyjatkiem co
najwyzej l,, bedziemy nazywaé stowams.
Zadanie 73, podane przez W. I. Arnolda (Wiadomogci Matematyczne
7 (1964), str. 246), jest nastepujace: Udowodnié, ze dla kaédego stowa
a(x, y) isiniejq macierze ortogonalne A i B takie, 2e

1 0
o(4, B) #
0 1

Jest to wiadciwie znane twierdzenie, ktére w mocniejszej postaci
udowodnil Hausdorff, jako lemat do swojego paradoksalnego rozkladu
sfery, ulepszonego pézniej przez Banacha i Tarskiego. Jezeli, tak jak w za-
daniu 73, nie ograniczaé¢ wymiaru macierzy A i B, to rozwigzanie jest
latwe. Istotnie, kazda permutacja nastepujgcego ciggu punktéw prze-
strzeni R"

(150i05eslls  (Didslsencs®y 040 Tnamdlls wuss 1050, 0500s1)

moze byé zrealizowana ortogonalnym przeksztalceniem, a nie trudno,
jesli n = |k, |+ I+ ...+ [kml + 1], Podaé takie permutacje a i B, aby
a(a, f) bylo nieidentycznofciowa permutacja tych punktéw.

Jednak twierdzenie Hausdorffa jest mocniejsze, bowiem wymiar
wynosi w nim 3, a ponadto wynika z niego istnienie takich macierzy
A i B, ktére sg dobre dla wszystkich sléw naraz. Najladniejszy znany
obecnie dowéd tego wyniku podal T. Dekker w pracy [2]. Jest on prostszy
od dowodu Hausdorffa i w odréznieniu od tamtego nie uzywa liczb przes-
tepnych, a ponadto daje interesujaca wlasno§é simplekséw umiarowych.
Znane s3 liczne inne dowody i uogdlnienia rezultatu Hausdorffa, np.
w pracach [1]1i [3], gdzie podana jest tez literatura.
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Niech 0, oznacza grupe obrotdw przestrzeni R* dookota jednego punktu
czyli grupg macierzy ortogonalnych wymiaru 3 X3 o wyznaczniku do-
datnim. Nastgpujace zagadnienie, pokrewne zadaniu 73, pozostaje otwarte
[4]:

Czy kaide réwnanie postaci
o(@,y) = A (Ade0O,)

jest rozwigzalne w O ? .

Podam kilka uwag o tym zagadnieniu. Mozna je inaczej wypowiedzieé,
jako pytanie, czy wszystkie rozpatrywane tu odwzorowania o: (0;)% — O;
g3 odwzorowaniami ,,na”? Nastepujace przedstawienie geometryczne
grupy O, pozwala lepiej zobaczyé jego geometryczng tresé. Rozpatrzmy
w przestrzeni R3 peing kule K o §rodku o i promieniu = (stala Archimedesa).
Niech kazdy punkt peK reprezentuje element grupy O, w ten sposéb,
ze daje on obrét w prawo dookola wektora op o kat |lo—p||. W ten spo-
s6b antypody kuli K reprezentuja te sams obroty. Wykazemy, Ze przy
tej interpretacji obraz o((0;)?) jest zawsze kuly o dodatnim promieniu,
wspél§rodkowa z kuly K (a zatem powyzszy problem polega na tym,
czy jej promien wynosi = ?).

Sprzezeniami nazywamy przeksztalecenia postaci @ — aza™'. Po-
niewaZ sprzezenia sa automorfizmami grup, wiec obraz a((Os)E) jest nie-
zmienniczy wzgledem sprzezen. Grupa sprzezenn grupy O, odpowiada
grupie obrotéw kuli K. Ponadto o((0,)?) jest spéjne i zwarte (bo takie
jest Oy), a wiec jest ono kulg wspélérodkowa z K. Z rezultatu Haus-
dorffa, o ktérym juz pisalem, wynika, ze jej promien jest dodatni.

Topolog mogtby zapytaé, czy odwzorowania

a: (05)% - 0,

89 istotne, tzn. niehomotopijne stalej? (Co i ja uczyniltem, [5]; np. slowa
o(z,y) =, 0(x,y) =ayr 'y~' sa istotne). Wiadomo jednak, ze na
ogdél tak nie jest. G. J. Porter [6] udowodnil, ze odwzorowanie

[[[2y, 221, 2], 2]: (05)* > 05 ([w, 0] = wow™"v™)

nie jest istotne, a wiege i [[{m, y1, 9], y]: (0,)* = 05 nie jest istotne.

Wspblnie z J. Browkinem i A. Schinzlem znalazlem prostszy przy-
klad tego rodzaju. Aby go opisaé, musze powiedzieé kilka zdan o kwa-
ternionach. Kwaterniony o normie 1, czyli sfera 83, tworza grupe wzgle-
dem mnozenia i jej podgrupa {1, —1} jest normalna (a nawet centralna)
oraz zachodzi izomorfizm

(%) §*/{1, —1} =2 0.
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Niech R(z) oznacza cze$é rzeczywista kwaternionu zeS%. Mamy
implikacje R(z) = 0 = a* = —1 oraz tozsamo$é R(yxy~') = R(»). Przy-
klad, o ktory chodzi, jest to odwzorowanie [#2, yzy~']: (05)%* - 0;. Wobec
naturalnego odwzorowania 8°® - 0,;, danego przez izomorfizm (*), wys-
tarczy wykazaé, ze odwzorowanie [a*,yxy~']: (8% — 8 jest homoto-
pijne stalej, lub, co wiecej, Ze nie jest ono ,,na’. Sprawdze, ze rOwnanie

(@2, yoy™'] = —1

nie ma rozwiazan w ciele kwaternion6w. Mozemy je przepisa¢ w postaci

w2yzy e~ = —ywy', co daje R(x) = 0. Za§ przepisujac je w postaci
(yoy~ ') '@2ywy~' = — a2, otrzymujemy R(a?) = 0 wbhrew temu, ze mialo
byé 2? = —1.
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